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В работе [1] проведено исследование обобщенной функции распределения возможностей. В на-
стоящей работе обобщено понятие слабой непрерывности функции распределения возможно-
стей, что позволяет охарактеризовать пространства возможностей с функцией распределения
возможностей. Изучены также мощностные характеристики различных классов возможност-
ных пространств.
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[1] investigated generalized possibility distribution function. In this paper the notion of
weakly continuous possibility distribution function is generalized. This generalization characterizes
possibility spaces with possibility distribution function. The power properties of different sets of
possibility spaces are investigated too.
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1. Основные понятия теории возможностей. В настоящее время имеется несколько
интерпретаций теории возможностей [2–7]. В настоящей главе мы будем рассматривать ее
классический вариант [2].

Аксиоматика теории возможностей аналогична аксиоматике теории вероятностей, ис-
ключая лишь аксиому сложения, которая заменена аксиомой максимума.

Hапомним основные понятия теории возможностей. Возможностное пространство есть
триплет (Γ, P (Γ), Π), где Γ — модельное пространство, P (Γ) — множество его подмножеств,
Π — возможностная мера, Π : P (Γ) → [0, 1], удовлетворяющая следующим свойствам:

1. Pi(∅) = 0; Π(Γ) = 1;

2. Π(A ∪B) = max(Π(A), Π(B)).

Возможностная мера называется непрерывной сверху (сильно непрерывной), если для
любой счетной совокупности вложенных друг в друга множеств

A1 ⊃ A2 ⊃ ... ⊃ An...,

такой, что lim
i→∞

Ai = A (другое обозначение — An ↘ A) имеет место равенство lim
i→∞

Π(Ai) =

Π(A). Возможностное пространство с непрерывной мерой возможности естественно назы-
вать непрерывным.

Возможностная мера называется непрерывной снизу (слабо непрерывной), если для лю-
бой счетной совокупности вложенных друг в друга множеств
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A1 ⊂ A2 ⊂ ... ⊂ An...,

такой, что lim
i→∞

Ai = A (другое обозначение — An ↗ A) имеет место равенство lim
i→∞

Π(Ai) =

Π(A). Возможностное пространство со слабо непрерывной мерой возможности естественно
называть слабо непрерывным.

Самый простой и естественный способ ввести на множестве Γ структуру возможностного
пространства заключается в определении возможности отдельных элементов посредством
некоторой функции π : Γ → [0, 1] и последующем определении возможностной меры Π по
формуле:

Π(A) = sup
γ∈A

π(γ).

Для определенной таким образом меры возможности Π функция π называется функцией
распределения возможностей. Hазовем функцию распределения возможностей непрерыв-
ной, если порождаемая ею мера возможностей непрерывна. Hосителем функции распреде-
ления π(·) называется множество точек, в которых она не равна нулю:

supp π(·) = {γ ∈ Γ|π(γ) > 0}.
Оказывается, что теорию возможностей можно также описать с помощью булевых алгебр

без прямого использования алгебры множеств. Покажем, как это делается.
Определение. Возможностным пространством называется пара (B, Π), где B есть бу-

лева алгебра, Π : B → [0, 1] — возможностная мера, удовлетворяющая аксиомам 1. Π(0) = 0,
Π(1) = 1; 2. Π(a ∨ b) = max(Π(a), Π(b)).

Легко показать, что поскольку алгебра множеств является булевой алгеброй, то это опре-
деление для булевой алгебры множеств будет совпадать с традиционным. Поэтому в даль-
нейшем изложении мы будем в основном использовать описание теории возможностей с
помощью алгебры множеств.

2. Основные результаты.
2.1. Обобщение понятия слабой непрерывности меры возможностей. В [1, 8–10] по-

казано, что сильно непрерывная возможностная мера обладает функцией распределения
возможностей. Однако не всякая возможностная мера с функцией распределения возмож-
ностей обладает свойством сильной непрерывности. Оказывается,что существует понятие
непрерывности, которое в точности будет соответствовать возможностным пространствам с
функцией распределения возможностей.

Лемма 1. Возможностное пространство (X, 2X , Π) обладает функцией распределения
возможностей тогда и только тогда, когда для любой обобщенной последовательности
подмножеств модельного множества X, монотонной снизу Bα ↗ B, α ∈ A справедливо

Π(B) = lim Π(Bα),

где lim — обобщенный предел.
Доказательство. Лемму достаточно доказать только в одну сторону. Пусть, напротив,

существует совокупность подмножеств {Bα}α∈A:

Π

( ⋃
α∈A

Bα

)
> sup

α∈A
Π(Bα). (1)

Вполне упорядочим множество индексов A. Поэтому с самого начала можно считать, что
A — вполне упорядоченное множество. Определим множества
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Cα =
⋃

β<α

Bβ.

Ясно, что
Cα ↗ B =

⋃
α∈A

Bα,

поэтому Π(Cα) → Π(B). Обозначим
a = max

α∈A
α,

т. е., возможно, a 6∈ A. Рассмотрим оба случая.
1. Пусть a 6∈ A. Тогда рассмотрим множество индексов β < a. Так как выполняется (??),

то возьмем

γ0 = min

{
γ|Π

(⋃

β<γ

Bβ

)
> sup

β<γ
Π(Bβ)

}
.

Тогда для любого γ < γ0 имеем

Π

(⋃

β<γ

Bβ

)
> sup

β<γ
Π(Bβ).

С другой стороны,
Π(Cγ0) = lim

γ→γ0

Π(Cγ),

так как
Cγ<γ0 ↗ Cγ0 ;

если γ0 — предельный ординал,
Cγ0 =

⋃

β<γ0

Bβ,

и поэтому
Π(Cγ0) = sup

γ<γ0

Π(Cγ).

То есть для любого ε > 0 выбираем

Cγ1<γ0 : Π(Cγ1) ≥ Π(Cγ0)− ε.

Но
Π(Cγ1) = sup

β<γ1

Π(Bβ),

т. е. существует Bβ:
Π(Cγ0) ≤ Π(Bβ) + ε

для любого ε > 0. То есть
Π(Cγ0) = sup

β<γ0

Π(Bβ).

Противоречие.
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2. Пусть a ∈ A. Тогда

Π

(
Ba ∪

⋃
α<a

Bα

)
= max

(
Π(Ba), Π

(⋃
α<a

Bα

))
.

Если Π(Ba) < Π(B), то

Π

(⋃
α<a

Bα

)
= Π(B),

т. е. в силе 1). Лемма доказана.
2.2. Оценка мощностей возможностных пространств. В данном разделе мы рассмат-

риваем различные классы возможностных пространств с точки зрения их мощности.
Предварительно установим простые свойства мощности.
Лемма 2. Мощность множества последовательностей множества [0, 1]×X (обозна-

чим его SX) при бесконечном X совпадает с мощностью непрерывных сверху функций
распределения возможностей на модельном множестве X (обозначим его PX).

Доказательство. Так как |X ∪ {x0}| = |X|, где x0 6∈ X и, очевидно, PX ⊂ SX , то доста-
точно построить функцию, взаимно однозначно отображающую множество SX во множество
PX∪{x0}. Вот подобная функция. Она отображает последовательность s в SX

〈s(x1), s(x2), ..., s(xn), ...〉
в функцию распределения возможностей π из PX∪{x0} с носителем (x0, x1, ..., xn, ...) и значе-
ниями

1 = π(x0), π(x1) = s(x1), π(x2) =
1

2
s(x2), ..., π(xn) =

1

n
s(xn), ...

Ясно, что π есть непрерывная сверху функция распределения возможностей. Также легко
увидеть, что это отображение является взаимно-однозначным на свой образ, поскольку если
бы π1 = π2, но f1 6= f2, то носители были бы одинаковы, и если бы f1(xi) 6= f2(xi), то

π1(xi) =
1

i
f1(xi) 6= 1

i
f2(xi) = π2(xi).

Полученное противоречие доказывает лемму.
Лемма 3. Мощность множества Xω0 совпадает с мощностью множества всех счет-

ных подмножеств множества X для любого бесконечного множества X.
Доказательство. Для этого достаточно показать, что Xω0 вкладывается во множество

счетных подмножеств множества X ×N . Для этого любой последовательности

(x1, x2, ..., xk, ...)

из X сопоставим счетное подмножество в X ×N :

{(x1, 1), (x2, 2), ..., (xk, k), ...}.
Остается показать, что если

(x1, x2, ..., xk, ...) 6= (y1, y2, ..., yk, ...),

то
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{(x1, 1), (x2, 2), ..., (xk, k), ...} 6= {(y1, 1), (y2, 2), ..., (yk, k), ...}.
Это очевидно, поскольку если бы было равенство, то выполнялось бы (x1, 1) = (yi, i) для
некоторого i, т. е. i = 1, x1 = y1. Точно также x2 = y2 и т. д. Таким образом, отображение
Xω0 во множество счетных подмножеств X ×N

(x1, x2, ..., xk, ...) → {(x1, 1), (x2, 2), ..., (xk, k), ...}

инъективно, поэтому в силу свойств мощности мощность множества Xω0 совпадает с мощ-
ностью множества всех счетных подмножеств множества X.

Мы можем оценить мощности некоторых классов возможностных пространств на мо-
дельном множестве X.

Ясно, что мощность множества возможностных пространств с функцией распределения
возможностей есть 2|X|. Мощность всех возможностных пространств есть 22|X| для бесконеч-
ного X, поскольку такова мощность компакта Стоуна, следовательно, получаем нижнюю
оценку 22|X| , так как можно указать 22|X| булевых мер возможностей, обобщенная функция
распределения возможностей которых имеет вид

π(q) =

{
1, q = q0,
0, q 6= q0.

Ясно, что они порождают разные возможностные пространства. Кроме того, существует
верхняя оценка, которая тривиальна, поскольку Π : 2X → [0, 1]. То есть мощность всех
возможностных пространств равна c2|X| , где c — мощность континуума.

Известен следующий факт. Для любого бесконечного множества X справедливо мощ-
ностное равенство

c|X| = 2|X|,

поэтому верхняя оценка для мощности всех возможностных пространств тоже 22|X| . Таким
образом, булевых возможностных пространств гораздо больше, чем возможностных про-
странств с функцией распределения.

Очевидно, что возможностных пространств с функцией распределения больше, чем силь-
но непрерывных возможностных пространств. Однако оказывается, что для некоторых бес-
конечных множеств мощности этих классов возможностных пространств совпадают. Приве-
дем довольно любопытный пример модельного множества, для которого мощность множе-
ства возможностных пространств с непрерывной сверху возможностной мерой совпадает с
мощностью множества возможностных пространств, обладающих функцией распределения
возможностей. Для этого рассмотрим следующее модельное множество:

X =
∞⋃
i=1

P i(N),

где P(·) обозначает множество всех подмножеств соответствующего множества,

P i+1(A) = P(P i),

N есть обозначение множества натуральных чисел.
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Таблица
Мощность различных классов возможностных пространств

Все возмож- Возможностные Сильно непре- Слабо непре-
Булевы воз-Модельное ностные пространства рывные воз- рывные воз-
можностныепространство пространства с функцией можностные можностные пространства

распределения пространства пространства

|X| < ω 2|X| 2|X| 2|X| 2|X| |X|
|X| = ω 2c 2|X| = c 2|X| 2|X| 22|X|

ω < |X| < c 22|X| 2|X| c 22|X| 22|X|

|X| > c 22|X| 2|X| |X|ω 22|X| 22|X|

Покажем, что
|Xω| = |2X |. (2)

1. Неравенство в одну сторону доказывается так:

|Xω| ≤ |XX | ≤ |(2X)
X | = |2X2| = |2X |.

2. Неравенство в другую сторону доказывается следующим образом:

|2X | =
∣∣∣2
S∞

i=1 Pi(N)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞⋂
i=1

2P
i(N)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∞⋂
i=1

2P
i+1(N)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∞⋂
i=1

X

∣∣∣∣∣ = |Xω| .

В силу леммы 3 |Xω| совпадает с мощностью множества всех счетных подмножеств этого
множества. Поскольку непрерывные сверху возможностные меры обладают функцией рас-
пределения возможностей, причем со счетным носителем, то отсюда и следует равенство
мощностей (??).

Заметим также, что аналогичное свойство выполняется для модельного множества, мощ-
ность которого χω. Более подробно об этом можно узнать в [11].

Суммируем все полученные оценки мощности различных классов возможностных про-
странств в таблице.
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