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Ïðåäëàãàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà íüþòîíîâà íåàðõèìåäîâà ìîäåëüíîãî âðåìåíè, ïîçâî-
ëÿþùàÿ ðàññìàòðèâàòü èìèòàöèîííûå ìîäåëè â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè ñèñòåì (â òåðìèíàõ
âðåìåííûõ ôóíêöèé) è ÿâëÿþùàÿñÿ åñòåñòâåííîé ôîðìîé ñèíõðîíèçàöèè ïðîöåññîâ â ñòðóê-
òóðèðîâàííûõ èìèòàöèîííûõ ìîäåëÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èìèòàöèîííûå ìîäåëè, ñèíõðîíèçàöèÿ ïðîöåññîâ.
The special structure of Newton's non-Archimedean model time is proposed. This structure allows

consider simulation models in the scope of general theory of systems (in terms of time functions)
and is a natural form of synchronization of processes in structural simulation models.

Key words: simulation models, synchronization of processes.

Ââåäåíèå. Øèðîêîå ïðèìåíåíèå èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (simulation) ê èññëå-
äîâàíèþ ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ ñèñòåì ïðè-
âåëî ê ðàçâèòèþ òåîðèè èìèòàöèè è, â ÷àñòíîñòè, ê ôîðìóëèðîâêå ðÿäà êëàññîâ ñèñòåì
[1�7] ñî ñïåöèôè÷åñêîé ñòðóêòóðîé è ñèíãóëÿðíîé äèíàìèêîé ïîâåäåíèÿ. Ïîä ñèíãóëÿð-
íîñòüþ äèíàìèêè çäåñü ïîíèìàåòñÿ ïàòîëîãè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ â îäíîé ðå-
àëèçàöèè ýâîëþöèè ñèñòåìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîìó è òîìó
æå ìîìåíòó ìîäåëüíîãî âðåìåíè, íî óïîðÿäî÷åííûõ ïî âûïîëíåíèþ (ìîæíî áûëî áû ãî-
âîðèòü î íåîðäèíàðíîñòè äèíàìèêè).

Òåîðèÿ èìèòàöèè [6, 7] ðàçâèâàåòñÿ íåçàâèñèìî îò îáùåé òåîðèè ñèñòåì [8], òàê êàê
ñèñòåìû ñ ñèíãóëÿðíîé äèíàìèêîé íå ÿâëÿþòñÿ âðåìåííûìè (â âåùåñòâåííîì âðåìåíè)
è èõ ïîâåäåíèå îáû÷íî îïèñûâàåòñÿ ïîñîáûòèéíî ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèé, àäåêâàòíûõ
ìåõàíèçìó óïîðÿäî÷åíèÿ â ïðîãðàììàõ èìèòàöèè.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé ñáëèæåíèÿ òåîðèè èìèòàöèè è îáùåé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ñîñòîèò â îáîáùåíèè ïîíÿòèÿ âðåìåííîãî îáúåêòà, â ÷àñòíîñòè, â ðàññìîòðåíèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà

(a0, t0), (a1, t1), (a2, t2), . . . (1)

êàê êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ
”
îáîáùåííûõ ôóíêöèé“ âðåìåíè. Â (1) ti � ìîìåíòû ìîäåëüíîãî

âðåìåíè, â êîòîðûå ïðîèñõîäÿò ñîáûòèÿ ai−1 → ai èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé îáúåêòà; t0 6 t1 6
t2 6 . . . Íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîñòü ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) îáåñïå÷èâàåò
åå èìèòèðóåìîñòü � âîçìîæíîñòü ðåêóððåíòíîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ ëþáîãî åå íà÷àëüíîãî
îòðåçêà íåêîòîðîé èìèòàöèîííîé ïðîãðàììîé çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1)
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ñëîâà

∗Ñòàòüÿ áûëà îïóáëèêîâàíà â ñá. íàó÷. òðóäîâ
”
Ýôôåêòèâíîñòü è ñòðóêòóðíàÿ íàäåæíîñòü èíôîð-

ìàöèîííûõ ñèñòåì“ (Ñèñòåìíîå ìîäåëèðîâàíèå � 7). Íîâîñèáèðñê, 1982. Ñ. 43�68.
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Ñîêðàùåííîå ñî÷ëåíåíèå îòðåçêîâ ñîêðàùåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîññòàíàâëèâàåò
ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñîêðàùåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè ñîêðàùåííûìè ïðîåêöèÿìè èõ âíåøíåãî îáúåäèíåíèÿ. Â òåðìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé âèäà (2) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñòàöèîíàðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ñèíãóëÿðíî-
ñòÿìè â äèíàìèêå, â ÷àñòíîñòè, êóñî÷íî-ëèíåéíûå àãðåãàòû [1, 2].

Â äàííîé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ñîîáùåíèè [9]: îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà ìîäåëüíîãî âðåìåíè, ïîçâîëÿþùàÿ, â ÷àñòíîñòè, äàâàòü
îïèñàíèÿ èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé â òåðìèíàõ âðåìåííûõ ôóíêöèé.

1. Èìèòàöèîííûå ïðîãðàììû è èìèòèðóåìûå ñèñòåìû.

1.1. Îáùàÿ ìîäåëü èìèòàöèè.
1.1.1. Èìèòàöèåé íàçûâàþò âîñïðîèçâåäåíèå íà öèôðîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèíàõ

îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèé ýâîëþöèè â ìîäåëüíîì âðåìåíè èññëåäóåìîé çàìêíóòîé äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû (âêëþ÷àÿ ñðåäó) è âû÷èñëåíèå ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà ýòèõ ðåà-
ëèçàöèÿõ.

Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äåòåðìèíèðîâàííûõ ñòàöèîíàðíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ýâîëþöèîíèðóþùèõ íà êîíå÷íûõ èëè áåñêîíå÷íûõ ñïðàâà èíòåðâàëàõ
ìîäåëüíîãî âðåìåíè. Îáîáùåíèå íà ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî îáû÷-
íûì îáðàçîì.

Ñ ïðîöåññîì èìèòàöèè ñâÿçàíû äâå ñèñòåìû: èìèòèðóåìàÿ ñèñòåìà (òî÷íåå, åå ìîäåëü-
íîå ïðåäñòàâëåíèå â èìèòàöèîííîé ïðîãðàììå) è èìèòàöèîííàÿ ïðîãðàììà â öåëîì, ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ êàê äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Îáå ñèñòåìû çàìêíóòû (àâòîíîìíû). Èìèòàöè-
îííàÿ ïðîãðàììà ðåêóððåíòíî âîñïðîèçâîäèò ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ èìèòèðóåìîé ñèñòåìû
(èçìåíåíèå âî âðåìåíè åå ñîñòîÿíèÿ). Ïðè ýòîì çà îäíó ðåàëèçàöèþ ïðîöåññà èìèòàöèè
âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ñîñòîÿíèÿ èìèòèðóåìîé ñèñòåìû ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ìî-
ìåíòîâ ìîäåëüíîãî âðåìåíè. Ïîâåäåíèå èìèòèðóåìîé ñèñòåìû ìåæäó ýòèìè ìîìåíòàìè
ôàêòè÷åñêè íå ðàññ÷èòûâàåòñÿ èìèòàöèîííîé ïðîãðàììîé, õîòÿ îíî äîëæíî áûòü îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëåíî è çàëîæåíî â àëãîðèòìû èìèòàöèè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîäîáíûé
ðàñ÷åò ìîã áûòü âûïîëíåí äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ìîìåíòà. Êðîìå ñîáñòâåí-
íî âîñïðîèçâåäåíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè èìèòèðóåìîé ñèñòåìû, èìèòàöèîííàÿ ïðîãðàì-
ìà âûïîëíÿåò ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ íåïîñðåäñòâåííî ñ îðãàíèçàöèåé
èìèòàöèè (ïðîäâèæåíèå ìîäåëüíîãî âðåìåíè, ïðîâåðêà óñëîâèé îêîí÷àíèÿ èìèòàöèè è
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äð.), à òàêæå ñ äîêóìåíòèðîâàíèåì ýâîëþöèè èìèòèðóåìîé ñèñòåìû. Òåêóùåå ìîäåëüíîå
âðåìÿ è ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïðîãðàììû.

1.1.2. Â äåòåðìèíèðîâàííîì ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå èìèòàöèîííàÿ ïðîãðàììà ìîæåò
áûòü îïèñàíà øåñòåðêîé I = (P, C, T, f, g, h), ãäå P × C × T � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé
ïðîãðàììû, C � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé èìèòèðóåìîé ñèñòåìû, T � ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ
ìîäåëüíîãî âðåìåíè, ôóíêöèè f : P ×C → P è g : C → C îïðåäåëÿþò ïåðåõîäû (ñîáûòèÿ)
â ïðîãðàììå, ôóíêöèÿ h : C → T ïðîäâèãàåò ìîäåëüíîå âðåìÿ. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ
âåùåñòâåííîñòü è íåîòðèöàòåëüíîñòü ìîäåëüíîãî âðåìåíè, òî åñòü T = R+. Çäåñü è äàëåå
R+ = [0;∞].

Äëÿ çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ a0 = (p0, c0, t0) ∈ P×C×T ïðîãðàììà I ïðè ñâîåì
âûïîëíåíèè ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1), â êîòîðîé ai = (pi, ci, ti) è Pi+1 = f(pi, ci),
ci+1 = g(ci), ti+1 = ti + h(ci) äëÿ âñåõ i ∈ N = (0; 1; 2; . . . ). Ïåðåõîä ai → ai+1 íàçû-
âàåòñÿ i-ì ñîáûòèåì â ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû G ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì a0. Âåëè÷èíà
ti+1 = pr3(ai+1) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìîìåíò ìîäåëüíîãî âðåìåíè i-ãî ñîáûòèÿ â ïðî-
ãðàììå. Çíà÷åíèå ti äëÿ êàæäîãî i ∈ N îáû÷íî íàçûâàåòñÿ òåêóùèì ìîäåëüíûì âðåìåíåì,
ñîîòíîñèìûì ôóíêöèåé

time = pr3 : P × C × T → T, ai 7→ time(ai)

êàæäîìó ñîñòîÿíèþ ai ïðîãðàììû. Çíà÷åíèå h(ci) îïðåäåëÿåò òåêóùèé øàã èìèòàöèè:

time(ai+1) = time(ai) + h(pr2(ai)).

1.1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1), ïîðîæäàåìàÿ ïðîãðàììîé I = (P, C, T, f, g, h), îïðå-
äåëÿåò ïîñîáûòèéíóþ ýâîëþöèþ èìèòèðóåìîé ñèñòåìû I = (C, T, f, g,δ), ãäå ñåìåéñòâî
ôóíêöèé

δ = {δt : C → C|t ∈ T}

çàäàåò äèíàìèêó ñèñòåìû ìåæäó ñîáûòèÿìè â ïðîãðàììå. Ñåìåéñòâî δ óäîâëåòâîðÿåò äëÿ
âñåõ c ∈ C è σ, τ ∈ T óñëîâèÿì δ0A = A, δσ(δτA) = δσ+τA.

Ñîáûòèå ai 7→ ai+1 â ïðîãðàììå ïîðîæäàåò ñîáûòèå Ai 7→ Ai+1 â ñèñòåìå, ñîîòíîñèìîå
ìîìåíòó ti+1 ìîäåëüíîãî âðåìåíè; ñîñòîÿíèå ci îòíåñåíî ìîìåíòó ti. Åñëè ti < ti+1, òî äëÿ
êàæäîãî t ∈ [ti, ti+1] ñèñòåìå ïðèïèñûâàåòñÿ ñîñòîÿíèå δ

t−tici.
Òàê êàê ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, òî δ è h äîëæíû óäî-

âëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

h(c) = h(δσc) + σ äëÿ 0 6 σ 6 h(c).

Â äàííóþ ìîäåëü èìèòàöèè, îòíîñÿùóþñÿ ê òàê íàçûâàåìûì ñèñòåìàì ñ äèñêðåòíû-
ìè ñîáûòèÿìè, âêëàäûâàþòñÿ áîëåå ñòðóêòóðèðîâàííûå ìîäåëè, â ÷àñòíîñòè, êóñî÷íî-
ëèíåéíûå àãðåãàòû [2], êîíöåïòóàëüíûå ìîäåëè ÿçûêîâ ìîäåëèðîâàíèÿ [4, 5] è ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìîäåëè òåîðèè èìèòàöèè [6, 7].

1.2. Âðåìåííûå ñèíãóëÿðíîñòè â èìèòàöèè. Èìåþòñÿ äâå îñíîâíûå ïðè÷èíû ïîÿâëå-
íèÿ â èìèòàöèîííûõ ìîäåëÿõ ñîáûòèé, ðàçäåëåííûõ âðåìåííûìè èíòåðâàëàìè íóëåâîé
äëèíû: êâàçèïàðàëëåëèçì èìèòàöèè ñîáûòèé è äîïóñòèìîñòü íóëåâûõ (ìãíîâåííûõ) ðå-
àêöèé â êîìïîíåíòàõ ìîäåëèðóåìûõ ñèñòåì [7, 9].
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1.2.1. Ïåðâàÿ èç ýòèõ ïðè÷èí � ÷èñòî òåõíîëîãè÷åñêàÿ è ïðèñóùà òîëüêî èìèòàöèîííî-
ìó ìîäåëèðîâàíèþ. Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ìåõàíèçìà êâàçèïàðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ
ñîáûòèé âîçíèêàåò â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ïðîöåññîðîâ â âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå, íà êî-
òîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èìèòàöèÿ, ìåíüøå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà îäíîâðåìåííûõ
ñîáûòèé, íàçíà÷åííûõ íà îäèí è òîò æå ìîìåíò ìîäåëüíîãî âðåìåíè. Îáû÷íî ñåìàíòè-
êà ÿçûêîâ àâòîìàòèçàöèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé îðèåíòèðîâàíà íà
îäíîïðîöåññîðíîå âûïîëíåíèå ïðîãðàììû èìèòàöèè. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü ÿçûê
ìîäåëèðîâàíèÿ ÄÈÑ [5, 10, 11], äîïóñêàþùèé (ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ) ïàðàëëåëüíóþ
èìèòàöèþ îäíîâðåìåííûõ ñîáûòèé.

1.2.2. Âòîðàÿ ïðè÷èíà âûõîäèò çà ðàìêè èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðèñóùà
ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ â øèðîêîì ñìûñëå. Íóëåâûå âðåìåíà ðåàêöèè ñèñòåì
è âðåìåííûå èíòåðâàëû íóëåâîé äëèíû ïîÿâëÿþòñÿ ïðè îïèñàíèè ÿâëåíèé, ðàçíîìàñ-
øòàáíûõ ïî ïðîòÿæåííîñòè âî âðåìåíè. Èíòåðâàëû íóëåâîé äëèíû ÿâëÿþòñÿ íå ìåíåå
åñòåñòâåííîé àáñòðàêöèåé, ÷åì ðàçðûâíûå âðåìåííûå ôóíêöèè. Ñóùåñòâåííî òàêæå, ÷òî
ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè íà ÖÂÌ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåùåñòâåííîãî ìîäåëüíî-
ãî âðåìåíè ðàçíîìàñøòàáíûå èíòåðâàëû â îäíîé ìîäåëè ïðàêòè÷åñêè íåðåàëèçóåìû: åñëè
çíà÷åíèÿ òåêóùåãî ìîäåëüíîãî âðåìåíè t è èíòåðâàëà ∆t î÷åðåäíîãî ïðîäâèæåíèÿ ìî-
äåëüíîãî âðåìåíè îòëè÷àþòñÿ íà íåñêîëüêî äåñÿòêîâ äåñÿòè÷íûõ ïîðÿäêîâ, òî, õîòÿ îíè
è ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ïðåäñòàâëåíû â ïàìÿòè ìàøèíû, òåì íå ìåíåå, ïðîäâèæåíèå
âðåìåíè íå áóäåò âûïîëíåíî, òàê êàê ðåçóëüòàò îïåðàöèè t + ∆t èç-çà îêðóãëåíèÿ áóäåò
ðàâåí t. Äåëî íå ñïàñàåò èñïîëüçîâàíèå âû÷èñëåíèé ñ ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòüþ, åñëè â
ïðîäâèæåíèè ìîäåëüíîãî âðåìåíè áóäóò ó÷àñòâîâàòü èíòåðâàëû, çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþ-
ùèåñÿ ïî ïîðÿäêó.

1.3. Îá àäåêâàòíîñòè ìîäåëüíîãî âðåìåíè. Âîïðîñ î öåëåñîîáðàçíîñòè (ñ òî÷êè çðåíèÿ
àäåêâàòíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ) ïðèñóòñòâèÿ ðàçíîìàñøòàáíûõ âåëè÷èí â îäíîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû, ïðèìûêàþùåé ê ñóùåñòâåííî áîëåå óçêîé
ïðîáëåìàòèêå �

”
ìèðó èìèòàöèè“ êàê òàêîâîìó, âíå ñâÿçè åãî ñ ðåàëüíûì

”
èìèòèðóåìûì

ìèðîì“.

Òåì íå ìåíåå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåñòíûì ïðèâåñòè çäåñü ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ, îò-
íîñÿùèåñÿ ê îáùåé ïðîáëåìå ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ âðåìåíè.

1.3.1. Ðàçíîìàñøòàáíûå îáúåêòû è äèñêðåòíûå ìîäåëè.
”
...Êàêîãî áû âçãëÿäà íè ïðè-

äåðæèâàòüñÿ îòíîñèòåëüíî ñòðîåíèÿ ìàòåðèè, íå ïîäëåæèò ñîìíåíèþ òî, ÷òî îíà ðàñ÷ëåíå-
íà íà ðÿä áîëüøèõ, õîðîøî îòãðàíè÷åííûõ ãðóïï ñ îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûìè ðàçìåðàìè
ìàññ, òàê ÷òî ÷ëåíû êàæäîé îòäåëüíîé ãðóïïû íàõîäÿòñÿ ñî ñòîðîíû ñâîåé ìàññû â îïðå-
äåëåííûõ, êîíå÷íûõ îòíîøåíèÿõ äðóã ê äðóãó, à ê ÷ëåíàì áëèæàéøèõ ê íèì ãðóïï îòíî-
ñÿòñÿ êàê ê áåñêîíå÷íî áîëüøèì èëè áåñêîíå÷íî ìàëûì âåëè÷èíàì...“

”
...Ìû èìååì çäåñü

êîëè÷åñòâà, ñòîëü êîëîññàëüíî îòëè÷íûå äðóã îò äðóãà, ÷òî ìåæäó íèìè ïðåêðàùàåòñÿ
âñÿêîå ðàöèîíàëüíîå îòíîøåíèå, âñÿêîå ñðàâíåíèå, è ÷òî îíè ñòàíîâÿòñÿ êîëè÷åñòâåííî
íåñîèçìåðèìû...“ (Ô. Ýíãåëüñ, [12]).

”
Îñîáåííîñòè âñåâîçìîæíîãî ðîäà, ðàçðûâû è ò. ä. ïîÿâëÿþòñÿ, ïîìèìî âîëè èññëåäî-

âàòåëÿ, â òàêèõ ïðîáëåìàõ, ãäå îí îõîòíî áû îò íèõ îòêàçàëñÿ“.
”
...Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì

îïèñàíèè ÿâëåíèé ïðèðîäû ïîñòîÿííî èìåþò äåëî, ñìîòðÿ ïî îáñòîÿòåëüñòâàì, òî ñ íåïðå-
ðûâíîé ñðåäîþ, òî ñ äèñêðåòíûìè ìîìåíòàìè. Ðàçóìååòñÿ, ðå÷ü èäåò òîëüêî î ïðèáëèæå-
íèÿõ; íî â òîì-òî è äåëî, ÷òî òàêîãî ðîäà ïðèáëèæåíèÿ ñ îäèíàêîâûì óñïåõîì äàþò íàì
â îäíèõ ñëó÷àÿõ � ñïëîøíóþ ñðåäó, â äðóãèõ � îòäåëüíûå ìîìåíòû“ (Ð. Áýð, [13]).
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”
×òî ìîæíî ñêàçàòü îá åùå áîëåå êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè? Èìååò ëè ñìûñë

âîîáùå ãîâîðèòü î íèõ, åñëè íåâîçìîæíî íå òîëüêî èçìåðèòü, íî äàæå ðàçóìíî ñóäèòü î
ïðîöåññàõ, ïðîèñõîäÿùèõ â òå÷åíèå ñòîëü êîðîòêèõ èíòåðâàëîâ? Âîçìîæíî, íåò. Ýòî îäèí
èç òåõ âîïðîñîâ, íà êîòîðûå íåò îòâåòà“ (Ð.Ô. Ôåéíìàí, [14]).

1.3.2. Ïîíÿòèå âðåìåíè. Èìååòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ âðåìåíè êàê
ôîðìû êîîðäèíàöèè ìàòåðèàëüíûõ ÿâëåíèé. Ïðè îäíîì èç íèõ âðåìÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ àê-
òóàëüíî çàäàííûì. Ýòîò ïîäõîä (È. Íüþòîíà) ðåàëèçóåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.

”
Âðåìÿ � íå÷òî àáñîëþòíîå, íè îò ÷åãî íå çàâèñÿùàÿ ÷èñòàÿ äëèòåëüíîñòü, êàê òàêîâàÿ,
ðàâíîìåðíî òåêóùàÿ îò ïðîøëîãî ê áóäóùåìó. Îíî ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì

”
âìåñòèëèùåì ñî-

áûòèé“, êîòîðûå ìîãóò åãî çàïîëíÿòü, íî ìîãóò è íå çàïîëíÿòü; õîä ñîáûòèé íå âëèÿåò
íà òå÷åíèå âðåìåíè. Âðåìÿ óíèâåðñàëüíî, îäíîìåðíî, íåïðåðûâíî, áåñêîíå÷íî îäíîðîäíî
(âåçäå îäèíàêîâî)“ (çäåñü öèòèðóåòñÿ ñòàòüÿ [15], êîìïàêòíî èçëàãàþùàÿ íüþòîíîâñêèå è
ëåéáíèöåâñêèå ïîäõîäû � ïðèì. àâò.).

Ïðè äðóãîì ïîäõîäå âðåìÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü â ñâÿçè ñ ýâîëþöèåé íàáëþäàåìûõ
ïðîöåññîâ. Ýòîò ïîäõîä (Ã. Ëåéáíèöà) ïî ñóòè äåëà ðåàëèçóåòñÿ â èìèòàöèîííîì ìîäåëè-
ðîâàíèè.

”
Âðåìÿ � ïîðÿäîê ñìåíÿþùèõ äðóã äðóãà ÿâëåíèé èëè ñîñòîÿíèé òåë“.

”
Âðåìÿ... åñòü ñîçåðöàåìîå ñòàíîâëåíèå“.

”
...Íå âî âðåìåíè âñå âîçíèêàåò è ïðîõîäèò,

à ñàìî âðåìÿ åñòü ýòî ñòàíîâëåíèå, åñòü âîçíèêíîâåíèå è ïðåõîæäåíèå, ñóùåå àáñòðà-
ãèðîâàíèå, âñåïîðîæäàþùèé è óíè÷òîæàþùèé ñâîè ïîðîæäåíèÿ Êðîíîñ“.

”
Åñëè áû âñå

îñòàíîâèëîñü..., òî... âðåìåíè íå áûëî áû“ (Ã. Á.Ô. Ãåãåëü, [16]).

”
...Âðåìÿ � ýòî òî, ÷òî îòäåëÿåò äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîáûòèÿ“ (Ð.Ô. Ôåéíìàí, [14]).

1.3.3. Àðõèìåäîâîñòü âðåìåíè.
”
...Òàê êàê ãîâîðèòü î íåàðõèìåäîâîì âðåìåíè íå ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì íè ñ êàêîé òî÷êè çðåíèÿ, òî îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî óïîòðåáëå-
íèå

”
ïåðåìåííîãî“ x, ðàçâåðòûâàþùåãî ïåðåä íàìè âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è

â ïîðÿäêå ðåàëüíîãî âðåìåíè (íå ôèêòèâíîãî, òî åñòü àðõèìåäîâà), ñèëüíî îãðàíè÷èâàåò
êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé M(Í.Í. Ëóçèí, [17]).

”
×òî êàñàåòñÿ àêñèîìû (èìååòñÿ â âèäó àêñèîìà Àðõèìåäà � ïðèì. àâò.), òî îíà ìîæåò

áûòü ðàññìàòðèâàåìà êàê
”
ýêñòðàïîëÿöèÿ“ ôàêòà, ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðÿåìîãî äëÿ

âåëè÷èí
”
íå ñëèøêîì ìàëûõ“ (Í. Áóðáàêè, [18]).

Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî â îáùåé òåîðèè ñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [8] î ìíî-
æåñòâå ìîìåíòîâ âðåìåíè ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì èíòåðâàëîì
íåêîòîðîé ëèíåéíî-óïîðÿäî÷åííîé àáåëåâîé ãðóïïû (âîîáùå ãîâîðÿ, íåàðõèìåäîâîé).

2. Ìîäåëüíîå âðåìÿ.

2.1. Öåïü ìîäåëüíîãî âðåìåíè.

2.1.1. Äàëåå, R =]−;∞[,Z = (0;±1;±2; . . . ). Ìíîæåñòâî R2 ñ îáû÷íîé îïåðàöèåé ñëî-
æåíèÿ âåêòîðîâ

(ξ1, η1) + (ξ2, η2) = (ξ1 + ξ2, η1 + η2) (3)

è ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ëèíåéíûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà

(ξ1, η1) 6 (ξ2, η2)⇔ (ξ1 < ξ2) èëè (ξ1 = ξ2, η1 6 η2) (4)

îáðàçóåò ëèíåéíî-óïîðÿäî÷åííóþ, àáåëåâó ãðóïïó.

Ñëîæåíèå (3) ïîðîæäàåò îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íà öåëûå ÷èñëà
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n(ξ, η) = (nξ, nη) (5)

Â ñâÿçè ñ ýòèì R2 ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíî-óïîðÿäî÷åííîå ëèíåéíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z.

Êàê îáû÷íî, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ O = (0, 0); −(ξ, η) = (−ξ, − η); t1− t2 =
t1 + (−t2).

Çäåñü è â (3)�(5) ξ, ξi, η, ηi ∈ R; n ∈ Z; ti ∈ R2.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ m, n ∈ Z è t, ti ∈ R2 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëÿþùèå

ñâîéñòâà ëèíåéíî-óïîðÿäî÷åííîãî ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

t1 + t2 = t2 + t1; t1 + (t2 + t3) = (t1 + t2) + t3;
t+ O = t; t− t = O;
(mn)t = m(nt); 1 ∗ t = t;
m(t1 + t2) = mt1 +mt2; (m+ n)t = mt+ nt
èëèt1 = t2, èëè t1 < t2, èëè t2 < t1;
t1 6 t2, t2 6 t3 ⇒ t1 6 t3;
t1 6 t2, t2 6 t1 ⇒ t1 = t2;
t1 < t2 ⇔ t2 − t1 > 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

Ot = O, (−m)t = −mt;
t > O⇔ −t < O;
t1 < t2, t3 6 t4 ⇒ t1 + t3 < t2 + t4;
t1 < t2, ⇔ mt1 < mt2 ïðè m > 0;
t1 < t2, ⇔ nt2 < mt1 ïðè n < 0.

2.1.2. Ìíîæåñòâî T = R × Z ñ èíäóöèðóåìûìè íà íåì èç R2 îïåðàöèÿìè âåêòîðíîãî
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà öåëûå ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðî-
ñòðàíñòâà R2.

Äàëåå äëÿ ïðîåêöèé âåêòîðà t ∈ T áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå
ðàâåíñòâîì t = (Re t, In t).

Î÷åâèäíî, ÷òî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé èñïîëüçîâàíèå çàïèñè ξ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ýëåìåíòîâ âèäà (ξ, 0) ∈ T . Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

t = Re t+ In t · θ,

ãäå ñèìâîë θ ðåçåðâèðóåòñÿ çà ýëåìåíòîì θ = (0, 1) ∈ T . Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî íå âûçûâàåò
íåäîðàçóìåíèé èñïîëüçîâàíèå åäèíîãî ñèìâîëà 0 äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ 0 ∈
R è O ∈ T .

Ìíîæåñòâî T áóäåì íàçûâàòü öåïüþ ìîäåëüíîãî âðåìåíè èëè T -âðåìåíåì, à åãî ýëå-
ìåíòû � ìîìåíòàìè (âðåìåíè) èëè T -ìîìåíòàìè. Â [9] àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà
íàçâàíà ñèíãóëÿðíûì âðåìåíåì.

Äëÿ êîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ T -âðåìåíè (T -èíòåðâàëîâ) áóäåì èñïîëüçîâàòü îáû÷íûå îáî-
çíà÷åíèÿ:

[α; β] = {t|α 6 t 6 β}, [α; β] = {t|α 6 t < β},
]α; β] = {t|α < t 6 β}, ]α; β[= {t|α < t < β}.

Î÷åâèäíî, ÷òî
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[α; β] = 0 ïðè α < β;

[α; β[=]α; β] =]α; β[= 0 ïðè α > β;

[α; β[= [α; β − θ], ]α; β] = [α + θ; β], ]α; β[= [α + θ; β − θ].

Ñå÷åíèÿ è ñêëåèâàíèÿ èíòåðâàëîâ çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

[α; γ] = [α; β[∪[β; γ] ïðè α < β 6 γ,

[α; γ] = [α; β[∪]β; γ] ïðè α 6 β < γ.

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà T ∈ T è t ∈ T ÷åðåç T + t áóäåì îáîçíà÷àòü ñäâèã T íà t, òî
åñòü T + t = {s|s− t ∈ T}.

Ïðè t > 0 áóäåì ãîâîðèòü î ñäâèãå ìíîæåñòâà T âïðàâî, à ïðè t < 0 � âëåâî. Î÷åâèäíî,
÷òî [α; β] + t = [α + t; β + t].

2.1.3. Äëÿ äàëüíåéøåãî öåëåñîîáðàçíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü öåïü T = T ∪{∞} ìîäåëü-
íîãî âðåìåíè, ãäå áåñêîíå÷íûé ìîìåíò ∞ åñòü åäèíèöà ðåøåòêè T , òî åñòü ∞ = sup T .
Ìîæíî ïîëîæèòü ∞ = (+∞, 0) è (â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé äîãîâîðåííîñòüþ) íå ðàç-

ëè÷àòü ∞ ∈ T è +∞ ∈ R
+
. Ýëåìåíò ∞ îáëàäàåò äëÿ ëþáûõ t ∈ T è m ∈ Z ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

t+∞ =∞+ t =∞;

m∞ =∞m =∞ ïðè m > 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî T íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.
Äëÿ α ∈ T ïîëàãàåì

[α;∞[= {t|α 6 t <∞}, [α;∞] = {t|α 6 t 6∞}.

Òàêèå èíòåðâàëû áóäåì íàçûâàòü áåñêîíå÷íûìè (ñïðàâà).
Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå èíòåðâàëû öåïè T .

Òîëüêî òàêèå èíòåðâàëû áóäóò âðåìåííûìè, T -èíòåðâàëàìè. Èíòåðâàëû âèäà

]−∞;α[= {t|t < α}, ]−∞;α] = {t|t 6 α}

êàê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé T -âðåìåíè íå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ. Ýòî íå ìåøàåò
çàïèñàòü:

T =]−∞; +∞[, T =]−∞; +∞[.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èìèòàöèè ìîìåíò t = ∞ è áåñêîíå÷íûå ïðèðàùåíèÿ ìîäåëüíîãî
âðåìåíè M t =∞ ðåàëèçóþòñÿ áîëüøèì (íî åùå ïðåäñòàâèìûì â ïàìÿòè ìàøèíû) ÷èñëîì,
ïðè÷åì âûõîä èìèòàöèîííîé ïðîãðàììû íà t =∞ âëå÷åò îêîí÷àíèå èìèòàöèè.

Äàëåå çàïèñü tk → ∞ èñïîëüçóåòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk ∈ T íå
îãðàíè÷åíà.

2.1.4. Ìíîæåñòâî T ⊆ T áóäåì íàçûâàòü ôèíèòíûì íà èíòåðâàëå I ⊆ T , åñëè íà
êàæäîì êîíå÷íîì ïîäûíòåðâàëå J ⊆ T èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
T ∩ J < +∞.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ôèíèòíî íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî êîíå÷íî.
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2.2. Õàðàêòåðèñòèêà ìîäåëüíîãî âðåìåíè.
2.2.1. Ââåäåííàÿ ñòðóêòóðà ìîäåëüíîãî T -âðåìåíè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
Âðåìÿ àêòóàëüíî çàäàíî (íüþòîíîâî). Êàæäîå ñîáûòèå â ìîäåëè èìèòàöèè ïðèâÿ-

çûâàåòñÿ ê îïðåäåëåííîìó T -ìîìåíòó. Ñîáûòèÿ â ìîäåëè, íàçíà÷åííûå íà îäèí è òîò æå
T -ìîìåíò, ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ îäíîâðåìåííû. Ïîýòîìó â ìîäåëÿõ èìèòàöèè äëÿ
áîëüøèíñòâà ñèñòåì àâòîìàòèçàöèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé íà êàæ-
äûé T -ìîìåíò ïðèõîäèòñÿ íå áîëåå îäíîãî ñîáûòèÿ. Â ÄÈÑ-ìîäåëÿõ [5] T -âðåìÿ îáåñïå-
÷èâàåò ñèíõðîíèçàöèþ ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ.

Âðåìÿ âñþäó äèñêðåòíî, òî åñòü äëÿ ëþáîãî T -ìîìåíòà t ñóùåñòâóþò ïîêðûâàþùèé
åãî ýëåìåíò (ìîìåíò t + θ, ïîñëåäóþùèé çà t) è ýëåìåíò, êîòîðûé t ïîêðûâàåò (ìîìåíò
t− θ, ïðåäøåñòâóþùèé t).

Âðåìÿ âñþäó îäíîðîäíî â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáûõ T ⊆ T , σ ∈ T îòîáðàæåíèå
T → T + σ, t → t + σ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Îäíîðîäíîñòü âðåìåíè îáåñïå÷èâàåò
âîçìîæíîñòü èìèòàöèè êîãåðåíòíûõ ïðîöåññîâ. Â [9], êðîìå äàííîé ñòðóêòóðû ìîäåëüíîãî
âðåìåíè, ðàññìîòðåíà òàêæå èíàÿ, íå îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì îäíîðîäíîñòè.

Âðåìÿ íåàðõèìåäîâî, òàê êàê, íàïðèìåð,mθ < 1 äëÿ ëþáûõm ∈ Z; òî åñòü θ ÿâëÿåòñÿ
ñëàáîé åäèíèöåé [19]. Ãåíåðàòîð âèäà t → t + θ íå ïîðîæäàåò âñþ âðåìåííóþ öåïü T è
ïîýòîìó íå ìîæåò ñëóæèòü öåëÿì èçìåðåíèÿ âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ (òî åñòü íå ÿâëÿåòñÿ
÷àñàìè).

2.2.2. Âîîáùå ãîâîðÿ, íè÷åãî íå ìåøàåò ðàññìàòðèâàòü áîëåå òîíêèå ñòðóêòóðû ìî-
äåëüíîãî âðåìåíè, îáåñïå÷èâàþùèå áîëüøèå îïèñàòåëüíûå âîçìîæíîñòè ñèíõðîíèçàöèè
ïàðàëëåëüíûõ êîãåðåíòíûõ ïðîöåññîâ.

Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå öåïè ìîäåëüíîãî âðåìåíè ìîæíî âçÿòü ïðîñòðàíñòâî R2 èëè äàæå
ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé t = (ξ1, ξ2, . . . ), ξi ∈ R ñ îïåðàöèÿìè

(ξi) + (ηi) = (ξi + ηi), (ξi)(ηi) = (
i∑

j=1

ξjξi−j)

è îòîæäåñòâëåíèåì ξ = (ξ, 0, 0, . . . ).
Â äàííîé ðàáîòå ýòè âàðèàíòû íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
3. Âðåìåííûå îáúåêòû è ñèñòåìíûå äèíàìèêè. Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ñòàí-

äàðòíûå òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ êàòåãîðèé (ñì., íàïðèìåð, [8, 20]). Â ÷àñòíîñòè,
K(A,B) � ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ èç îáúåêòà A â îáúåêò B êàòåãîðèè K, idA � åäèíè÷íûé
ìîðôèçì â K(A,A), ObK � êëàññ K-îáúåêòîâ, Set � êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ ñ ìîðôèçìàìè-
îòîáðàæåíèÿìè. Ðÿä îïðåäåëåíèé è ðåçóëüòàòîâ â äàííîì ðàçäåëå ôîðìèðóåòñÿ ëèøü äëÿ
êàòåãîðèè Set, õîòÿ áîëüøèíñòâî èç íèõ ïåðåíåñåíî íà ïðîèçâîëüíûå êàòåãîðèè îäíîòèï-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì [21] ñ ìîðôèçìàìè � ãîìîìîðôèçìàìè ñèñòåì.

Ïðè îïèñàíèè âðåìåííûõ îáúåêòîâ è ñèñòåìíûõ äèíàìèê íå îáîéòèñü ïîíÿòèÿìè è
òåðìèíîëîãèåé, ñëîæèâøèìèñÿ â òåîðèè ñèñòåì [8, 21]. Íàïðèìåð, èç-çà íåàðõèìåäîâîñòè
öåïè ìîäåëüíîãî âðåìåíè âìåñòî ìîðôèçìîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñèñòåìíûå äèíàìèêè, ïðè-
øëîñü ðàññìàòðèâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîëóãðóïïû ìîðôèçìîâ.

Äàëåå âìåñòî âðåìåííûõ ôóíêöèé [8] (òî åñòü ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïîäìíîæå-
ñòâàõ ìíîæåñòâà T ) â îñíîâíîì èñïîëüçóþòñÿ êîíñòðóêöèè, àíàëîãè÷íûå ñ÷åòíûì ñòåïå-
íÿì îáúåêòîâ [20]. Òàêîé ïîäõîä åñòåñòâåíåí ïðè ðàññìîòðåíèè ñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì.

Òàê êàê â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîñü ìîäåëüíîãî
âðåìåíè, òî äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïîëîæåíî:
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Ðèñ. 1.

Ðèñ. 2.

T = T+, T = T
+
.

3.1. Ñòåïåíè îáúåêòîâ êàòåãîðèé.
3.1.1 Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáúåêò A êàòåãîðèè K ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì ñ

áåñêîíå÷íîé ñòåïåíüþ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) äëÿ êàæäîãî t ∈ T , t 6= 0 îïðåäåëåíûK -îáúåêò At, íàçûâàåìûé t-é ñòåïåíüþ îáúåêòà

A, è ñåìåéñòâî òàêèõ A-ìîðôèçìîâ,

{πts : At → A|0 6 s < t},

÷òî äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà K-ìîðôèçìîâ {fs : B → A|s < t} ñ îáùåé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
B ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé K-ìîðôèçì f : B → A+, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíû âñå
äèàãðàììû (ðèñ. 1);

2) îïðåäåëåíà àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèé (ñî÷ëåíåíèÿ) ñòåïåíåé: As·At = As+t

äëÿ âñåõ 0 < s <∞, 0 < t 6∞, ïðè÷åì êîììóòàòèâíû âñå äèàãðàììû (ðèñ. 2).
Ïîñëåäíèå äèàãðàììû ñîãëàñóþò ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ πts ñ ïîðÿäêîì çàïèñè ñîìíî-

æèòåëåé â ïðîèçâåäåíèè ñòåïåíåé îáúåêòîâ, à òàêæå, î÷åâèäíî, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò
ìîðôèçìû πts ïî ìîðôèçìàì π∞s . Äàëåå âåðõíèé èíäåêñ â îáîçíà÷åíèÿõ ìîðôèçìîâ πts
áóäåò îïóñêàòüñÿ, òàê êàê èõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âñåãäà áóäåò ÿñíà èç êîíòåêñòà.

Ñòåïåíü At ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì àíàëîãîì ïîíÿòèÿ ñ÷åòíîé ñòåïåíè A (â îáîçíà÷å-
íèÿõ [20]). Êàæäûé îáúåêò At, åñëè îí ñóùåñòâóåò, îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð-
ôèçìà, â ÷àñòíîñòè,

Aθ ' A.

Ïðèìåð. Â Set èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå A∞ = {(as)s∈T |as ∈ A äëÿ âñåõ s ∈ T} ñ
ïîêîîðäèíàòíûìè îïåðàöèÿìè, èíäóöèðóåìûìè èç A. Ìîðôèçì πt ÿâëÿåòñÿ t-é ïðîåêöèåé,
òî åñòü

πt(as)s∈T = at.

Èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû

A∞ ' A[t;∞[ ïðè ëþáîì t ∈ T
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Ðèñ. 3. Ðèñ. 4.

Ðèñ. 5. Ðèñ. 6.

Ðèñ. 7. Ðèñ. 8.

A2 ' A[0;2[, íî A2 6' A× A ' A2θ.

3.1.2. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò K-îáúåêò äëÿ A∞. Äëÿ 0 < t 6∞ ëåâûì ñóæåíè-
åì äî t îáúåêòà A∞ áóäåì íàçûâàòü åäèíñòâåííûé K-ìîðôèçì zt : A∞ → At, äëÿ êîòîðîãî
êîììóòàòèâíû âñå äèàãðàììû (ðèñ. 3).

Ìîðôèçì zs ïðîäîëæàåòñÿ íà êàæäûé îáúåêò At äëÿ s < t 6 ∞ êàê åäèíñòâåííûé
K-ìîðôèçì zs : At → As, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà (ðèñ. 4).

3.1.3. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò K-îáúåêò A∞. Äëÿ t ∈ T ëåâûì ñäâèãîì íà t
îáúåêòà A∞ áóäåì íàçûâàòü åäèíñòâåííûé K-ìîðôèçì zt : A∞ → A∞, äëÿ êîòîðîãî êîì-
ìóòàòèâíû âñå äèàãðàììû (ðèñ. 5).

Îòìåòèì êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàìì (ðèñ. 6).
Ìîðôèçì zs ïðîäîëæàåòñÿ íà êàæäûé îáúåêò At äëÿ 0 6 s < t êàê åäèíñòâåííûé

K-ìîðôèçì zs : At → At−s, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà (ðèñ. 7).
Ëåììà. z0 = idA∞ ; zs0zt = zs+t äëÿ âñåõ s, t ∈ T.
3.1.4. Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ìîðôèçìîâ ñóæåíèé, ëåâûõ ñäâèãîâ è óìíîæåíèé ñòå-

ïåíåé ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì àíàëîãèÿì ìåæäó ìîðôèçìàìè â îáùèõ êàòåãîðèÿõ è ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè âðåìåííûõ ôóíêöèé:

ztA
∞ ↔ ñóæåíèå ôóíêöèé c[0;∞ íà ∞[;

ztA
∞ ↔ ñóæåíèå ôóíêöèé ∞ íà [0; t[;

ztA∞ · ztA∞ ↔ ñî÷ëåíåíèå äâóõ ôóíêöèé ñ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ t.

3.1.5. Ëåììà. Ïóñòü ñóùåñòâóþò K-îáúåêòû A∞ è B∞.
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Äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà F : B → A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì F∞ : B∞ → A∞,
äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíû âñå äèàãðàììû (ðèñ. 8).

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 3.1.1, åñëè âûáðàòü ft = F ·πt :
B∞ → A.

3.2. Ïîòîêè. Â äàííîì ïîäðàçäåëå áåç îãîâîðîê ðàññìàòðèâàåòñÿ êàòåãîðèÿ Set.
3.2.1. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî, |A| > 2, è âûäåëåí ýëåìåíò OA ∈ A. Ýëå-

ìåíò x ∈ A∞ áóäåì íàçûâàòü ôèíèòíûì (A,OA)-ïîòîêîì, åñëè ìíîæåñòâî {t|πtx 6= OA}
ôèíèòíî íà T .

Êàæäóþ ïàðó (πtx, t), òàêóþ, ÷òî t ∈ T è πtx 6= OA, áóäåì íàçûâàòü ñîáûòèåì â ïîòîêå
x â ìîìåíò t.

Íå èñêëþ÷àåòñÿ, ÷òî ïîòîê x ìîæåò áûòü íåîðäèíàðíûì ïîòîêîì ñîáûòèé â âåùåñòâåí-
íîì âðåìåíè: äâà åãî ñîáûòèÿ ìîãóò îòíîñèòüñÿ ê ìîìåíòàì s 6= t, òàêèì, ÷òî Res = Ret.

3.2.2. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A è B � ìíîæåñòâà, à x è y � ôèíèòíûå (A,OA)- è (B,OB)-
ïîòîêè ñîîòâåòñòâåííî. Âíåøíèì îáúåäèíåíèåì ïîòîêîâ x è y áóäåì íàçûâàòü ôèíèòíûé
(A×B, (OA, OB))-ïîòîê x ∗ y, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâàìè

πt(x ∗ y) = (πtx, πty), t ∈ T.

Îòìåòèì, ÷òî ñîáûòèÿ â ïîòîêå x ∗ y ìîãóò èìåòü âèä ((a, OB), t) è ((OA, b), t), ãäå
a 6= OA è b 6= OB.

3.2.3. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü x è y � ôèíèòíûå (2, 0)-ïîòîêè, ãäå 2 = {0; 1} (áóëåâû ïîòî-
êè). Ñëèÿíèåì ïîòîêîâ x è y áóäåì íàçûâàòü ôèíèòíûé (2, 0)-ïîòîê x ∧ y, îïðåäåëÿåìûé
äëÿ t ∈ T ðàâåíñòâàìè

πt(x ∧ y) =

{
1, åñëè πtx = πtx = 1;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

3.2.4. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A è B � ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèèå dF : A∞ → B∞ áóäåì íà-
çûâàòü ìîðôèçìîì F -äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, à (B, OB)-ïîòîê y = dFx F -äèôôåðåíöèàëîì
ýëåìåíòà x ∈ A∞ (ôóíêöèè x : T → A), åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) ñþðúåêöèÿ F : A×A→ B òàêîâà, ÷òî F−1({OB}) = ∆A, ãäå ∆A ⊆ A×A � äèàãîíàëü;
2) ìîðôèçì dF îïðåäåëåí ðàâåíñòâàìè πt ◦ dFx = F (πtx, πt+1x) äëÿ âñåõ x ∈ A∞ è

t ∈ T .
Åñëè x : T → A � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ âðåìåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì

÷èñëîì ñêà÷êîâ è ìîìåíòû ñêà÷êîâ îáðàçóþò ôèíèòíîå ìíîæåñòâî íà T , òî óñëîâèå 1 ãà-
ðàíòèðóåò ôèíèòíîñòü ïîòîêà dFx . Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî F -äèôôåðåíöèàë
îòôèëüòðîâûâàåò ñêà÷êè. Â îáùåì ñëó÷àå F -äèôôåðåíöèàë íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíûì ïîòî-
êîì.

3.2.5. Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæåí ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé äèôôåðåíöèàëà.
Îïðåäåëåíèå. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñþðüåêöèÿ F :

A × A → 2 ñî ñâîéñòâîì F−1({O}) = ∆A, òî åñòü äèôôåðåíöèàë dF îïðåäåëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ýëåìåíòà õ ∈ À∞ áóäåì ïèñàòü dx âìåñòî dFx è
íàçûâàòü ìîðôèçì d èíäèêàòîðîì ñêà÷êîâ.

3.2.6. Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ x ∈ A∞, y ∈ B∞ è ìîðôèçìîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ dF :
A∞ → C è dG : B∞ → C âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

1) dF ◦ zt = zt ◦ dF , t ∈ T ;
2) dF (ztx · zty) = (ztdFx) · (ztdFx), t ∈ T ;
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3) dF×G(x ∗ y) = dFx ∗ dGy, t ∈ T.
3.3. Àâòîíîìíûå äèíàìèêè.
3.3.1. Îïðåäåëåíèå. Àâòîíîìíîé äèíàìèêîé â êàòåãîðèè K áóäåì íàçûâàòü ïàðó (A, δ),

ãäå A � îáúåêò â K, à îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà ìîðôèçìîâ

δ = {δt : A→ A|t ∈ T}

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
1) δs ◦ δt = δs+t äëÿ âñåõ s ∈ T , t ∈ T ;
2) δo = idA.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî δo ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî åäèíèöåé ïîëóãðóïïû δ, êàê ýòî ñëåäóåò

èç óñëîâèÿ 1, íî òàêæå è åäèíè÷íûì ìîðôèçìîì â K(A, A).
Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî èç-çà íåàðõèìåäîâîñòè T -âðåìåíè ìîðôèçì δθ,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî äèíàìèêó (A, δ).
Ïðèìåð. K = Set, A = R, δt1a = a + Re t, δt2a = a + 2 Re t. Çäåñü δt1 6= δt2 ïðè Re t > 0,

õîòÿ δθ1 = δθ2 = 1A.
Òàê êàê δt = δRe t ◦ (δθ)In t, òî êàæäûé ìîðôèçì δt äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ íà ìîð-

ôèçìû, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå â âåùåñòâåííîì âðåìåíè (t = Re t) è ìèêðîâðåìåíè
(t = θ · In t). Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïðîèçâîëüíàÿ àâòîíîìíàÿ äèíàìèêà (A, δ) äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ (ïðåä-
ñòàâëåíèå) (A, δRe, δIn), ãäå

δRe = {δtRe : A→ A|t ∈ R+}, δmIn = {δtRe : A→ A|m ∈ N},

òàê, ÷òî δt = δRe t
Re ◦ δIn tIn äëÿ âñåõ t ∈ T ; δtRe = δt, δmIn = δmθ äëÿ âñåõ t ∈ R+, m ∈ N.

3.3.2. Òåîðåìà. Ïóñòü (A, δ) � àâòîíîìíàÿ äèíàìèêà â êàòåãîðèè K, è ñóùåñòâóåò A∞.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé K-ìîðôèçì σ : A → A∞, òàêîé, ÷òî êîììóòàòèâíû âñå
äèàãðàììû (ðèñ. 9).

Íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé èñïîëüçîâàòü ñèìâîë δ âìåñòî σ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òàêîãî
ìîðôèçìà.

Ïóñòü (A, δ) � àâòîíîìíàÿ äèíàìèêà â Set. Îáðàç x ýëåìåíòà a ∈ A â êîîáëàñòè
A∞ ìîðôèçìà δ áóäåì íàçûâàòü àâòîíîìíîé òðàåêòîðèåé â A. Ìíîæåñòâî àâòîíîìíûõ
òðàåêòîðèé, îïðåäåëÿåìûõ äèíàìèêîé (A, δ) äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé a ∈ A,
èçîìîðôíî ìíîæåñòâó {(δta)t∈T |a ∈ A}, à çíà÷èò, è ìíîæåñòâó âðåìåííûõ ôóíêöèé {xa :
m → A|a ∈ A}, îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè xa(t) = δta äëÿ âñåõ t ∈ T . Êàæäóþ èç ýòèõ
ðåàëèçàöèé òàêæå ìîæíî íàçûâàòü àâòîíîìíîé òðàåêòîðèåé.

3.3.3. Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç DynK êëàññ àâòîíîìíûõ äèíàìèê â êàòåãîðèè K.
Äèíàìîðôèçìîì g : (A, δ) → (B, ε) áóäåì íàçûâàòü êàæäûé ìîðôèçì, èíäóöèðóåìûé
íà DynK òåìè K-ìîðôèçìàìè g : A → B, äëÿ êîòîðûõ êîììóòàòèâíû âñå äèàãðàììû
(ðèñ. 10).
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Òåîðåìà. DynK ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé ñ îáúåêòàìè � àâòîíîìíûìè äèíàìèêàìè â êàòå-
ãîðèè K è ñ ìîðôèçìàìè � äèíàìîðôèçìàìè.

3.3.4. Îïðåäåëåíèå. Àâòîíîìíóþ äèíàìèêó (A, δ) â êàòåãîðèè Set áóäåì íàçûâàòü
êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé è çàïèñûâàòü ÷åòâåðêîé (A, f, G, h), åñëè ôóíêöèÿ h : À → Ò,
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî f = {f t|t ∈ Ò} ìîðôèçìîâ

f t : {à ∈ À|h(a) > t} → À (6)

è ìîðôèçì

G : {à ∈ A|h(a) = 0} → À (7)

óäîâëåòâîðÿþò äëÿ âñåõ à ∈ À è s, t ∈ Ò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) h(a) =∞→ f ta = a;
2) f ◦a = a;
3) s+ t 6 h(a)→ f s · f ta = f s+ta;
4) t 6 h(a)→ h(a) = h(f ta) + t;
5) h(a)0→ h(Ga) > 0, δθa = f θGa;
6) h(a) > 0→ δta äëÿ t < h(a);
7)
∑
n>0

h(an) =∞, ãäå a0 = a, an+1 = G ◦ fh(an)an äëÿ n > 0.

Çàìå÷àíèå 1. Îïðåäåëåíèÿ (6) è (7) ïðåäïîëàãàþò
”
èçìåðèìîñòü“ ôóíêöèè h â êàòå-

ãîðèè K â ñëåäóþùåì ñëàáîì ñìûñëå:

h−1{(0)}, h−1([t;∞]) ∈ ObK äëÿ âñåõ t ∈ T .

Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèå 7 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ðåêóððåíòíîãî îïðå-
äåëåíèÿ δ ïî f è G. Ïî ñóòè äåëà, ýòî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ïîñîáûòèéíîé èìèòàöèè íà
ÝÂÌ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñêîëü óãîäíî äëèííûõ îòðåçêîâ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ àâòîíîì-
íûõ äèíàìèê.

Ïðèìåð. Îïèøåì íà÷àëüíûé îòðåçîê àâòîíîìíîé òðàåêòîðèè, îïðåäåëÿåìîé êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîé äèíàìèêîé (A, f, G, h) ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì à ∈ À, òàêèì, ÷òî h(à0) > 0,
h(a1) = θ è h(à2) > 0, ãäå an îïðåäåëåíû ïî (8). Òîãäà

δta0 = f ta0, h(δta0) = h(a0)− t ïðè 0 6 t 6 h(a0);

δta0 = f θa1, h(δta0) = 0 ïðè t = h(a0) + θ;

δta0 = f t−h(a0)−2θ, h(δta0) = h(a2)− t ïðè θ 6 t− h(a0)− θ 6 h(a2).

3.3.5. Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì (À, δ) × (B, ε) àâòîíîìíûõ äèíàìèê (À, δ)
è (B, ε) â êàòåãîðèè Set áóäåì íàçûâàòü åäèíñòâåííóþ àâòîíîìíóþ äèíàìèêó (À × Â),
(δ × ε), äëÿ êîòîðîé êîììóòàòèâíû âñå äèàãðàììû (ðèñ. 11).

Ëåììà. Åñëè D1 = (A1, f1, G1, h1), D2 = (A2, f2, G2, h2) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå àâ-
òîíîìíûå äèíàìèêè â êàòåãîðèè Set, òî àâòîíîìíàÿ äèíàìèêà D1 × D2 òàêæå êóñî÷íî-
íåïðåðûâíà, ïðè÷åì D1 ×D2 = (A, f,G, h), ãäå A = A1 × A2, ôóíêöèÿ h : À → T îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè
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h(a, b) = min(h1(a), h2(a)) äëÿ a ∈ A, b ∈ B;

à ìîðôèçìû ft è G � îòîáðàæåíèÿìè

f t(a, b) = (f t1a, f
t
2b) äëÿ 0 6 t 6 h(a, b);

G(a,b) =


(a,G2(b)), ïðè h1(a) > 0, h2(b) = 0
(G1(a),b) ïðè h1(a) = 0, h2(b) > 0
(G1(a),G2(b)) ïðè h1(a) = 0, h2(b) = 0

Çàêëþ÷åíèå. Ââåäåííûé â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ôîðìàëèçì ïîçâîëÿåò âëîæèòü èñ-
ñëåäîâàíèå ñèñòåì ñ ñèíãóëÿðíîé äèíàìèêîé â îáùóþ òåîðèþ ñèñòåì [8], [22].

Îñòàíîâèìñÿ êðàòêî íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòíîì ïîäõîäå ê îïðåäåëåíèþ è èññëåäîâàíèþ
ñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ýâîëþöèîíèðóþùèõ â T -âðåìåíè.

Òàêèå ñèñòåìû ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê ñïåöèàëüíûé êëàññ ñåòåé ñèíõðîííûõ àâòî-
ìàòîâ. Îïèñàíèå îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåò îòíîøåíèå âõîäíûõ è âûõîäíûõ ôóíêöèé.
Íåàðõèìåäîâîñòü âðåìåíè èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü ïðè ýòîì î ðåêóððåíòíîé
ýâîëþöèè ñèñòåìû ñ øàãîì θ. Ïîäîáíàÿ ýâîëþöèÿ ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì øàãîâ íå îáåñ-
ïå÷èâàåò ïîòåíöèàëüíóþ íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû íà èíòåðâàëàõ íåíóëåâîé âåùåñòâåííîé
ïðîòÿæåííîñòè õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî â T íåò ìîìåíòà, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåãî çà ìî-
ìåíòàìè t + nθ, ãäå çíà÷åíèå t ∈ T ôèêñèðîâàíî, à n ∈ Z (öåïü ìîäåëüíîãî âðåìåíè T íå
ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî óïîðÿäî÷åííîé).

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòíûé ïîäõîä, ïîòåíöèàëüíî ðåàëèçóþùèé ýâîëþöèþ
ñèñòåìû â T -âðåìåíè, âîçìîæåí ëèøü ïðè èìèòàöèè ñèñòåìû â ôèíèòíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ìîìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, èìèòèðóåìîñòü ïðåäïîëàãàåò ôèíèòíîñòü ïîòîêîâ è
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ òðàåêòîðèé ýâîëþöèè ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü À\{0A} = {2−i|i ∈ N}, 0A = 0. Ïîòîê õ : [0; 1]→
A òàêîé, ÷òî x(t) = a1 = 2−1 ïðè t = ti = 1−2−i−1, ãäå i ∈ N, è x(t) = 0 ïðè äðóãèõ t ∈ [0; 1],
ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíûì ïîòîêîì íà ëþáîì èíòåðâàëå [0;α], 0 < α < 1 è íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì
íà [0; 1]. Ñîáûòèÿ â ïîòîêå õ èìèòèðóþò ïîâåäåíèå íàáëþäàòåëÿ â àïîðèè Çåíîíà

”
Àõèëëåñ

è ÷åðåïàõà“. Çíà÷åíèå ai ñîáûòèÿ (ai, ti) ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó Àõèëëåñîì è ÷åðåïàõîé
â ìîìåíò ti; íà÷àëüíîå ñîáûòèå (a0, t0) = (1; 0); ñêîðîñòè Àõèëëåñà è ÷åðåïàõè ðàâíû,
ñîîòâåòñòâåííî, +2 è +1. Èíòåðâàë ti+1 − ti ìåæäó ñîáûòèÿìè (ài, ti) è (ai+1, ti+1) ðàâåí
âðåìåíè, íåîáõîäèìîìó Àõèëëåñó, ÷òîáû ïðîáåæàòü ðàññòîÿíèå ai. Ïîòîê x íå èìèòèðóåì
íà èíòåðâàëå [0; 1] (Àõèëëåñ íå äîãîíèò ÷åðåïàõó çà êîíå÷íîå âðåìÿ èìèòàöèè). Ïàðàäîêñ
ïîðîæäåí ñâîéñòâàìè ìîäåëè, à íå ñâîéñòâàìè ðåàëüíîãî (ìîäåëèðóåìîãî) äâèæåíèÿ.

Âî âòîðîé ÷àñòè äàííîé ðàáîòû áóäåò ñôîðìóëèðîâàí êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
íàçâàííûõ äèñêðåòíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (ÄÄÑ). Îïðåäåëåíèå ÄÄÑ áóäåò äàíî
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â òåðìèíàõ èõ ñïåöèàëüíîé ñõåìíîé ðåàëèçàöèè. Îïðåäåëåíèå îñíîâûâàåòñÿ íà èçâåñòíûõ
ïîíÿòèÿõ ñåòè [1, 23�27], àâòîìàòîâ [26, 28�29] è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [8, 22]. Áàçîâàÿ
ìîäåëü ÄÄÑ ðåàëèçóåò ôóíêöèè àñèíõðîííûõ àâòîìàòîâ.

ÄÄÑ ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èõ äèíàìèêè èìèòèðóåìû, òî åñòü
èõ ýâîëþöèÿ ìîæåò áûòü âîñïðîèçâåäåíà íà ÝÂÌ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Åñëè â èìèòàöèþ
ýâîëþöèè ñåòåé ÄÄÑ çàëîæèòü ìåõàíèçì ñèíõðîíèçàöèè ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ,
èäåíòè÷íûé ìåõàíèçìó, ïðèíÿòîìó â ÿçûêå ìîäåëèðîâàíèÿ ÄÈÑ [5, 8], òî áóäåò îáåñïå-
÷åíà íåçàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ èìèòàöèè ñåòè îò ïîðÿäêà ïîñëåäîâàòåëüíîé èìèòàöèè
ñîâïàäàþùèõ (â ìîäåëüíîì âðåìåíè) ñîáûòèé.
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