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Îäíîé èç èçâåñòíûõ íåðåøåííûõ ïðîáëåì êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à 56
â ñïèñêå îòêðûòûõ ïðîáëåì âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè The Open Problems Project http:

//cs.smith.edu/~orourke/TOPP/P56.html: Packing Unit Squares in a Simple Polygon, ôîðìó-
ëèðîâêà êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â âûÿñíåíèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è îá óïàêîâêå
åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ âíóòðè ïðîñòîãî ìíîãîóãîëüíèêà (ò. å. ìíîãîóãîëüíèêà áåç äûðîê), êîãäà
íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû îïòèìàëüíîé óïàêîâêè åäèíè÷íûõ êâàäðà-
òîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé.
Â ñòàòüå ðàçðàáîòàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ìåòîäû è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óïà-
êîâêå åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ âíóòðè ðàçëè÷íûõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, îáîáùàþùèå èçâåñòíûå
â ëèòåðàòóðå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à óïàêîâêè, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, åäèíè÷íûé êâàäðàò.
One of known unsolved problems of combinatorial optimization is Problem 56 in the list of

open problems of computational geometry: The Open Problems Project http://cs.smith.edu/

~orourke/TOPP/P56.html: Packing Unit Squares in a Simple Polygon, which formulation consists
in �nding the computational complexity of the problem of packing of unit squares into a simple
polygon.
In this paper the mathematical models, methods and algorithms of solving the problem of packing
unit squares into various simple polygons, generalizing known in the literature are developed.

Key words: packing, mathematical models, unit square.

Ââåäåíèå. Â çàäà÷àõ óïàêîâêè öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàçìåùåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà ìåíü-
øèõ îáúåêòîâ áåç ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðü áîëüøåãî îáúåêòà � êîíòåéíåðà, îïòèìèçèðóÿ ïðè
ýòîì íåêîòîðóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ. Çàäà÷è óïàêîâêè â òàêîé ôîðìóëèðîâêå ÷ðåçâû÷àé-
íî îáùè, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò áîãàòîå ðàçíîîáðàçèå îáúåêòîâ è êîíòåéíåðîâ, äëÿ êîòîðûõ
âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè [1, 2, 3]. Îäíî áîëüøîå ðàçäåëåíèå çàäà÷ óïàêîâêè
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÿâëÿþòñÿ ëè ðàçìåùàåìûå îáúåêòû îäèíàêîâûìè èëè íåò. Â ñëó÷àå
óïàêîâêè îäèíàêîâûõ îáúåêòîâ îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûé âàðèàíò,
êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü óïàêîâêîé 2 × 2 êâàäðàòîâ. Êàê ìíîãî 2 × 2 êâàäðàòîâ, îðè-
åíòèðîâàííûõ ñâîèìè ñòîðîíàìè ïàðàëëåëüíî îñÿì êîîðäèíàò, ìîæíî ðàçìåñòèòü âíóòðè
ìíîãîóãîëüíèêàM ñ n ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò è öåëî÷èñëåííûìè âåð-
øèíàìè, òàê ÷òîáû êàæäûé 2 × 2 êâàäðàò çàíèìàë ðîâíî 4 åäèíè÷íûõ êâàäðàòà âíóòðè
ìíîãîóãîëüíèêà M , ò. å. èìåë òàêæå öåëî÷èñëåííûå âåðøèíû? Îñíîâíîé îáúåêò èññëåäî-
âàíèÿ â äàííîé ñòàòüå � îòêðûòàÿ ïðîáëåìà 56 â ñïèñêå îòêðûòûõ ïðîáëåì The Open
Problems Project http://cs.smith.edu/~orourke/TOPP/ Packing Unit Squares in a Simple
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Polygon (Óïàêîâêà åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ â ïðîñòîì ìíîãîóãîëüíèêå). Ìíîãîóãîëüíèê áó-
äåì íàçûâàòü öåëî÷èñëåííûì, åñëè âñå åãî âåðøèíû èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû,
à ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Êàê ïðàâèëî, öåëî÷èñëåííûé ìíîãîóãîëüíèê íå
áóäåò âûïóêëûì. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à îá óïàêîâêå êâàäðàòîâ 2 × 2 â öåëî÷èñëåííîì
ìíîãîóãîëüíèêå M ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé [4, 5]. Ïîýòîìó èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàòåëåé ïðåä-
ñòàâëÿåò çàäà÷à îá óïàêîâêå êâàäðàòîâ 2 × 2 â öåëî÷èñëåííîì ïðîñòîì ìíîãîóãîëüíèêå
M . ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ïðîáëåìà NP -ïîëíîé èëè îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó çàäà÷ P (êëàñ-
ñó çàäà÷, ðåøàåìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ), äî ñåãîäíÿøíåãî äíÿ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé
ïðîáëåìîé. Äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà çàäà÷ èçâåñòåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì [6].

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.
Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé Ìèíêîâñêîãî (àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé) äâóõ ìíîæåñòâ T1, T2

íà ïëîñêîñòè R2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, îáîçíà÷àåìîå T1⊕T2 è îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå:

T1 ⊕ T2 = {z ∈ R2|z = x+ y, x ∈ T1, y ∈ T2}.

Îïðåäåëåíèå. Ðàçíîñòüþ Ìèíêîâñêîãî (àëãåáðàè÷åñêîé ðàçíîñòüþ) äâóõ ìíîæåñòâ
T1, T2 íà ïëîñêîñòè R2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, îáîçíà÷àåìîå T1 	 T2 è îïðåäåëÿåìîå ïî
ôîðìóëå:

T1 	 T2 = {z ∈ R2|T2 + z ⊆ T1}.

Îäíî èç ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ýòè äâå îïåðàöèè, òàêîâî:

T1 	 T2 ⊕ T2 ⊆ T1.

Tðàíñëÿò ëþáîãî ìíîæåñòâà S íà âåêòîð t áóäåì îáîçíà÷àòü S + t.
Áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíè÷íûé êâàäðàò, ò. å. êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1 ÷åðåç K1:

K1 = {x = (x1, x2) ∈ R2|0 6 x1, x2 6 1}.

Ïðè ýòîì ëþáîé òðàíñëÿò åäèíè÷íîãî êâàäðàòà òàêæå áóäåì íàçûâàòü åäèíè÷íûì
êâàäðàòîì.

Îñíîâíîé ìåòðèêîé áóäåò ìåòðèêà L2
∞, ïîðîæäàåìàÿ íîðìîé

||(x1, x2)||∞ = max(|x1|, |x2|).

Ðàññòîÿíèå ìåæäó åäèíè÷íûìè êâàäðàòàìè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó èõ
ëåâûìè íèæíèìè âåðøèíàìè.

1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Äîêàæåì, ÷òî çàäà÷à îá óïàêîâêå êâàäðàòîâ 2 × 2 â öå-
ëî÷èñëåííîì ìíîãîóãîëüíèêå M ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ðàçìåùåíèè â ìíîãîóãîëüíèêå
M 	K1 åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ, òàê ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åäèíè÷íûìè
êâàäðàòàìè â ìåòðèêå L∞ áûëî áîëüøå èëè ðàâíî 2. Ñôîðìóëèðóåì ýòî ïðåäëîæåíèå â
âèäå ëåììû.

Ëåììà 1. Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé óïàêîâêå êâàäðàòîâ 2×2 â ìíîãîóãîëüíèêåM ýêâè-
âàëåíòíà çàäà÷å îá îïòèìàëüíîì ðàçìåùåíèè â ìíîãîóãîëüíèêå M 	K1 åäèíè÷íûõ êâàä-
ðàòîâ, òàê ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åäèíè÷íûìè êâàäðàòàìè â ìåòðèêå
L∞ áûëî áîëüøå èëè ðàâíî 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êàæäîé óêëàäêå 2 × 2 êâàäðàòîâ ñîïîñòàâèì
ðàçìåùåíèå åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ ïî ïðàâèëó: â êàæäîì 2 × 2 êâàäðàòå âûáåðåì ëåâûé
íèæíèé åäèíè÷íûé êâàäðàò. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê M 	 K1 ñ òî÷íîñòüþ äî
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ëåâûõ íèæíèõ åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ ó
2×2 êâàäðàòîâ, êîòîðûå ðàçìåùàþòñÿ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêàM . Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé
óêëàäêå 2×2 êâàäðàòîâ â ìíîãîëüíèêåM ñîîòâåòñòâóåò ðàçìåùåíèå åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ
ñ ðàññòîÿíèåì L∞ > 2. Îáðàòíî. Ïóñòü äàíî ðàçìåùåíèå â íåêîòîðîì ìíîãîóãîëüíèêå M ′

åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ ñ ðàññòîÿíèåì L∞ > 2. Ñîïîñòàâèì ýòîìó ðàçìåùåíèþ óêëàäêó
2 × 2 êâàäðàòîâ ïî ïðàâèëó: êàæäîìó åäèíè÷íîìó êâàäðàòó ðàçìåùåíèÿ ñîïîñòàâèì 2 ×
2 êâàäðàò, òàê ÷òîáû åäèíè÷íûé êâàäðàò áûë ëåâûì íèæíèì ó ýòîãî 2 × 2 êâàäðàòà.
Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî òàê ïîëó÷åííûå 2× 2 êâàäðàòû íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðè ýòîì îíè âñå
íàõîäÿòñÿ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà M ′ ⊕ K1. Ïîñêîëüêó ìû âûáèðàåì M ′ = M 	 K1, òî
ëåììà äîêàçàíà, ïîñêîëüêó M ⊃M 	K1 ⊕K1.

Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó: ïîêðûòü êàê ìîæíî ìåíüøèì ÷èñëîì 2×2 êâàäðàòîâ
ìíîãîóãîëüíèêM ′ = M	K1. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî N . Çíà÷åíèå æå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé
óïàêîâêå 2× 2 êâàäðàòîâ â ìíîãîóãîëüíèê M îáîçíà÷èì N . Ñïðàâåäëèâà ëåììà.

Ëåììà 2. Çíà÷åíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé óïàêîâêå êâàäðàòîâ 2 × 2 â ìíî-
ãîóãîëüíèê M è äâîéñòâåííîé çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè êâàäðàòàìè 2× 2 ìíîãî-
óãîëüíèêà M ′ = M 	K1 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

N > N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíî ïîêðûòèå êâàäðàòàìè 2 × 2 ìíîãîóãîëüíèêà M ′ =
M 	 K1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âíóòðè 2 × 2 êâàäðàòà íåëüçÿ ðàçìåñòèòü áîëåå îäíîãî åäè-
íè÷íîãî êâàäðàòà â ñèëó ëåììû 1. È â ñèëó æå ëåììû 1 â ìíîãîóãîëüíèêå M ′ = M 	K1

íåëüçÿ ðàçìåñòèòü áîëåå N åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ, îòñòîÿùèìè äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿ-
íèè áîëüøå èëè ðàâíûì 2. Ëåììà äîêàçàíà.

Ýòà ëåììà ïîëåçíà äëÿ ñèòóàöèè, êîãäà N = N . Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîå îïòèìàëüíîå
ïîêðûòèå êâàäðàòàìè 2 × 2 ìíîãîóãîëüíèêà M ′ = M 	 K1 áóäåò äîêàçàòåëüñòâîì îïòè-
ìàëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåùåíèÿ â ýòîì ìíîãîóãîëüíèêå åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ
è â ñèëó ëåììû 1 äîêàçàòåëüñòâîì îïòèìàëüíîñòè óêëàäêè â ìíîãîóãîëüíèêå M 2 × 2
êâàäðàòîâ.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó Øòåéíãàóçà èç [7]. Â êðóã ðàäèóñà 5 óïàêî-
âàòü êàê ìîæíî áîëüøå åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ. Ìû àïïðîêñèìèðóåì ýòó çàäà÷ó çàäà÷åé
óïàêîâêè 2× 2 êâàäðàòîâ â ìíîãîóãîëüíèêå íà ðèñ. 1.

Äîñòàòî÷íî ïðîñòî íàêðûòü ìíîãîóãîëüíèê M 	 K1 67 êâàäðàòàìè 2 × 2. Îäèí èç
ñïîñîáîâ ïîêàçàí íà ðèñ. 2.

Ïîñêîëüêó ìíîãîóãîëüíèêà M 	K1 ïîêðûò 67 êâàäðàòàìè 2× 2, òî â ìíîãîóãîëüíèêå
M	K1 ìîæíî ðàçìåñòèòü íå áîëåå 67 åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ. Íà ñàìîì äåëå â ìíîãîóãîëü-
íèêå M 	K1 ìîæíî ðàçìåñòèòü 67 åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ.

Ýòîìó ðàçìåùåíèþ ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíàÿ óïàêîâêà 67 êâàäðàòîâ 2×2 â èñõîäíîì
ìíîãîóãîëüíèêå M , êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà íà ñëåäóþùåì ðèñ. 3.

Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ìû ñ ïîìîùüþ ïîêðûòèÿ íà ðèñóíêå ïîëó÷èëè äîêàçàòåëüñòâî,
÷òî äàííàÿ óêëàäêà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé. Â [7] òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà íå áûëî.

Äðóãèå îöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì ðàñêðàøèâàíèÿ åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ ìíîãî-
óãîëüíèêà M â 4 öâåòà, òàê ÷òîáû ëþáîé 2 × 2 êâàäðàò ñîäåðæàë åäèíè÷íûå êâàäðàòû
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Ðèñ. 1. Ìíîãîóãîëüíèê Ì

âñåõ 4-õ öâåòîâ. Ïîñêîëüêó ëþáîé êâàäðàò óïàêîâêè ñîäåðæèò ïî îäíîé êëåòêå êàæäîãî
öâåòà, òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3. Äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå â ìíîãîóãîëüíèêå M 2× 2
êâàäðàòîâ ñïðàâåäëèâà âåðõíÿÿ îöåíêà

N 6 min(N1, N2, N3, N4),

ãäå Ni îáîçíà÷àåò ÷èñëî êëåòîê i-ãî öâåòà â ìíîãîóãîëüíèêå M .
Ðàñêðàñîê â 4 öâåòà, òàêèõ ÷òî ëþáîé 2 × 2 êâàäðàò ñîäåðæèò êëåòêè âñåõ ÷åòûðåõ

öâåòîâ, ñóùåñòâóåò íå òàê ìíîãî, íî ïîäîáíàÿ ðàñêðàñêà âñå-òàêè íå îäíà, è ïîýòîìó âîç-
íèêàåò âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ïîäáîðà òàêîé ðàñêðàñêè, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü
îöåíêó ëåììû 3. Îäíàêî ýòó çàäà÷ó â äàííîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Âîçüìåì
â êà÷åñòâå îñíîâíîé ðàñêðàñêè ðàñêðàñêó, ïðè êîòîðîé ó êëåòêè ñ êîîðäèíàòàìè (i, j) öâåò
c(i, j) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

c(i, j) = 1 + i mod 2 + j mod 2.

Âûäåëèì â ìíîãîóãîëüíèêå êëåòêè, ðàñêðàøåííûå â öâåòà 1, 3 (èëè 2, 4). Òîãäà ëþáîé
êâàäðàò 2 × 2 îäíîé èç ñâîèõ äèàãîíàëåé áóäåò èìåòü ïàðó êëåòîê, ðàñêðàøåííûõ â ýòè
äâà öâåòà.

Ïîñòðîèì ãðàô çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé óêëàäêå â ìíîãîóãîëüíèêå M 2× 2 êâàäðàòîâ.
Âåðøèíàìè ãðàôà áóäóò êëåòêè, ðàñêðàøåííûå â öâåòà 1, 3. Äëÿ ëó÷øåé îöåíêè ÷èñëà
óêëàäûâàåìûõ 2 × 2 êâàäðàòîâ ìîæíî âûáðàòü 2 öâåòà òàê, ÷òîáû â íèõ ïðèñóòñòâîâàë
öâåò, äàþùèé çíà÷åíèå ìèíèìóìà â ëåììå 3. Ðåáðà íàøåãî ãðàôà áóäóò ñîåäèíÿòü òå
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Ðèñ. 2. Ïîêðûòèå ìíîãîóãîëüíèêà M 	K1

âåðøèíû, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàêðûòû 2×2 êâàäðàòîì, ëåæàùèì âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà
M .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè 2 × 2 êâàäðàòû, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà M , íå
ïåðåñåêàþòñÿ, òî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåáðà ïîñòðîåííîãî íàìè ãðàôà.
Åñëè áû ýòî ñîîòâåòñòâèå áûëî òàêîâî, ÷òî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ðåáðà ñîîòâåòñòâîâàëè áû
íåïåðåñåêàþùèìñÿ êâàäðàòàì, òî ñðàçó æå ìîæíî áûëî áû ðàññ÷èòûâàòü íà ñóùåñòâîâà-
íèå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé óïàêîâêå â ìíîãî-
óãîëüíèêåM 2×2 êâàäðàòîâ. Äåëî â òîì, ÷òî çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ðåáåð â äâóäîëüíîì ãðàôå ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé çàäà÷åé òåîðèè ãðàôîâ, ñóùåñòâóåò
îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà ïî ýòîé çàäà÷å è ðàçðàáîòàíî ìíîãî ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ
åå ðåøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íàøà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ðåáåð â äâóäîëüíîì ãðàôå, ïðè÷åì ðåáðà, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó êâàäðàòó, íå
ìîãóò áûòü â îäíîì ïàðîñî÷åòàíèè. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîå ðåáðî çàìåòà-
åò äâå êëåòêè, ñòîðîíîé êîòîðûõ îíî ÿâëÿåòñÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü îöåíêó ëåììû 3.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü â ìíîãîóãîëüíèêå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 4, íåîáõîäèìî
óïàêîâàòü êàê ìîæíî áîëüøåå ÷èñëî 2× 2 êâàäðàòîâ. Ðàñêðàñèì ýòîò ìíîãîóãîëüíèê êàê
íà ðèñ. 5.

Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî áîëüøå 7 êâàäðàòîâ 2 × 2 óïàêîâàòü â ìíîãîóãîëüíèê
M íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà M òîëüêî 7 êëåòîê öâåòà 3. Ïî äâóì
öâåòàì 1, 3 ïîñòðîèì ãðàô çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé óêëàäêå â ìíîãîóãîëüíèêå M 2 × 2
êâàäðàòîâ. Ïîñëå ïîâîðîòà íà 45 ãðàäóñîâ îí áóäåò âûãëÿäåòü êàê íà ðèñ. 6:
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Ðèñ. 3. Îïòèìàëüíàÿ óêëàäêà â ìíîãîóãîëüíèêå Ì êâàäðàòîâ 2× 2

Ðèñ. 4. Ìíîãîóãîëüíèê M ′

Ðàçäåëèì ðåáðà íà âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå. Ãðàíè÷íûå ðåáðà çàìåòàþò îäèí êâàäðàò,
âíóòðåííèå ðåáðà çàìåòàþò äâà êâàäðàòà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âíóòðåííåå ðåáðî â ïàðîñî-
÷åòàíèè ìîæåò áûòü òîëüêî îäíî, åñëè ó íàñ â ïàðîñî÷åòàíèè 7 ðåáåð. Òî åñòü ãðàíè÷íûõ
ðåáåð â èñêîìîì ïàðîñî÷åòàíèè äîëæíî áûòü ðîâíî 6. Íî â íàøåì ãðàôå 12 ãðàíè÷íûõ
ðåáåð, îáðàçóþùèõ ïðîñòîé öèêë. Ïîýòîìó ãðàíè÷íûå ðåáðà â ïàðîñî÷åòàíèè ìîãóò áûòü
ëèáî êàê íà ðèñ. 7, ëèáî êàê íà ðèñ. 8.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îíè çàìåòàþò âñå êâàäðàòû îäíîãî öâåòà, åñëè èõ ðàñêðàñèòü â äâà
öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Ïîýòîìó ïîñêîëüêó âíóòðåííåå ðåáðà çàìåòàåò äâà êâàäðà-
òà ðàçíîãî öâåòà, òî âíóòðåííåãî ðåáðà äëÿ îáîèõ ïàðîñî÷åòàíèé íå íàéäåòñÿ. Ïîýòîìó
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Ðèñ. 5. Ðàñêðàñêà ìíîãîóãîëüíèêà Ì' Ðèñ. 6. Ãðàô çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé óêëàäêå

.................................................................................

.................................................................................
..................................................................................................................................................................

Ðèñ. 7. Ïåðâîå ïàðîñî÷åòàíèå

.................................................................................

.................................................................................
..................................................................................................................................................................

Ðèñ. 8. Âòîðîå ïàðîñî÷åòàíèå

ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå äëÿ íàøåé çàäà÷è ñîäåðæèò íå áîëåå 6 ðåáåð. Òî åñòü â ìíî-
ãîóãîëüíèê íà ðèñ. 4 ïîìåùàåòñÿ íå áîëåå 6 êâàäðàòîâ 2× 2.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîé óïàêîâêå êâàäðàòîâ 2 × 2 â âèäå çàäà÷è öå-
ëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàæäîìó ïîëîæåíèþ êâàäðàòà 2 × 2 ïîñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå öåëî÷èñëåííóþ ïåðåìåííóþ xi,j, ãäå i, j � êîîðäèíàòû ëåâîé íèæíåé
âåðøèíû. Òîãäà êàæäàÿ êëåòêà i, j äîëæíà ïðèíàäëåæàòü òîëüêî îäíîìó êâàäðàòó, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ

xi,j + xi−1,j + xi,j−1 + xi−1,j−1 6 1.

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ íèæíÿÿ êëåòêà i, j êâàäðàòà 2×2 ñîîòâåòñòâóåò êëåòêå èçM	K1, òî
çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áóäåò ôîðìóëèðîâàòüñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ∑

(i,j)∈M	K1

xi,j → max

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
xi,j + xi−1,j + xi,j−1 + xi−1,j−1 6 1,

xi,j ∈ {0, 1}.

Â ýòèõ îãðàíè÷åíèÿõ ìû íå ñëåäèì, ÷òîáû âñå 4 êâàäðàòà 2 × 2 â îãðàíè÷åíèÿõ áû-
ëè âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà M , ïîñêîëüêó êâàäðàòû 2 × 2 âíå ìíîãîóãîëüíèêà M ìîãóò
òîëüêî óñèëèòü îãðàíè÷åíèÿ, íî íèêàê íå ïîâëèÿòü íà öåëåâóþ ôóíêöèþ, è ïîòîìó, ïðè-
íÿâ èõ çíà÷åíèÿ ðàâíûìè íóëþ, ìû ïîëó÷èì çàäà÷ó ñ òåì æå îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì.
Íî ñ òî÷êè çðåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé óïàêîâêå âàæ-
íî â íåðàâåíñòâàõ âûïèñûâàòü òîëüêî òå ïåðåìåííûå, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò êâàäðàòû
2×2, ëåæàùèå âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà M . Òîãäà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ââåñòè ïîíÿòèå
äîìèíèðîâàíèÿ îäíîé êëåòêè ìíîãîóãîëüíèêà M íàä äðóãîé.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî åäèíè÷íàÿ êëåòêà (êâàäðàò)C1 ∈M öåëî÷èñëåííîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà M äîìèíèðóåò íàä êëåòêîé C2 ∈ M (îáîçíà÷åíèå C1 � C2), åñëè ìíîæåñòâî
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Ðèñ. 9. Ìíîãîóãîëüíèê Ì'

ñîäåðæàùèõ åå êâàäðàòîâ 2×2, ëåæàùèõ âíóòðèM , ñîäåðæèò â ñåáå ìíîæåñòâî êâàäðàòîâ
2× 2, ëåæàùèõ âíóòðè M è ñîäåðæàùèõ êëåòêó C2.

Ýòî îïðåäåëåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî åñëè C1 � C2, òî íåðàâåíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå
êëåòêå C2, ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êëåòêå C1, è òàêèì îáðàçîì ñòàíî-
âèòñÿ èçáûòî÷íûì. Â ýòîé ñâÿçè â ìíîãîóãîëüíèêå M ìîæíî âûäåëèòü äîìèíèðóþùèå
êëåòêè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì íåðàâåíñòâà, òåì ñàìûì óìåíüøèòü ðàçìåð çàäà÷è öåëî-
÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé óïàêîâêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûïèøåì çàäà÷ó öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
äëÿ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé óïàêîâêå â ìíîãîóãîëüíèêå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 6, êâàäðàòîâ
2× 2. Íà ñëåäóþùåì ðèñ. 9 ïîêàçàíû äîìèíèðóþùèå êëåòêè.

Çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

max{x1,2 + x1,3 + x2,1 + x2,2 + x2,3 + x2,4 + x3,1 + x3,2 + x3,3 + x3,4 + x3,5+

x4,2 + x4,3 + x4,4 + x4,5 + x4,6 + x5,3 + x5,4 + x5,5 + x5,6 + x6,4 + x6,5}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

x1,1 + x1,2 + x2,1 + x2,2 6 1; x1,2 + x1,3 + x2,2 + x2,3 6 1; x1,3 + x1,4 + x2,3 + x2,4 6 1;

x2,1 + x2,2 + x3,1 + x3,2 6 1; x2,2 + x2,3 + x3,2 + x3,3 6 1;

x2,3 + x2,4 + x3,3 + x3,4 6 1; x2,4 + x2,5 + x3,4 + x3,5 6 1;

x3,1 + x3,2 + x4,1 + x4,2 6 1; x3,2 + x3,3 + x4,2 + x4,3 6 1;

x3,3 + x3,4 + x4,3 + x4,4 6 1; x3,4 + x3,5 + x4,4 + x4,5 6 1; x3,5 + x3,6 + x4,5 + x4,6 6 1;

x4,2 + x4,3 + x5,2 + x5,3 6 1; x4,3 + x4,4 + x5,3 + x5,4 6 1;
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x4,4 + x4,5 + x5,4 + x5,5 6 1; x4,5 + x4,6 + x5,5 + x5,6 6 1;

x5,3 + x5,4 + x6,3 + x6,4 6 1;

x5,4 + x5,5 + x6,4 + x6,5 6 1;

x5,5 + x5,6 + x6,5 + x6,6 6 1;

xi,j ∈ {0, 1}.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîé ïðîãðàììû LPSolve äàåò
ðåøåíèå 6.

Çàêëþ÷åíèå. Â ñòàòüå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàçðàáîòêè è èññëåäîâàíèÿ ìîäåëåé, ìå-
òîäîâ è àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 56 â ñïèñêå îòêðûòûõ ïðîáëåì âû÷èñëèòåëüíîé
ãåîìåòðèè The Open Problems Project http://cs.smith.edu/~orourke/TOPP/P56.html:
Packing Unit Squares in a Simple Polygon.

Ïîëó÷åíî çíà÷èòåëüíîå ïðîäâèæåíèå ê ðåøåíèþ èçâåñòíîé îòêðûòîé ïðîáëåìû
âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè, ðàçðàáîòàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ìåòîäû è àëãîðèòìû
ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ âíóòðè ðàçëè÷íûõ îäíîñâÿçíûõ
îáëàñòåé, îáîáùàþùèå èçâåñòíûå â ëèòåðàòóðå.
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