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Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìîé â âèäå
ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé, íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå. Ïðè
ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèÿ, ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ, Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå
ðåøåíèÿ.

In this paper the algorithm of search of a global minimum of function, representable in the form
of a di�erence of two convex functions, on the closed limited convex set is considered. At algorithm
construction elements multi-criteria optimization are used.

Key words: function, multi-criteria optimization, Pareto-optimal solution.

Ââåäåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ÷èñëîâîé ôóíêöèè
, ïðåäñòàâèìîé â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé è , íà îãðàíè÷åííîì çàìê-
íóòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå èç :

íàéòè

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè è äèôôåðåíöèðóåìû ( � äâàæäû); ôóíêöèÿ
ñòðîãî âûïóêëà, à ôóíêöèÿ âûïóêëà, íî íå ïîñòîÿííà. Ôóíêöèè, êîòîðûå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé, íàçûâàþò â ëèòåðàòóðå ôóíêöèÿìè
(îò àíãëèéñêîãî di�erence of two convex functions ). Îáøèðíûé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî äàí-
íîé òåìàòèêå è îïèñàíèå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ çàäà÷è (1) ìîæíî íàéòè â [1].

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé, ïîýòîìó íàì ïðåäñòî-
èò íàéòè ñðåäè òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå òî÷êó, â êîòîðîé
çíà÷åíèå ôóíêöèè îêàæåòñÿ íàèìåíüøèì. Â ïîìîùü ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû ïðèâëå÷åì
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ èç îáëàñòè ìíîãîêðèòåðèàëüíîé (âåêòîðíîé) ìèíè-
ìèçàöèè [2].

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè è êàê ÷àñòíûå êðèòåðèè, îáðàçóþùèå âåêòîðíûé êðèòåðèé
ìèíèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå . Êàæäîå ðåøåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ

âåêòîðíîé îöåíêîé , è âûáîð êàêîãî-ëèáî ðåøåíèå èç ìíîæåñòâà ñâîäèòñÿ ê âûáîðó
ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè èç ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ îöåíîê
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Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò êðèòåðèàëüíûì. Åñëè îöåíêà äîñòèæèìà
, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
.

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ îïèñàòü ìíîæåñòâî î÷åíü ñëîæíî, à òî è íåâîçìîæíî [2]. Â
ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êðèòåðèàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè ( è �
êîîðäèíàòû òî÷êè ) íà ìíîæåñòâå , ñâÿçü êîòîðîé ñ èñõîäíîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïî ãëîáàëüíîìó ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ìîæíî âîññòàíîâèòü ãëîáàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé
çàäà÷è (1). Õîòÿ ìíîæåñòâî çàäàíî â íåÿâíîì âèäå, èñïîëüçóÿ åãî íåêîòîðûå ñâîéñòâà
è íàãëÿäíîñòü èçîáðàæåíèÿ â äâóõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî íàéòè ñïîñîá ðåøåíèÿ
ïîñòðîåííîé çàäà÷è.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ñòàòüè ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà , ñòðîèòñÿ çàäà÷à
â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå è îïèñûâàåòñÿ ñòðàòåãèÿ ïîèñêà åå ðåøåíèÿ.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), â îñíîâó êîòîðîé
ïîëîæåíà ñòðàòåãèÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

1. Ðåøåíèå çàäà÷è â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (1) â ñëå-
äóþùåì âèäå: ìèíèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ . Î÷åâèäíî, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ïîñëåä-
íåé çàäà÷è îïèñûâàþò ìíîæåñòâî . Òîãäà ñîâìåñòíî ñ çàäà÷åé (1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü
çàäà÷ó:

íàéòè

Ëåììà. Åñëè � ãëîáàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4), òî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé:
ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé è íå
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå , òîãäà ñóùåñòâóåò
òî÷êà , òàêàÿ, ÷òî . Îáîçíà÷èì ÷åðåç òî÷êó , òîãäà

, èëè , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó
äîïóùåíèþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå äàííîé ëåììû äàåò âîçìîæíîñòü ñìîäåëèðîâàòü â êðèòåðèàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì òî÷êè

Îïðåäåëèì òî÷êè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Èç âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ òî÷åê íåîáõîäèìî íàéòè òî÷êó , à îñòàëüíûå èñïîëüçóþòñÿ
òîëüêî äëÿ èëëþñòðàöèè îïèñàíèÿ àëãîðèòìà.

Â âåêòîðíîé ìèíèìèçàöèè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò þãî-çàïàäíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ìíî-
æåñòâà [2], òî åñòü êðèâàÿ ìåæäó òî÷êàìè è . Äëÿ âûïóêëûõ çàäà÷ âåêòîðíîé
ìèíèìèçàöèè, òî åñòü êîãäà ìíîæåñòâî âûïóêëî è ôóíêöèè âûïóêëû, ýòó ÷àñòü
ãðàíèöû íàçûâàþò ìíîæåñòâîì ýôôåêòèâíûõ îöåíîê îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà èëè ìíî-
æåñòâîì Ïàðåòî è îáîçíà÷àþò . Äëÿ íåâûïóêëûõ çàäà÷ íå âñå òî÷êè þãî-çàïàäíîé
÷àñòè ãðàíèöû ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè [2].

Â äàííîé ñòàòüå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñåâåðî-çàïàäíûé ó÷àñòîê ãðàíèöû ìíîæåñòâà
, òî åñòü êðèâàÿ, ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó òî÷êàìè è . Îáîçíà÷èì ýòîò ó÷àñòîê ãðàíèöû

÷åðåç .
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ êðèâîé è ïðÿìîé

, åñëè ñóùåñòâóåò ìàëàÿ -îêðåñòíîñòü òî÷êè ,
â êîòîðîé èëè , èëè .

Â ïåðâîì ñëó÷àå � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå , âî
âòîðîì ñëó÷àå � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè íà êðèâîé .

Ïóñòü � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå è
� ìíîæåñòâî òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è , òàêèõ, ÷òî . Ìíîæå-

ñòâî ìîæåò ñîñòîÿòü èç òî÷êè, îòðåçêà ïðÿìîé èëè, âîçìîæíî, èç òî÷åê è îòðåçêîâ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ìíîæåñòâ êîíå÷íî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íà , òàêèõ, ÷òî ,
êîíå÷íà.

Îïèñàíèå ìíîæåñòâà è àíàëèç êðèâîé . Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî è .

Îòâëå÷åìñÿ íà âðåìÿ îò ìíîæåñòâà è ðàññìîòðèì åãî çåðêàëüíîå îòðàæåíèå îòíî-
ñèòåëüíî îñè àáñöèññ. Ðàññìîòðèì íåâûïóêëóþ äâóõêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè
ñ ÷àñòíûìè êðèòåðèÿìè , ó êîòîðîé ìíîæåñòâî

äîñòèæèìûõ îöåíîê .

Òîãäà þãî-çàïàäíàÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà , êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç , ÿâëÿåòñÿ çåð-
êàëüíûì îòðàæåíèåì êðèâîé îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, íå âñå òî÷êè ìíîæåñòâà
ýôôåêòèâíû. Òî÷êà ýôôåêòèâíà, åñëè íå ñóùåñòâóåò , äëÿ êîòîðîé âû-

ïîëíèëèñü áû íåðàâåíñòâà , ïðè÷åì õîòÿ áû äëÿ îäíîãî � ñòðîãî [2].
Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé, åñ-
ëè ïðÿìîé óãîë ñ âåðøèíîé ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó èç
ìíîæåñòâà , îòëè÷íóþ îò .

Ïðèìåð ó÷àñòêà êðèâîé , ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó òî÷êàìè è , èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.
Çäåñü ýôôåêòèâíûìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè êðèâîé ìåæäó è (âêëþ÷àÿ èõ)

è ìåæäó è (âêëþ÷àÿ òîëüêî ). Ñóäÿ ïî ðèñ. 1, òî÷êà èìååò êîîðäèíàòû
, ãäå � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå .

Â ýôôåêòèâíîé òî÷êå ëþáîå óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ îäíîãî êðèòåðèÿ íåâîçìîæíî áåç
óâåëè÷åíèÿ äðóãîãî, òî åñòü ýôôåêòèâíóþ îöåíêó íåëüçÿ óëó÷øèòü ïî âåêòîðíîìó êðè-
òåðèþ [2].

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê îïèñàíèþ ìíîæåñòâà .
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Ðèñ. 1. Ïðèìåð ó÷àñòêà þãî-çàïàäíîé ãðàíèöû

Ðèñ. 2. Ïðèìåð ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

Ìíîæåñòâó çåðêàëüíî îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ ðàñïîëîæåíî ìíîæåñòâî òî÷åê
èç ìíîæåñòâà , êîòîðîå íàçîâåì ìíîæåñòâîì ïñåâäîýôôåêòèâíûõ îöåíîê îòíîñèòåëüíî

ìíîæåñòâà è îáîçíà÷èì ÷åðåç . Òîãäà, åñëè ïðÿìîé óãîë

ñ âåðøèíîé â òî÷êå íå ñîäåðæèò íè îäíîé òî÷êè èç ìíîæåñòâà ,

îòëè÷íîé îò , òî .
Ïðèìåð ìíîæåñòâà . Ïóñòü ìíîæåñòâî çàäàíî â âèäå øåñòèóãîëüíèêà, íà êî-

òîðîì ôóíêöèÿ èìååò òðè òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà , ïðè÷åì
. Òî÷êà íàéäåíà îäíèì èç ïîäõîäÿùèõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ñ íà÷àëü-

íûì ïðèáëèæåíèåì , ãäå òî÷êà îïðåäåëåíà â (5). Ìíîæåñòâî è ëèíèÿ óðîâíÿ
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.

Ìíîæåñòâî ñ íàõîäÿùèìèñÿ íà åãî ãðàíèöå òî÷êàìè èçîá-
ðàæåíî íà ðèñ. 3. Òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè , îïðåäå-
ëåííîé â (3), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî � òî÷êè êàñàíèÿ êðèâîé (ñîîòâåòñòâåííî,
ìíîæåñòâà ) è ïðÿìûõ
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Ðèñ. 3. Ïðèìåð ìíîæåñòâà

Òî÷êè îïðåäåëåíû â (6). Ôðàãìåíò ãðàíèöû ìíîæåñòâà ìåæäó òî÷êàìè
è åñòü ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ òî÷åê , à ìåæäó òî÷êàìè è � êðèâàÿ .

Â äàííîì ïðèìåðå ìíîæåñòâà âñå òî÷êè êðèâîé , çà èñêëþ÷åíèåì ó÷àñòêà ìåæäó
òî÷êàìè è áåç òî÷êè , ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîýôôåêòèâíûìè.

Ïðîéäåì ïî êðèâîé , îòìå÷àÿ ó÷àñòêè ïñåâäîýôôåêòèâíûõ òî÷åê è òî÷åê, êîòîðûå
íå ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîýôôåêòèâíûìè.

Äëÿ äèàãíîñòèêè ïñåâäîýôôåêòèâíîñòè òî÷êè âîñïîëüçóåìñÿ ïðÿìûì óãëîì . Åñëè
â òî÷êå ìíîæåñòâî ïóñòî, òî . Ïîñêîëüêó äâóõêðèòåðè-
àëüíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñ ÷àñòíûìè êðèòåðèÿìè è íå âûïóêëà, òî ìíîæåñòâî

ìîæåò íå áûòü äóãîîáðàçíî ñâÿçíûì [2]. Ìíîæåñòâî íàçûâàþò äóãîîáðàçíî ñâÿçíûì,
åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü äóãîé, öåëèêîì ëåæàùåé â ýòîì ìíîæåñòâå.
Ïîýòîìó ìíîæåñòâî ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ íå ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì
ôðàãìåíòîâ êðèâîé . Äëÿ ëþáûõ òî÷åê , ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó èëè
ðàçíûì ôðàãìåíòàì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.

1. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê , åñëè ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî êðèâîé òî÷êà
áûëà ïðîéäåíà ðàíüøå, ÷åì ïðîéäåíà òî÷êà .

2. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà è .
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Îïðåäåëåíèÿ.
1. Ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî êðèâîé ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ðàñòåò (óáû-

âàåò) íà êàêîì-ëèáî ó÷àñòêå ýòîé êðèâîé, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê , òàêèõ, ÷òî
. Òàêîå æå îïðåäåëåíèå êàñàåòñÿ è âòîðîé êîìïîíåíòû.

2. Ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî êðèâîé ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ðàñòåò íà êàêîì-ëèáî
ó÷àñòêå ýòîé êðèâîé áûñòðåå (ìåäëåííåå), ÷åì ðàñòåò âòîðàÿ êîìïîíåíòà , åñëè äëÿ
ëþáûõ òî÷åê , òàêèõ, ÷òî è , âåðíî íåðàâåíñòâî

.
3. Ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî êðèâîé íà íåêîòîðîì åå ó÷àñòêå ïåðâàÿ êîìïîíåíòà
ðàñòåò áûñòðåå (ìåäëåííåå), ÷åì óáûâàåò âòîðàÿ êîìïîíåíòà , åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê

, òàêèõ, ÷òî è , âåðíî íåðàâåíñòâî
. Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå âåðíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óáûâàåò, à ðàñòåò.

Ðàññìîòðèì ó÷àñòîê êðèâîé , ëåæàùèé ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ôðàãìåíòàìè ìíî-
æåñòâà .

Ïóñòü íà êðèâîé ñóùåñòâóåò òî÷êà , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè
îäíîé èç òî÷åê ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå .

Åñëè èçâåñòíà òî÷êà è , òî åñòü � òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà íà , òî
äàëüíåéøåå äâèæåíèå ïî êðèâîé ïðåêðàùàåì. Áóäåì ïîêà ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà íàì
èçâåñòíà, õîòÿ íà ïðàêòèêå íàéòè òî÷êó íå ëåã÷å, ÷åì ðåøèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó (1).

Åñëè , òî ñïðàâà îò òî÷êè íàõîäèòñÿ îâðàã, òàê êàê ó òåêóùåé òî÷êè êðèâîé
âòîðàÿ êîìïîíåíòà íà÷èíàåò óáûâàòü. Îáîçíà÷èì ïîâåðõíîñòü îâðàãà ÷åðåç . Ïîñòàâèì
óãîë òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åãî âåðøèíà êàñàëàñü êðèâîé , à ñòîðîíà

ïðîõîäèëà ÷åðåç òî÷êó . Ïîñêîëüêó , òî òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò. Ãðàíèöàìè
îâðàãà áóäåì ñ÷èòàòü òî÷êè è . Èç òîãî, ÷òî è , ñëåäóåò, ÷òî .
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè . Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíûé ìèíèìóì
ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå íóæíî èñêàòü âíå îâðàãîâ, à ñàìè îâðàãè, åñëè âñòðå÷àþòñÿ
íà ïóòè äâèæåíèÿ, íåîáõîäèìî óìåòü ïðåîäîëåâàòü.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé ñïîñîá ïðåîäîëåíèÿ îâðàãà. Çàìåíèì âðåìåííî ôóíêöèþ
íà ôóíêöèþ , îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: . Òîãäà ìíîæå-
ñòâî ðàâíî ìíîæåñòâó

. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå , â êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè íå ïðåâîñõîäèò , áóäóò
ñîäåðæàòüñÿ â ìíîæåñòâå . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè çàìåíå ìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâî
ìû íå âûïóñòèì èç âèäà íè îäíó òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè ñ ìåíüøèìè åå
çíà÷åíèÿìè âåëè÷èíû .

Ïîèñê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè . Ïðîöåäóðó ïîèñêà íà÷èíàåì ñ òî÷êè
èç (6). Èñïîëüçóÿ åå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, íàõîäèì òî÷êó ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå . Äëÿ òîãî, ÷òîáû â äàëüíåéøåì èìåòü âîçìîæíîñòü
ññûëàòüñÿ íà äàííóþ ïðîöåäóðó, íàçîâåì åå ïðîöåäóðîé ñ îáÿçàòåëüíûì óêàçàíèåì
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ .

Äàëåå áóäåì èñêàòü î÷åðåäíóþ òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíî-
æåñòâå , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ . Äëÿ ïîèñêà î÷åðåäíîé òî÷êè
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ïðåäëàãàåòñÿ ñíà÷àëà íàéòè òî÷êó (åñëè òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâó-
åò) ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé èç (7) è êðèâîé , à çàòåì ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû �
òî÷êó . Åñëè òàêîé òî÷êè íå ñóùåñòâóåò, òî íåîáõîäèìî ýòî äîêàçàòü è ïðåêðàòèòü
äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ. Â äàëüíåéøåì î÷åðåäíóþ èñêîìóþ òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìó-
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ìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç , åñëè ïîñëåäíåé íàéäåííîé
òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ .

Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ñâîäèòñÿ ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîöåäóð ïîèñêà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ â êîòîðûõ
âûïîëíåíû óñëîâèÿ . Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, òàêèõ òî÷åê êîíå÷íîå
÷èñëî, òî åñòü ïðîöåññ íå áåñêîíå÷åí.

Çàäàäèì ìàëóþ âåëè÷èíó , îïðåäåëÿþùóþ äîïóñê íà ðàâåíñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
â ðàçíûõ òî÷êàõ: åñëè , òî ñ÷èòàåì ïðè .

Àëãîðèòì . Àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîèñêà òî÷åê , ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå è èìååò äâà âàðèàíòà ïðèìåíåíèÿ â çàâèñèìîñòè
îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ .

Â ïåðâîì âàðèàíòå íàõîäèòñÿ òî÷êà ïðè . Ïðè äâèæåíèè ïî êðèâîé
îò òî÷êè äî òî÷êè ïåðâàÿ êîìïîíåíòà òåêóùåé òî÷êè ðàñòåò, òàê êàê

.

Âî âòîðîì âàðèàíòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà íàõîäèòñÿ òî÷êà , åñëè îíà ñóùå-
ñòâóåò, ïðè , ãäå � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé , îïðåäåëåííîé â (7), è êðèâîé
(ðèñ. 3). Ïðè äâèæåíèè ïî êðèâîé ìåæäó òî÷êàìè è äëÿ òåêóùåé òî÷êè âûïîë-

íÿþòñÿ òå æå òðåáîâàíèÿ, ÷òî äëÿ òî÷êè êðèâîé ìåæäó è . Ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîòû
èçëîæåíèÿ îïèøåì äâèæåíèå òî÷êè ïî êðèâîé òîëüêî ìåæäó òî÷êàìè è .

Ðàññìîòðèì âñå ñèòóàöèè, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü ïðè äâèæåíèè òåêóùåé òî÷êè
ïî êðèâîé èç òî÷êè .

1. Òî÷êà , îïðåäåëåííàÿ â (5), ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè íà
ìíîæåñòâå . Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîìïîíåíòà ðàñòåò, à êîìïîíåíòà óáûâàåò è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò è . Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ïîèñêà î÷åðåäíîé
òî÷êè áóäåì èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì (ðàçäåë 1.2.3).

2. Êîìïîíåíòà ðàñòåò ìåäëåííåå, ÷åì ðàñòåò êîìïîíåíòà . Ïîêà ýòî áóäåò ïðîäîë-
æàòüñÿ, . Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ðàñòåò, à , è íà î÷åðåäíîì ýòàïå
ïîèñêà èñïîëüçóåì àëãîðèòì (ðàçäåë 1.2.2).

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà ïðè äâèæåíèè èç òî÷êè êîìïîíåíòà ðàñòåò áûñò-
ðåå, ÷åì ðàñòåò êîìïîíåíòà . Òàêîå äâèæåíèå âîçìîæíî äî íåêîòîðîé òî÷êè , ïðè
äâèæåíèè ïîñëå êîòîðîé ñêîðîñòü êîìïîíåíò îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ìîæåò èçìåíèòü-
ñÿ. Âñå òî÷êè êðèâîé ìåæäó è ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîýôôåêòèâíûìè. Îáîçíà÷èì ýòîò
ó÷àñòîê êðèâîé ÷åðåç .

3. Òî÷êà , óïîìÿíóòàÿ âûøå, ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè èç (2) òî÷êè ëî-
êàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå . Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå ïî êðèâîé
îò òî÷êè âîçìîæíî ïî ìàðøðóòó, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò îäíîâðåìåííîìó óìåíüøåíèþ
îáåèõ êîìïîíåíò è ðîñòó ôóíêöèè , òî åñòü è . Äëÿ ïîèñêà òî÷êè
ïîäêëþ÷àåì àëãîðèòì .

4. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ êðèâîé êîìïîíåíòà ïðîäîëæàåò ðàñòè, à íà÷èíàåò óáû-
âàòü, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà åñòü îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè òî÷êè ëîêàëüíîãî èëè
ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå . Òîãäà ïðè äâèæåíèè ïîñëå òî÷êè
ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò; , è äëÿ ïîèñêà òî÷êè ïîäêëþ÷àåì àëãîðèòì .
Åñëè � îáðàç ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà, òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ìîæíî ýòî ïîäòâåð-
äèòü è îñòàíîâèòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèé.
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Ðèñ. 4. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àëãîðèòìà

5. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ êðèâîé , êîìïîíåíòà ðàñòåò ìåäëåííåå, ÷åì ðàñòåò êîìïî-
íåíòà , è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò. Òîãäà � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèè íà è . Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ïîèñêà òî÷êè èñïîëüçóåì àëãîðèòì .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äâèãàòüñÿ èç òî÷êè âäîëü êðèâîé , òî åñòü êîãäà îáå êîìïî-
íåíòû òåêóùåé òî÷êè âîçðàñòàþò, à ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì âîçðàñòàåò , òî îáÿçàòåëü-
íî ïîâñòðå÷àåòñÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå . Äðóãèìè
ñëîâàìè, åñëè ïîñòðîèòü ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèè íà ìíî-
æåñòâå , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì: , òî

. Â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ òî÷êà äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íà.

Ïðèâåäåì îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ; îïðåäåëèì òî÷êè
, ãäå êîýôôèöèåíò çàäàåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì, íàïðèìåð, .

Â àëãîðèòìå, ïîøàãîâàÿ ñõåìà êîòîðîãî ïðèâîäèòñÿ íèæå, à åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ � íà ðèñ. 4, ãåíåðèðóþòñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê è : åñëè
èçâåñòíà òî÷êà , òî íàõîäèòñÿ � òî÷êà ïðåñå÷åíèÿ ëó÷åé

è � è âû÷èñëÿåòñÿ òî÷êà (ñì. øàã
1 ñõåìû). Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà ëó÷å , à � íà êðèâîé .

Òåîðåìà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü , ïîñòðîåííàÿ ïî ïðèâåäåííûì âûøå ïðàâèëàì,
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå , òî åñòü ïðè

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî, ÷òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì

ïðèáëèæåíèåì
í

, ñëåäóåò . Çäåñü è äàëåå � íîðìà
åâêëèäîâà. Ïî ïîñòðîåíèþ ïðè íåêîòîðîì , òîãäà
èëè , òî åñòü . Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü . Îíà ñòðîãî óáûâàþùàÿ è îãðàíè÷åíà ñíèçó ÷èñëîì ,
òî åñòü ñõîäèòñÿ. Ïóñòü � åå ïðåäåë è òî÷êà , òàêàÿ, ÷òî .

Äîïóñòèì , òî åñòü èëè .
Ïóñòü , ãäå âûáðàíî òàê, ÷òîáû , òî åñòü . Òîãäà

è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ñ íà-

÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì
í

èìååò ðåøåíèå , â êîòîðîì . Òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè , òàê êàê ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëàì ïîñòðîåíèÿ
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî � íèæíÿÿ ãðàíèöà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè . Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò ëîæíîñòü äîïóùåíèÿ .
Òåîðåì äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñõîäÿòñÿ, ïðè÷åì, ïðè

. Çäåñü .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè , òàê êàê äëÿ âñåõ .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî . Òîãäà
. Ïî ïðàâèëó ïîñòðîåíèÿ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èìååì , òî åñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ è îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñõîäèòñÿ, è ïóñòü

� åå ïðåäåë.

Ïðåäïîëîæèì, . Îáîçíà÷èì ÷åðåç òî÷êó è îïðåäåëèì ,
ãäå âûáåðåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû .

Òîãäà . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
ñòðîãîå, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå . Èç íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
çàäà÷à ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì

í
èìååò ðåøåíèå , îòëè÷íîå îò .

Îïðåäåëèì òî÷êó , ãäå . Òîãäà , òàê êàê . Òî÷êà
ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëàì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè , íî íåðàâåíñòâî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî � âåðõíÿÿ ãðàíèöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè . Ñëåäîâàòåëüíî,

è .

Ïîêàæåì òåïåðü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè . Ïî ïðàâèëàì ïîñòðîåíèÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èìååì . Òîãäà èëè

. Î÷åâèäíî, ÷òî . Òîãäà ïðè
è . Èç îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ñëåäóåò,

÷òî è, ñëåäîâàòåëüíî, .

Äàëåå èìååì ïðè , òîãäà

è ïðè . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì òåïåðü ñõåìó àëãîðèòìà.

Øàã 0. Îïðåäåëèì òî÷êè , ãäå íàõîäèòñÿ
èç óñëîâèÿ , òî åñòü ; ïîëîæèì ; çàäàäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

í
.

Øàã 1. Íàéäåì ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæå-

íèåì
í
. Åñëè , òî ïåðåéäåì íà øàã 3. Åñëè , òî ïåðåéäåì íà

øàã 4.
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Ðèñ. 5. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àëãîðèòìà

Øàã 2. Âû÷èñëèì òî÷êó , ãäå íàéäåì èç óñëîâèÿ , òî åñòü
; çàäàäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

í
; ïåðåîïðåäåëèì è

ïåðåéäåì íà øàã 1.
Øàã 3. Òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî òî÷êîé è òî÷êîé , â ýòîì ñëó÷àå ïåðå-

õîäèì íà âûïîëíåíèå àëãîðèòìà .
Øàã 4. Òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé . Ïåðåõîäèì íà âûïîëíåíèå àëãîðèòìà .

Àëãîðèòì ïîèñêà íà ôðàãìåíòå ìíîæåñòâà . Àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ïîèñêà òî÷êè ïîñëå òîãî, êàê áûëà íàéäåíà î÷åðåäíàÿ òî÷êà , ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå (â íàøåì ñëó÷àå ), ãäå � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
(åñëè îíà ñóùåñòâóåò) ïðÿìîé èç (7) è êðèâîé .

Äëÿ èäåíòèôèêàöèè àëãîðèòìà íàçîâåì åãî
í
.

Ïîøàãîâîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ïðèâîäèòñÿ íèæå, à ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñõå-
ìû � íà ðèñ. 5.

Â àëãîðèòìå ãåíåðèðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê , ðàñïîëîæåííûõ íà
ïðÿìîé , è : åñëè èçâåñòíà òî÷êà , òî íàõîäèì òî÷êó (øàã 1
ñõåìû) è îïðåäåëÿåì òî÷êó íà ïðÿìîé òàê, ÷òîáû .

Øàã 0. Çàäàäèì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
í

; .
Øàã 1. Íàéäåì � ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è: ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæå-

íèåì
í
. Åñëè ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ â âèäå ñóììû ,



Êîòåëüíèêîâ Å.À. 13

òî
í í

, òàê êàê
í

. Òîãäà ïðè äâèæåíèè òåêóùåé òî÷êè ïî
êðèâîé âëåâî ( óáûâàåò) èëè âïðàâî ( ðàñòåò) îò òî÷êè

í
ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàñòåò

îò íóëÿ. Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðè äâèæåíèè òî÷êè âëåâî îò òî÷êè
í
òàêæå ðàñòåò, òàê

êàê
í
è, ñëåäîâàòåëüíî,

í
èëè

í
.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè è êîìïîíåíòû òåêóùåé òî÷êè ïðè äâèæåíèè
âïðàâî îò òî÷êè

í
. Ïðè äâèæåíèè â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæåò êàê âîçðàñòàòü, òàê è

óáûâàòü.
1. Êîìïîíåíòà óáûâàåò, ÷òî îçíà÷àåò

í
, è ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò.

2. Êîìïîíåíòà íå óáûâàåò, íî â òî÷êå
í
êðèâàÿ è îêðóæíîñòü

í
êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. Òîãäà ôóíêöèÿ íå óáûâàåò ïðè äâèæåíèè ïî êðèâîé â

ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
í
.

Îáà âàðèàíòà ìîæíî îïðåäåëèòü ïðè ïîëó÷åíèè òî÷êè , ðàâíîé
í
. Â ýòîì ñëó÷àå

ïåðåîïðåäåëèì è íàéäåì � ðåøåíèå çàäà÷è c íà÷àëüíûì

ïðèáëèæåíèåì
í
. Åñëè îïÿòü ïîëó÷èì

í
, ÷òî îçíà÷àåò

í
, òî ïåðåéäåì íà øàã

4. Åñëè
í
, òî ïðîâåðèì: åñëè è , òî ïåðåõîäèì íà øàã 3.

3. Êîìïîíåíòà âîçðàñòàåò, è êðèâàÿ ïåðåñåêàåòñÿ â òî÷êå
í
ñ îêðóæíîñòüþ .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ óáûâàåò è
í
. Òîãäà, åñëè , òî ïåðåõîäèì

íà øàã 2; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íà øàã 3.
Øàã 2. Âû÷èñëèì òî÷êó , ãäå âåëè÷èíà íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

, îïðåäåëèì
í

, ïîëîæèì è ïåðåéäåì íà øàã 1.
Øàã 3. Òî÷êó áåðåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ àëãîðèòìà .

Äàëåå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà íàõîäèì ñëåäóþùóþ òî÷êó .
Øàã 4. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ è ìíîæåñòâî

è ïðîäîëæèì ïîèñê òî÷êè íà ìíîæåñòâå (ðàçäåë 1.3.3).
Àëãîðèòì ïîèñêà íà ôðàãìåíòå ìíîæåñòâà . Äëÿ äåìîíñòðàöèè àëãî-

ðèòìà âîçüìåì ìíîæåñòâî èç ïðèìåðà ìíîæåñòâà , èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3. Òîãäà
ìíîæåñòâî âûãëÿäèò òàê, êàê ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 6, à ñîñòîèò èç òî÷êè

è îòðåçêà êðèâîé ìåæäó òî÷êàìè è , íî áåç òî÷êè .
Äëÿ èäåíòèôèêàöèè àëãîðèòìà íàçîâåì åãî . Ïåðâûé ïàðàìåòð � ïîñëåäíÿÿ

íàéäåííàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå (â íàøåì ñëó÷àå );
âòîðîé ïàðàìåòð � òî÷êà .

Ïîøàãîâîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ïðèâîäèòñÿ íèæå, à åãî ðàáîòó ìîæíî ïðîñëåäèòü ïî
ðèñ. 6.

Øàã 0. Âû÷èñëèì òî÷êó . Âåëè÷èíà íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ , òî
åñòü ; îïðåäåëèì òî÷êó , çàäàäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

í
, ïîëîæèì .

Øàã 1. Íàéäåì � ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è: ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæå-

íèåì
í
. Åñëè , òî ïåðåõîäèì íà øàã 3. Åñëè , òî � íà øàã 4.

Øàã 2. Âû÷èñëèì , îïðåäåëèì
í

, ïîëîæèì ,
ïåðåéäåì íà øàã 1.

Øàã 3. Ïðè àâòîìàòè÷åñêè ìíîæåñòâî çàìåíÿåòñÿ íà ìíîæåñòâî . Â ýòîì
ñëó÷àå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü , ãäå âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ , òî
åñòü , îïðåäåëèì

í
, ïîëîæèì è ïåðåéäåì íà øàã 1 àëãîðèòìà .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè , òî âûïîëíåíèå àëãîðèòìà îáÿçàòåëüíî äîëæíî ïåðåõîäèòü
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Ðèñ. 6. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àëãîðèòìà

ê âûïîëíåíèþ àëãîðèòìà . Íà ïðèìåðå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 6, ïîñëå íàõîæäåíèÿ
òî÷êè íà÷èíàåò ðàáîòàòü àëãîðèòì .

Øàã 4. Ñèòóàöèÿ, êîãäà , âîçìîæíà òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëåäíÿÿ íàé-
äåííàÿ òî÷êà ðàâíà . Â ýòîì ñëó÷àå , ãäå � ïåðâàÿ êîìïîíåíòà òî÷êè ,
îïðåäåëåííîé â (6). Íà ýòîì ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà
ìíîæåñòâå ïðåêðàùàåì. Ðåøåíèåì çàäà÷è (4) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ íàéäåííàÿ òî÷êà
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà .

Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà (âîçìîæíî ñîâìåñòíî ñ àëãîðèòìîì ) ñëåäóåò èç ñëåäóþ-
ùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Åñëè èìååòñÿ òî÷êà , ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíî-
æåñòâå è ñóùåñòâóåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé , îïðåäåëåííîé â (7), è êðèâîé ,
òî, ñòàðòîâàâ èç òî÷êè , ìîæíî äîñòè÷ü òî÷êè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ è .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â àëãîðèòìàõ è ãåíåðèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
ðàñïîëîæåííûõ íà îòðåçêå ïðÿìîé ìåæäó òî÷êàìè è è óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì: äëÿ âñåõ è .
Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó, ïîýòîìó ñõîäèòñÿ.

Äîïóñòèì, � åå ïðåäåë è . Îïðåäåëèì òî÷êó ,

êîòîðàÿ ëåæèò íà îòðåçêå ïðÿìîé ìåæäó òî÷êàìè è . Òîãäà
è . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê â ñëó÷àå

ðàâåíñòâà òî÷êà ÿâëÿëàñü áû òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è êðèâîé .

Åñëè , òî ïî îïðåäåëåííûì â àëãîðèòìå ïðàâèëàì âîçìîæíî

ïðîäîëæåíèå ãåíåðàöèè òî÷åê: , ãäå íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ , òî åñòü
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. Òî÷êà ëåæèò íà îòðåçêå ïðÿìîé ìåæäó òî÷êàìè è
äëÿ âñåõ è , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî � âåðõíÿÿ

ãðàíèöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê, ñãåíåðèðîâàííûõ â àëãîðèòìå .

Ñëåäîâàòåëüíî, . Òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è

òî÷êè ðàñïîëîæåíû ìåæäó è , òîãäà , ñëåäîâàòåëüíî
ïðè . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñõîäèìîñòü ïðîöåññà ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ñëå-
äóåò èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.

Äàííûé ïðîöåññ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîöåäóð ïîèñêà òî÷åê
, ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà , òàêèõ, ÷òî

. Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, òàêèõ òî÷åê êîíå÷íîå ÷èñëî, à ïðîöåäóðà ïîèñêà êàæäîé èç
íèõ ñîñòîèò èç ïîëíîãî èëè íåïîëíîãî íàáîðà àëãîðèòìîâ , êàæäûé èç êîòîðûõ
ñõîäèòñÿ.

2. Ðåøåíèå çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåïèøåì àëãîðèò-
ìû, îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, äëÿ ðàáîòû â ïðîñòðàíñòâå èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Èìåíà âñåõ àëãîðèòìîâ ñîõðàíåíû. Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è, êîòîðûå ðåøàþòñÿ â ýòèõ
àëãîðèòìàõ, ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè íåâûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò
çàäà÷à . Äëÿ êàæäîé èç íèõ çàäàåòñÿ òî÷êà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ñòàðòóÿ

èç êîòîðîé íàõîäèòñÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè. Ìåòîä ìèíèìèçàöèè
ìîæíî âûáèðàòü èñõîäÿ èç õàðàêòåðèñòèêè öåëåâîé ôóíêöèè è ñïîñîáà çàäàíèÿ äîïóñòè-
ìîãî ìíîæåñòâà.

Àëãîðèòì . Àëãîðèòì ïðåäíàçíà÷åí äëÿ íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çà-
äà÷è ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì

í
, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ âàðèàíòàìè

ïðèìåíåíèÿ: à)
í
åñòü òî÷êà èç (5); á)

í
åñòü , íàéäåííàÿ àëãîðèòìîì . Â îáîèõ âà-

ðèàíòàõ ðàáîòà àëãîðèòìà îäèíàêîâà, ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì îäèí
èç âàðèàíòîâ, íàïðèìåð, ïåðâûé.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî , äëÿ ëþáîãî , ãäå � êðèâàÿ,
îïðåäåëåííàÿ â ðàçäåëå 1.2.1. Â ýòîì æå ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìè-
çèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ôóíêöèè , ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò .
Ïîýòîìó â ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå è çàêàí-
÷èâàåòñÿ â òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè , è âäîëü êîòîðîé ôóíêöèÿ óáûâàåò.
Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, îïèðàÿñü íà ñõåìó àëãîðèòìà â êðèòåðèàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ïîñòðîèòü äëÿ ôóíêöèè ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ,
ïðèíàäëåæàùèõ ýòîé òðàåêòîðèè.

Ñõåìà àëãîðèòìà â ïðîñòðàíñòâå èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ñõåìû
àëãîðèòìà â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Îñíîâíîå îòëè÷èå êàñàåòñÿ òîëüêî øàãà 1.

Øàã 0. Îïðåäåëèì òî÷êè
; çàäàäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

í
; ïîëîæèì .

Øàã 1. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ è íàéäåì

ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì
í
. Âû÷èñëèì

. Åñëè , òî ïåðåéäåì íà øàã 3. Åñëè , òî ïå-
ðåéäåì íà øàã 4.

Øàã 2. Âû÷èñëèì , çàäàäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå
í

, ïåðåîïðåäåëèì è ïåðåéäåì íà øàã 1.
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Øàã 3. Òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå
è îäíîâðåìåííî òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà

. Çàäàäèì òî÷êó è ïåðåõîäèì íà âûïîëíåíèå àëãîðèòìà .

Øàã 4. Òî÷êó ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà
. Ýòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê , è ìàëîñòü íîðìû ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ïðèçíàê áëèçîñòè ïî íîðìå òî÷êè ê .

2. Äëÿ ëþáîãî ìàëîãî ñóùåñòâóåò íîìåð � òàêîé, ÷òî ïðè .

Ïóñòü òî÷êà, òàêàÿ, ÷òî . Òîãäà ïðè
èëè è äëÿ

íåêîòîðûõ , òàêèõ, ÷òî .

Èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
, ãäå � ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè â òî÷êå .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ, è ïðè , à
. Òîãäà .

Ïóñòü � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû è .

Òîãäà , òî åñòü . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè

áîëüøèõ áëèçêî ïî íîðìå ê .

Èòàê, òî÷êó ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå òî÷êè è ïåðåéòè íà âûïîëíåíèå àëãîðèòìà
. Íà ýòîì îïèñàíèå ñõåìû àëãîðèòìà çàêîí÷èì.

Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì ãðàäèåíò ôóíêöèè â òî÷êå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
í

.
Ïî ïðàâèëàì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì , òî
åñòü .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîíóñû âåêòîðîâ ñïóñêà ôóíêöèè è èç òî÷êè , ñîâïàäàþò.
Îäíàêî çàìåíèòü çàäà÷ó ñ

í
íà çàäà÷ó ñ

í
íåëüçÿ, òàê

êàê î÷åðåäíàÿ òî÷êà ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì: à) ; á) ; â) íå
ñóùåñòâóåò òî÷êè , òàêîé, ÷òîáû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà äîëæíà
ïðèíàäëåæàòü .

Ïðè ðåøåíèè ïåðâîé çàäà÷è ýòè òðåáîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à ïðè ðå-
øåíèè âòîðîé çàäà÷è ó÷åñòü ïåðâûå äâà óñëîâèÿ ëåãêî, à òðåòüå òðåáîâàíèå âûïîëíèòü
äîñòàòî÷íî òðóäíî.

Ðåøàòü çàäà÷ó íà íà÷àëüíîì ýòàïå (ïðè ìàëûõ ) ìîæíî ñ ìàëîé òî÷íîñòüþ,

è óâåëè÷èâàòü òî÷íîñòü íåîáõîäèìî ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå .

Àëãîðèòì . Äàííûé àëãîðèòì ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïîèñêà òî÷êè � ïðîîáðàçà
òî÷êè (ðèñ. 5) ïðè îòîáðàæåíèè .

Øàã 0. Çàäàäèì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
í

, ãäå
� âåëè÷èíû, îïðåäåëåííûå â ðàçäåëå 1.2.2; ïîëîæèì .

Øàã 1. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ è íàéäåì �
ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è: ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì

í
. Åñëè

í
è ,
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òî ïåðåîïðåäåëèì , ïîëîæèì è ïåðåéäåì íà øàã 1. Åñëè
í
è

, òî ïåðåéäåì íà øàã 4.

Åñëè è , òî ïåðåéäåì íà øàã 3.

Øàã 2. Âû÷èñëèì , îïðåäåëèì
í

, ïîëîæèì è
ïåðåéäåì íà øàã 1.

Øàã 3. Òî÷êó áåðåì â êà÷åñòâå � íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ àëãîðèòìà .
Ðàáîòà àëãîðèòìà ïðåêðàùàåòñÿ.

Øàã 4. Òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå
. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèì ôóíêöèþ , çàäàäèì

òî÷êó è ïåðåõîäèì íà âûïîëíåíèå àëãîðèòìà .

Çàìå÷àíèå. Ðåøàòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ çàäà÷ó íà íà÷àëüíîì ýòàïå (ïðè

ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ) íåò íåîáõîäèìîñòè, íî ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ òî÷-
íîñòü ñëåäóåò óâåëè÷èâàòü.

Àëãîðèòì . Â ïðîñòðàíñòâå èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿ-
åò ïðåîäîëåâàòü ó÷àñòîê ãðàíèöû ìíîæåñòâà âîêðóã òî÷êè � ëîêàëüíîãî ìàêñè-
ìóìà ôóíêöèè , íà êîòîðîì , òî åñòü âûïîëíÿåò òó æå ôóíêöèþ, ÷òî
îäíîèìåííûé àëãîðèòì â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîçâîëÿþùèé ïðåîäîëåâàòü îâðà-
ãè. Õîòÿ â îñíîâó ýòèõ àëãîðèòìîâ çàëîæåíà îäíà è òà æå èäåÿ ïðåîäîëåíèÿ ïðåïÿò-
ñòâèé, èõ ñõåìû íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àâòîìàòè-
÷åñêè çàìåíèòü çàäà÷ó â øàãå 2 èç ðàçäåëà 1.2.3 íà çàäà÷ó , ãäå

, íåëüçÿ. Â ïåðâîì àëãîðèòìå ïåðåìåííàÿ ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò íà îòðåçêå ïðÿìîé ìåæäó òî÷êàìè è (ðèñ. 6). Â ïðîñòðàíñòâå èñõîäíûõ
ïåðåìåííûõ íà ìíîæåñòâå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òî÷êà ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå , à . Ïðè âîçíèê-
íîâåíèè òàêîé ñèòóàöèè âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå íîìåðà , òàêîãî, ÷òî ïðè âñå
çàäà÷è èìåþò îäíî è òî æå ðåøåíèå è ïðîöåññ çàöèêëèâàåòñÿ.

×òîáû èçáåæàòü âîçíèêíîâåíèÿ ïîäîáíîé ñèòóàöèè, ïðåäëàãàåòñÿ ñíà÷àëà ìèíèìèçè-
ðîâàòü ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ïðèáëè-
æåíèåì è â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðèíàäëåæèò èëè íå ïðèíàäëåæèò ïîëó÷åííîå ðåøåíèå
ìíîæåñòâó , ïðèíèìàòü ðåøåíèå î äàëüíåéøèõ äåéñòâèÿõ.

Íà âõîäå àëãîðèòìà äâà ïàðàìåòðà: � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè íà
ìíîæåñòâå ; � ïîñëåäíÿÿ íàéäåííàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè íà .

Øàã 0. Âû÷èñëèì òî÷êè , îïðåäåëèì
, çàäàäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

í
, ïîëîæèì .

Øàã 1. Íàéäåì ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è íà ìíîæåñòâå
ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì

í
. Åñëè , òî ïåðåéäåì íà øàã 3. Åñëè

, òî ïåðåéäåì íà øàã 4.

Øàã 2. Âû÷èñëèì , îïðåäåëèì
í

, ïîëîæèì ,
ïåðåéäåì íà øàã 1.

Øàã 3. Ðåøèì çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì

. Åñëè � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîýôôåêòèâíîé.

Îïðåäåëèì , íàçíà÷èì
í

è ïåðåéäåì íà øàã 1 àëãîðèòìà .
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Øàã 4. Îáíàðóæåíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîñëåäíÿÿ íàéäåííàÿ òî÷êà ðàâíà . Ïðîöåññ
ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) çàêàí÷èâàåì, à åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ
íàéäåííàÿ òî÷êà .

Çàêëþ÷åíèå. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà÷è (1) ïðåäëàãàåòñÿ
ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ïîèñêà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íåâûïóêëûõ
ôóíêöèé íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè, ïðè÷åì â áîëü-
øèíñòâå çàäà÷ äîñòàòî÷íî íàéòè íåñêîëüêî òî÷åê ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Âûáîð ìåòîäà ìèíèìèçàöèè çàâèñèò îò õàðàêòåðèñòèêè öåëåâîé ôóíêöèè è ñïîñîáà
çàäàíèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà.
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