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Subde�nite models (S-models) are a new theory and technology of e�cient solution of a wide range
of problems from applied calculations to processing knowledge and problems of arti�cial intelligence. S-
models refers to the direction of constraint programming, actively developed the last time in the world,
as one of the most promising in IT. S-models qualitatively extends the possibilities of working with
information and computational models of increased complexity, allowing to signi�cantly simplify the
process of creating next-generation systems and technologies, in particular in such areas as economics,
management, complex objects and production processes management, engineering calculations and
many others. S-models allow you to actively interact with the entire solution space, which in principle
exceed the capabilities of traditional algorithmic methods and provide a qualitative leap in solving key
problems in the development of modern information technologies.

Key words: computational models, constraint programming, method of subde�nite models,
arti�cial intelligence, knowledge representation, NE-factors.

References

1. Narinyani A. S. Nedoopredelennost v sistemakh predstavleniia i obrabotki znaniy // Izv. AN
SSSR. Tekhn. kibernetika, 1986. N 5. S. 3�28.

2. Narinyani A. S. Model` ili algoritm: novaia paradigma informatcionnoi tekhnologii //
Informatcionny`e tekhnologii. N 4. 1997.

3. Narinyani A. S. Telerman V.V., Ushakov D.M., Shvetcov I. E. Programmirovanie v
ogranicheniiakh i nedoopredelennye modeli // Informatcionnye tekhnologii. N 7. 1998.

4. Narinyani A. S. NE-faktory: kratkoe vvedenie // Novosti II. 2004. N 2.
5. Narinyani A.S. Nedoopredelennye mnozhestva � novyi tip dannykh dlia predstavleniia znanii.

Novosibirsk, 1980. (Prepr./AN SSSR. Sib. otd-nie. VTC; N 232 ).
6. Narinyani A. S. Nedoopredelennye modeli i operatcii s nedoopredelennymi znacheniiami.

Novosibirsk, 1982. (Prepr./ AN SSSR. Sib. otd-nie VTC; N 400 ).
7. Dmitriev V.E. UniCalc � intellektualnyi reshatel sistem algebraicheskikh uravneniy i

neravenstv // Iskusstvennyi intellekt-90: Tr. 12 Vsesoiuznoy konferentcii. Minsk, 1990.
8. Semenov A. L., Leshchenko A. S. Interval and Symbolic Computations in the UniCalc Solver //

Inter. Conf. on Interval and Computer-Algebraic Methods in Science and Engineering (INTERVAL-
94): Abstracts. St-Petersburg, Russia, 1994. P. 206�208.

9. Shvetsov I., Kornienko V., Preis S. Interval spreadsheet for problems of �nancial planning.
PACT`97, England, London, April 1997.

10. Borde S. B. Time-EX � intellektualnaya sistema planirovaniya vremeni // Intellektualnye
sistemy v mashinostroenii: Tez. Docl. Vsesoiuz. Nauchno-tekh. konf. Sektciia: Intellektualnye
proizvodstvennye sistemy. Samara, 1991. Ch. 1. S. 79�81.

11. Banasiukevich D.V., Gofman I.D., Inishev D.A., Narinyani A. S. Intellektualnaia tekhnologiia
nedoopredelennogo planirovaniia i upravleniia proektami Time-EX // Trudy II-oi mezhdunarodnoi
konferentcii CSCMP-2000, Samara, 2000.

© A. S. Narinyani, 2018



2 Ëèñòàÿ ñòàðûå ñòðàíèöû

12. Iurtaev A.V. Nedoopredelennye modeli � netraditcionniy podhod k matematicheskim
issledovaniiam ekonomiki // Informatcionnye tekhnologii. 1999. N 4. S. 36�41.

13. Napreenko V.G., Narinyani A. S., i dr. Modelirovanie natcionalnoi ekonomiki s ispolzovaniem
apparata nedoopredelennykh modelei // V sbornike

”
Problemy upravleniia i modelirovaniia v

slozhnykh sistemakh“. Trudy II Mezhdunarodnoi konferentcii. Samarskii nauchnyi centr RAN, Samara
2000.

14. Alefeld G., KHertcberger Iu. Vvedenie v intervalnye vychisleniia. M.: Mir, 1987.
15. Montanari U. Networks of Constraints: Fundamental Properties and Applications to Picture

Processing // Inform. Sci. V. 7, 1974. P. 95�132.
16. Narinyani A. S. Model ili algoritm: novaia paradigma informatcionnoi tekhnologii //

Informatcionnye tekhnologii, 1997. N 4.
17. Colmerauer A. An introduction to Prolog III // Communications of the ACM, N 33 (7). July

1990. P. 69�90.
18. Ja�ar J., Michayov S., Stuckey P., Yap R. The CLP(R) language and system // ACM

Transactions on Programming Languages and Systems. N 14 (3), July 1992. P. 339�395.
19. Benhamou F., Older W.J. Applying Interval Arithmetic to Real, Integer and Boolean

Constraints // Journal of Logic Programming, 32 (1), 1997. P. 1�24.
20. Diaz D., Codognet P. A minimal extension of the WAM for clp (FD) // Proceedings of the 10th

International Conference on Logic Programming, 1993. P. 774�790.
21. Van Hentenryck P. Constraint Satisfaction in Logic Programming. Logic Programming Series.

MIT Press, Cambridge, MA, 1989.
22. Puget J.-F.. A C++ Implementation of CLP. Tech. Report, Ilog, January 1994.
23. Benhamou F., McAllester D., Van Hentenryck P. CLP(Intervals) Revisited // Proceedings of

ILPS'94, Ithaca, NY, 1994. P. 124�138.
24. Telerman V.V., Ushakov D.M. Nedoopredelennye modeli: formalizatciia podhoda i perspektivy

razvitiia // Problemy predstavleniia i obrabotki ne polnostiu opredelennykh znanii, sb. trudov RosNII
Iskusstvennogo Intellekta / red. I. E. Shvetcov, Moskva�Novosibirsk. 1996. S. 7�30.

25. Zagorulko Iu.A., Popov I.G. Predstavlenie znanii v integrirovannoi tekhnologicheskoi srede
Semp-TAO // Problemy predstavleniia i obrabotki ne polnostiu opredelennykh znanii, sb. trudov RosNII
Iskusstvennogo Intellekta / red. I. E. Shvetcov, Moskva�Novosibirsk. 1996. S. 59�74.

26. Narinyani A. S. Netochnost kak NE-faktor. Popytka doformalnogo analiza. Novosibirsk, 1994.
(Prepr./Ros. NII II; 2).

27. Narinyani A. S. Neodnoznachnost i ee funktcii v protcesse kommunikatcii // Cb. Trudy natc.
konf. po iskusstvennomu intellektu KII'96, okt. 1996. Kazan, 1996.

28. Narinyani A. S. NE-FAKTORY: Netochnost i Nedoopredelennost � razlichie i vzaimosviaz //
Izv. RAN, Teor. i sist. upr. 2000.- �. 5. S. 44�56.

29. Narinyani A. S. NE-faktory: neodnoznachnost (do-formalnoe issledovanie) // Novosti
iskusstvennogo intellekta. 2003. N 5�6.

30. Narinyani A. S. Metatekhnologiia N-prilozhenii. Nauchnaia sessiia MIFI-2005. Sbornik
nauchnykh trudov, Moskva, 2005.

31. Napreenko V.G., Narinyani A. S., Aigazin ZH. ZH. Kompiuternaia model upravleniia
natcionalnoi ekonomikoi na primere Respubliki Kazakhstan // Trudy VII-i mezhdunarodnoi
konferentcii

”
Problemy upravleniia i modelirovaniia v slozhnykh sistemakh“ Samara: Samarskii

Nauchnyi Centr RAN, 2005, s. 233�238
32. Napreenko V.G., Narinyani A. S., Smirnov E.P. Modelirovanie regionalnoi ekonomiki: novyi

uroven kachestva i bezopasnosti Finansy. Ekonomika, Bezopasnost. 2005. N 4, S. 33�38.



Ïðîáëåìû èíôîðìàòèêè. 2018. � 3

ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÍÅÄÎÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÜ

À.Ñ. Íàðèíüÿíè

Ðîññèéñêèé ÍÈÈ Èñêóññòâåííîãî Èíòåëëåêòà

ÓÄÊ 519.65: 519.85; 004.94; 004.82

Íåäîîïðåäåëåííûå ìîäåëè (Í-ìîäåëè) � íîâàÿ òåîðèÿ è òåõíîëîãèÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ
øèðîêîãî ñïåêòðà ïðîáëåì îò ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòîâ äî îáðàáîòêè çíàíèé è çàäà÷ èñêóññòâåí-
íîãî èíòåëëåêòà. Îòíîñèòñÿ ê íàïðàâëåíèþ constraint programming, àêòèâíî ðàçâèâàåìîìó â
ïîñëåäíåå âðåìÿ â ìèðå êàê îäíî èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ â ÈÒ. Êà÷åñòâåííî ðàñøèðÿåò
âîçìîæíîñòè ðàáîòû ñ èíôîðìàöèåé è âû÷èñëèòåëüíûìè ìîäåëÿìè ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè,
ïîçâîëÿÿ çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ïðîöåññ ñîçäàíèÿ ñèñòåì è òåõíîëîãèé ñëåäóþùåãî ïîêîëå-
íèÿ, â ÷àñòíîñòè, â òàêèõ îáëàñòÿõ êàê ýêîíîìèêà, ìåíåäæìåíò, óïðàâëåíèå ñëîæíûìè îáú-
åêòàìè è ïðîèçâîäñòâåííûìè ïðîöåññàìè, èíæåíåðíûå ðàñ÷åòû è ìíîãèõ äðóãèõ.
Í-ìîäåëè ïîçâîëÿþò àêòèâíî âçàèìîäåéñòâîâàòü ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé, ÷åì ïðèíöè-
ïèàëüíî ïðåâîñõîäÿò âîçìîæíîñòè òðàäèöèîííûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ìåòîäîâ è îáåñïå÷èâàþò
êà÷åñòâåííûé ñêà÷îê â ðåøåíèè êëþ÷åâûõ ïðîáëåì ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè, ïðîãðàììèðîâàíèå â îãðàíè÷åíèÿõ, ìåòîä
íåäîîïðåäåëåííûõ ìîäåëåé, èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò, ïðåäñòàâëåíèå çíàíèé, ÍÅ-ôàêòîðû.

Ïðîáëåìîé íåäîîïðåäåëåííîñòè â ìîäåëÿõ ïðåäñòàâëåíèÿ
çíàíèé À.Ñ. Íàðèíüÿíè íà÷àë çàíèìàòüñÿ â íà÷àëå 80-õ ãî-
äîâ. Òîãäà æå â Âû÷èñëèòåëüíîì Öåíòðå ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ âû-
øëî äâà åãî ïðåïðèíòà:

”
Íàðèíüÿíè À.Ñ. Íåäîîïðåäåëåííûå

ìíîæåñòâà � íîâûé òèï äàííûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ çíà-
íèé. Íîâîñèáèðñê, 1980. (Ïðåïð./ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñèá. îòä-íèå.
ÂÖ; � 232)“ è

”
Íàðèíüÿíè À.Ñ. Íåäîîïðåäåëåííûå ìîäåëè

è îïåðàöèè ñ íåäîîïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè. Íîâîñèáèðñê,
1982. (Ïðåïð./ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñèá. îòä-íèå ÂÖ; � 400)“. Ïðåä-
ëîæåííûé â ýòèõ ðàáîòàõ àïïàðàò ðàáîòû ñ íåäîîïðåäåëåí-
íûìè çíàíèÿìè àêòèâíî îáñóæäàëñÿ íà ñåìèíàðàõ ÂÖ ÑÎ
ÀÍ ÑÑÑÐ è Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ. Â èòî-
ãå â æóðíàëå

”
Òåõíè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà“ ïîÿâèëàñü ôóíäà-

ìåíòàëüíàÿ ñòàòüÿ
”
Íàðèíüÿíè À.Ñ. Íåäîîïðåäåëåííîñòü

â ñèñòåìàõ ïðåäñòàâëåíèÿ è îáðàáîòêè çíàíèé // Èçâ. ÀÍ
ÑÑÑÐ. Òåõí. êèáåðíåòèêà, 1986. � 5. Ñ. 3�28.“. Ïîñëå âûõîäà ýòîé ñòàòüè íåäîîïðåäå-
ëåííûå ìîäåëè ñòàëè èçâåñòíû øèðîêîìó êðóãó ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè èíôîðìàòèêè
è èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.

Ñòàòüÿ áûëà âïåðâûå èçäàíà â âèäå ïðèëîæåíèÿ ê æóðíàëó
”
Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè“: Íàðè-

íüÿíè À. Ñ. Ââåäåíèå â íåäîîïðåäåëåííîñòü. Ì : Íîâûå òåõíîëîãèè, 2007. (Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè;
ïðèë. 4).
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Âíèìàíèþ ÷èòàòåëåé ïðåäëàãàåòñÿ îòðåäàêòèðîâàííàÿ âåðñèÿ ñòàòüè À.Ñ. Íàðè-
íüÿíè

”
Ââåäåíèå â íåäîîïðåäåëåííîñòü“. Ìàòåðèàë, èçëîæåííûé â ñòàòüå, ïåðâîíà÷àëü-

íî çàäóìûâàëñÿ êàê ââîäíàÿ ãëàâà áîëüøîé ìîíîãðàôèè, â êîòîðîé À.Ñ. Íàðèíüÿíè õî-
òåë ïîäðîáíî îïèñàòü âñå àñïåêòû íåäîîïðåäåëåííûõ ìîäåëåé, âêëþ÷àÿ âîïðîñû òåîðèè,
ðåàëèçàöèè è ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Ïîäãîòîâêà ìîíîãðàôèè çàòÿãèâàëàñü, ïîýòî-
ìó À.Ñ. Íàðèíüÿíè ðåøèë îïóáëèêîâàòü ýòîò ìàòåðèàë îòäåëüíî îò ìîíîãðàôèè. Â
êîíå÷íîì ñ÷åòå, äàííàÿ ñòàòüÿ âïåðâûå áûëà îïóáëèêîâàíà â âèäå ïðèëîæåíèÿ ê æóðíà-
ëó

”
Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè“ (Íàðèíüÿíè À.Ñ. Ââåäåíèå â íåäîîïðåäåëåííîñòü. Ì.:

Íîâûå òåõíîëîãèè, 2007. (Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè; ïðèë. 4)). Ñòàòüÿ öåííà òåì,
÷òî â íåé óâëåêàòåëüíî è ïîñëåäîâàòåëüíî èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ
íåäîîïðåäåëåííûõ ìîäåëåé. Îíà ñîäåðæèò ìíîãî ïðèìåðîâ, êîòîðûå ñíàáæåíû õîðîøè-
ìè ïîÿñíÿþùèìè èëëþñòðàöèÿìè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó äàæå ÷èòàòåëü, âïåðâûå âñòðå-
òèâøèéñÿ ñ í-ìîäåëÿìè, ìîæåò ïîíÿòü ïîëîæåííûå â èõ îñíîâó èäåè. Òàêèì îáðàçîì,
ñòàòüÿ äåéñòâèòåëüíî ââîäèò ÷èòàòåëÿ â ìèð íåäîîïðåäåëåííûõ ìîäåëåé.

Ìû ðåøèëè îïóáëèêîâàòü ñòàòüþ ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ìû õîòèì
îòäàòü äàíü ïàìÿòè è óâàæåíèÿ âûäàþùåìóñÿ ñîâåòñêîìó è ðîññèéñêîìó ìàòåìàòèêó
À.Ñ. Íàðèíüÿíè, êîòîðîìó â íîÿáðå 2017 ã. èñïîëíèëîñü 80 ëåò. Âî-âòîðûõ, â íàñòîÿùåå
âðåìÿ èìååòñÿ íàñóùíàÿ ïîòðåáíîñòü â êà÷åñòâåííûõ ìîäåëÿõ è ìåòîäàõ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèÿ â óñëîâèÿõ íàðàñòàþùåé íåîïðåäåëåííîñòè. È çäåñü ìîäåëè è ìåòîäû À.Ñ. Íà-
ðèíüÿíè ìîãëè áû íàéòè øèðîêîå ïðèìåíåíèå.

êàíä. òåõí. íàóê Çàãîðóëüêî Þ.À.,
çàâ. ëàáîðàòîðèåé Èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà èíñòèòóòà

Ñèñòåì èíôîðìàòèêè èìåíè À.Ï. Åðøîâà ÑÎ ÐÀÍ

×àùå ïåðåâîðà÷èâàéòå óñòîÿâøèåñÿ â ôèçèêå è ìàòåìàòèêå èñòèíû.
� Àëüáåðò Ýéíøòåéí

Ââåäåíèå. Çàäà÷åé ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ çíàêîìñòâî ÷èòàòåëÿ ñ íîâûì íàïðàâëåíè-
åì, ïîëó÷èâøèì íàçâàíèå íåäîîïðåäåëåííîé ìàòåìàòèêè èëè Í-ìàòåìàòèêè. Îñíîâíàÿ åå
÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåðàáîòêó ñîäåðæàíèÿ ñòàòåé [1�4].

Ìåòîä íåäîîïðåäåëåííûõ ìîäåëåé (Í-ìîäåëåé) áûë ïðåäëîæåí àâòîðîì â íà÷àëå 80-x
ãîäîâ [1, 5�6] äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ è îáðàáîòêè íå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ çíàíèé. Ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé âíà÷àëå êàê îðèãèíàëüíûé ïîäõîä â îáëàñòè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, îí
òðàíñôîðìèðîâàëñÿ ïîñòåïåííî â ïðèêëàäíóþ òåõíîëîãèþ, îòíîñÿùóþñÿ ê íàïðàâëåíèþ
ïðîãðàììèðîâàíèå â îãðàíè÷åíèÿõ (constraint programming), àêòèâíî ðàçâèâàåìîìó â ìèðå
ïîñëåäíåå äâà äåñÿòèëåòèÿ â êà÷åñòâå îäíîãî èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ â îáëàñòè ÈÒ.
Òåõíîëîãèÿ Í-ìîäåëåé âûäåëÿåòñÿ ñðåäè äðóãèõ ïîäõîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
ìîùíîñòüþ, óíèâåðñàëüíîñòüþ è ýôôåêòèâíîñòüþ. Ôàêòè÷åñêè îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íîé òåõíîëîãèåé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèé â ñàìîé
îáùåé ïîñòàíîâêå.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íà áàçå àïïàðàòà Í-ìîäåëåé ñîçäàíà ìíîãîóðîâíåâàÿ òåõíîëî-
ãèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøàòü íîâûå êëàññû çàäà÷ â òàêèõ îáëàñòÿõ êàê
ýêîíîìèêà è ôèíàíñû, èíæåíåðíûå ðàñ÷åòû, êàëåíäàðíîå ïëàíèðîâàíèå, âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ìàòåìàòèêà, ÑÀÏÐ, ÃÈÑ è äð. Ñðåäè ïðîåêòîâ íàøåãî èíñòèòóòà, ðåàëèçîâàííûõ
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íà îñíîâå àïïàðàòà Í-ìîäåëåé, ìîæíî îòìåòèòü òàêèå, êàê UniCalc [7�8], INTEGRA.NM
(ÔèíÏëàí) [9], Time-EX [10�11], Ýêîíîìèêà [12�13] è äðóãèå.

Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ãëàâå 1 ïðîâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå àïïàðà-
òà Í-ìîäåëåé è ïðîãðàììèðîâàíèÿ â îãðàíè÷åíèÿõ ñ òðàäèöèîííûìè ïîäõîäàìè. Â ãëàâå 2
ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ëåæàùèå â îñíîâå îáñóæäàåìîãî àïïàðàòà. Â ãëàâå 3 ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð, äàþùèé ïðåäñòàâëåíèå î ïðîöåññå ðåøåíèÿ. Â ãëàâå 4
ñîïîñòàâëÿþòñÿ áàçîâûå ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà è ìîäåëè. Â ãëàâå ïÿòîé îáñóæäàþòñÿ ñâîé-
ñòâà Í-ðàñøèðåíèé, â øåñòîé äàåòñÿ äåòàëüíîå îïðåäåëåíèå Í-ìîäåëè è ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïðîöåññà âû÷èñëåíèé. Â ñåäüìîé ãëàâå ïîêàçàíû íåêîòîðûå âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ àïïà-
ðàòà Í-ìîäåëåé. È, íàêîíåö, â ãëàâå 8 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ÍÅ-ôàêòîðîâ, ê êîòîðûì
îòíîñèòñÿ íåäîîïðåäåëåííîñòü, à òàêæå âçàèìîîòíîøåíèÿ íåäîîïðåäåëåííîñòè ñ äðóãèìè
ÍÅ-ôàêòîðàìè, èñïîëüçóþùèìè èíòåðâàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Â Çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ
èòîãè ðàññìîòðåíèÿ.

1. Íåäîîïðåäåëåííîñòü è Í-ìîäåëè.
Ñïåöèàëèñòîâ â ëþáîé îáëàñòè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå êàòåãîðèè:
Êîíñåðâàòîðû: æèâóùèå âíóòðè ñâîåé îáëàñòè è ñ÷èòàþùèå åå îêîí÷àòåëüíî ñëîæèâ-

øåéñÿ, ò. å. ñïîñîáíîé ðàçâèâàòüñÿ òîëüêî â äåòàëÿõ, êîòîðûå õîòÿ è ìîãóò èìåòü âàæíîå
ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, íî íèêàê íå ñïîñîáíû èçìåíèòü åå óæå îïðåäåëèâøèåñÿ

”
óñòîè“.

Ïðîãðåññèñòû: ïîíèìàþùèå, ÷òî êàæäàÿ îáëàñòü � êàê è íàóêà â öåëîì � ðàçâèâàåòñÿ
ïî ñïèðàëè, è ÷òî ìíîãîå, îòíîñèâøååñÿ ê

”
íåçûáëåìûì óñòîÿì“ íà ïðåäûäóùåì âèòêå,

ðàäèêàëüíî ìåíÿëîñü íà ñëåäóþùåì; òàêèå ñïåöèàëèñòû ãîòîâû ê âîçìîæíîñòè êðóòûõ
ïîâîðîòîâ è îòíîñÿòñÿ ê òàêèì âîçìîæíîñòÿì ñ ïðîôåññèîíàëüíûì èíòåðåñîì.

Îáû÷íî íåêîòîðûå îáëàñòè íàõîäÿòñÿ íà ýòàïå ðàäèêàëüíûõ èçìåíåíèé, è ïîýòîìó
èõ äèíàìèêà î÷åâèäíà äëÿ âñåõ. Äðóãèå ãîðàçäî áîëåå ñòàáèëüíû, è âîçìîæíîñòü òàêèõ
èçìåíåíèé â íèõ âûçûâàåò åñòåñòâåííîå íåäîâåðèå.

Ïîñêîëüêó âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà îòíîñèòñÿ ñåãîäíÿ èìåííî ê òàêèì âíåøíå ñòà-
áèëüíûì ðàçäåëàì íàóêè, òî

”
êà÷åñòâåííî íîâûé ïîäõîä“ â åå êîíòåêñòå çâó÷èò íåïðàâ-

äîïîäîáíî, ïîñêîëüêó äëÿ òàêèõ, êàçàëîñü áû, óæå ïîëíîñòüþ ñëîæèâøèõñÿ äèñöèïëèí,
êðóòûå ïîâîðîòû ðàçâèòèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåâîçìîæíûìè â ïðèíöèïå.

Ïðè ýòîì èñòîðèÿ ñàìîé ìàòåìàòèêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïü êîíöåïòóàëüíûõ ïîòðÿ-
ñåíèé è êà÷åñòâåííûõ ñêà÷êîâ. Íàâåðíîå, òåì ñïåöèàëèñòàì, êîòîðûå êîãäà-òî ïîëüçîâà-
ëèñü ðèìñêèìè öèôðàìè, òîæå êàçàëîñü, ÷òî èçâåñòíàÿ èì àðèôìåòèêà � ýòî òå ñàìûå
óñòîè, êîòîðûå íå èçìåíÿòñÿ íèêîãäà. Äàæå ñëîæèòü äâà áîëüøèõ ÷èñëà òîãäà áûëî íåïðî-
ñòîé çàäà÷åé, à âëàäåíèå óìíîæåíèåì âïîëíå ìîæíî áûëî ïðèðàâíÿòü ê êàíäèäàòñêîé
äèññåðòàöèè. Îäíàêî ñ ýïîõîé Âîçðîæäåíèÿ â Åâðîïó ïðèøëà ñîâðåìåííàÿ

”
àðàáñêàÿ“

ïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ, ïðåäëîæèâøàÿ ñîâåðøåííî íîâîå âèäåíèå ÷èñëà, ïðè êî-
òîðîì íå òîëüêî óìíîæåíèå, íî è äåëåíèå ñòàëî íàñòîëüêî ïðîñòûì, ÷òî èì âëàäåþò óæå
â íà÷àëüíîé øêîëå.

Çà ïîñëåäíèå âåêà â ðàçâèòèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ïðîèçîøåë íå îäèí êðóòîé ïî-
âîðîò, âûâîäèâøèé òåõíîëîãèþ ðàñ÷åòîâ íà î÷åðåäíîé óðîâåíü ðåøåíèÿ âñå áîëåå ñëîæ-
íûõ çàäà÷. ß óâåðåí, ÷òî Í-ìàòåìàòèêà ñûãðàåò â ýòîì ïðîöåññå ñâîþ ðîëü â ïîäîáíîì
î÷åðåäíîì ïåðåõîäå ê íîâîìó êà÷åñòâó âû÷èñëåíèé.

Îáðàçíîå ïðåäñòàâëåíèå âñåãäà ïîëåçíî ïðè ââåäåíèè â íîâóþ, íåïðèâû÷íóþ ìåòîäèêó
ðàññìîòðåíèÿ îáùåïðèíÿòîé, õîðîøî çíàêîìîé ñèñòåìû ïîíÿòèé. Ïîýòîìó ýòó ïåðâóþ, ïî
ñóòè ââîäíóþ, ãëàâó ìû íà÷íåì ñ ìåòàôîðû (ìàêñèìàëüíî óïðîùåííîé äëÿ íàãëÿäíîñòè),
ïðîäîëæèì ôîðìàëüíûì îïðåäåëåíèåì òåðìèíîâ Í-ìîäåëü è ïðîãðàììèðîâàíèå â îãðàíè-
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÷åíèÿõ è çàêîí÷èì îïèñàíèåì êîìïëåêñà êà÷åñòâåííî íîâûõ âîçìîæíîñòåé îáñóæäàåìîãî
àïïàðàòà.

1.1. Êîíñèëèóì. Äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ñëîæíîé ïðîáëåìû ñîáðàí êîíñèëèóì � ñîâåò
ñïåöèàëèñòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ âèäèò çàäà÷ó ïî-ñâîåìó, íî íå èìååò ãîòîâîãî îòâåòà.
Ïîñêîëüêó çíàíèÿ êàæäîãî èç ïðèñóòñòâóþùèõ ðàçëè÷íû, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ó êàæ-
äîãî èç íèõ åñòü ñâîå, îòëè÷íîå îò äðóãèõ, ïðèáëèçèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíûõ
ðåøåíèÿõ. Ñðåäè ýòèõ ðåøåíèé åñòü òå, êîòîðûå â ñèëó ñïåöèàëèçàöèè êàæäîãî äàííîãî
ýêñïåðòà:

� äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû êàê íåäîïóñòèìûå, ïîñêîëüêó îí ìîæåò êâàëèôèöèðîâàíî
ïðåäñòàâèòü îáîñíîâàíèå èõ íåêîððåêòíîñòè, è

� êàæóòñÿ ïîäõîäÿùèìè, íî îí â íèõ íåäîñòàòî÷íî óâåðåí.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà çðåíèÿ êàæäîãî èç ïðèñóòñòâóþùèõ íà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìî-

æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê åãî ëè÷íûé íàáîð ñîîáðàæåíèé
”
çà“ è

”
ïðîòèâ“, ïðè÷åì

”
çà“ �

äèñêóññèîííû, à
”
ïðîòèâ“ � áåññïîðíû.

Â ïðîöåññå îáñóæäåíèÿ ïðîáëåìû ïðèñóòñòâóþùèå ïðåäñòàâëÿþò ýòè ñâîè
”
çà“ è

”
ïðî-

òèâ“. Ïî õîäó îáìåíà ìíåíèÿìè ìíîæåñòâî
”
çà“ ïîñòåïåííî ñîêðàùàåòñÿ èç-çà èõ íåñîâìå-

ñòèìîñòè ñ êàêèìè-òî èç
”
ïðîòèâ“, à íàáîð

”
ïðîòèâ“ ó êàæäîãî èç ýêñïåðòîâ íàêàïëèâàåòñÿ

çà ñ÷åò çíàêîìñòâà ñ ìíåíèÿìè êîëëåã.
Ïîñêîëüêó â êîíöå îáñóæäåíèÿ ñîâîêóïíîñòü

”
ïðîòèâ“ áóäåò ó âñåõ îäèíàêîâîé (ñóì-

ìàðíîé), òî îíà ìîæåò:
� ëèáî èñêëþ÷èòü âñå îòâåòû (ïðîáëåìà â äàííîé ïîñòàíîâêå íåðàçðåøèìà),
� ëèáî îïðåäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ÷òî ðåàëüíî âîçìîæíî îáû÷íî òîëüêî ïðè

îãðàíè÷åííîì íàáîðå âàðèàíòîâ,
� ëèáî îñòàâèòü íåñêîëüêî (ìíîæåñòâî) àëüòåðíàòèâ, âûáîð èç êîòîðûõ áóäåò îïðåäå-

ëÿòñÿ îòíîøåíèÿìè
”
çà“ ó ðàçíûõ ýêñïåðòîâ.

Åñëè â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îñòàâèòü â ñòîðîíå âûáîð íà îñíîâå íåäîñòàòî÷íî îáîñíî-
âàííûõ îöåíîê

”
çà“, òî ìíîæåñòâî (âîçìîæíî, ïóñòîå) ýòèõ ñîãëàñîâàííûõ àëüòåðíàòèâ è

ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì êîëëåêòèâíîãî óòî÷íåíèÿ ïîçèöèé âñåõ ýêñïåðòîâ.
Òàê êàê êàæäóþ ôîðìàëèçóåìóþ ïðîáëåìó ìîæíî îïèñàòü ìíîæåñòâîì (íàïðèìåð, k)

ïàðàìåòðîâ, òî k -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ áóäåò ñîäåðæàòü âñå âîç-
ìîæíûå òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ âàðèàíòàìè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ñîîòâåòñòâåííî, êàæäûé
ýêñïåðò äåëèò ýòî ïðîñòðàíñòâî íà òó ÷àñòü, êîòîðóþ îí îòâåðãàåò êàê íåàäåêâàòíóþ, è
îñòàëüíóþ, êîòîðàÿ ìîæåò ñîäåðæàòü äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñå÷åíèå
ýòèõ äîïóñòèìûõ ÷àñòåé âñåõ ýêñïåðòîâ ñîäåðæèò îáëàñòü ðåøåíèé çàäà÷è, îïðåäåëÿåìûõ
äàííûì êîíñèëèóìîì ýêñïåðòîâ êàê âîçìîæíûå.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî ââîäíîãî ðàçäåëà ìû ýòó ìåòàôîðó óïðîñòèëè. Â ÷àñòíîñòè,
îñòàâèëè â ñòîðîíå òîò ôàêò, ÷òî ó êàæäîãî ýêñïåðòà îáû÷íî åñòü ðàñïðåäåëåíèå îöåíîê
âàðèàíòîâ

”
çà“ íà òåõ ó÷àñòêàõ k -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîáëåìû, îòâåðãàòü êîòîðûå ó

íåãî íåò îñíîâàíèé. Ìû åùå âåðíåìñÿ ê ýòîìó àñïåêòó ïîèñêà ðåøåíèÿ â ãëàâå 8, à â
îñíîâíîì òåêñòå íàì âïîëíå äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü âñå äîïóñêàåìûå (íå îòâåðãíóòûå)
àëüòåðíàòèâû êàê ðàâíîâîçìîæíûå.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïåðåéäåì îò ìåòàôîðû ê î÷åíü ïðîñòîìó ïðèìåðó, à îò íåãî
ê áîëåå ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêå ïðîáëåìû.

1.2. Íåäîîïðåäåëåííîñòü è Í-ïåðåìåííàÿ. ×òî æå òàêîå Íåäîîïðåäåëåííîñòü?
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ïðîùå âñåãî íà÷àòü ñ áàçîâîãî ïîíÿòèÿ ëþáîé

ôîðìàëüíîé ñèñòåìû � ñ ïåðåìåííîé. Ïðè ýòîì ñòîèò íàïîìíèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàé-
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íåé ìåðå äâà îñíîâíûõ, êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ, ïîíÿòèÿ ïåðåìåííîé: àëãîðèòìè÷åñêàÿ è
êëàññè÷åñêàÿ.

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ è ïîÿâëåíèåì
ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè äåëà, èìåíåì ÿ÷åéêè àáñòðàêòíîé ïàìÿòè, â
êîòîðóþ ìîãóò ïîìåùàòüñÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, ìåíÿþùèåñÿ ïî õîäó èñïîëíåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïðîöåäóðû. Òàêàÿ ïåðåìåííàÿ íå èìååò îòíîøåíèÿ ê íàøåé òåìå è èñêëþ÷àåòñÿ
ïîýòîìó èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Êëàññè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ � áàçîâîå ïîíÿòèå ìàòåìàòèêè � ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðóþ
íåèçâåñòíóþ âåëè÷èíó, ñâÿçàííóþ óñëîâèÿìè çàäà÷è ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè è íåèçâåñòíû-
ìè âåëè÷èíàìè. Ïðè äîñòàòî÷íîé ïîëíîòå óñëîâèé çàäà÷è ñîïîñòàâëåííàÿ äàííîé ïåðåìåí-
íîé âåëè÷èíà, ò. å. åå çíà÷åíèå, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà òî÷íî. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå
êëàññè÷åñêîé ïåðåìåííîé îòðàæàåò íåêîòîðóþ êîíêðåòíóþ, çàäàííóþ óñëîâèÿìè çàäà÷è
ñóùíîñòü, ïðåäñòàâëÿåìóþ â çàäà÷å èìåíåì äàííîé ïåðåìåííîé. Â ðàìêàõ îäíîé çàäà÷è
çíà÷åíèå ïåðåìåííîé íå ìîæåò ìåíÿòüñÿ � îíî ìîæåò áûòü ëèáî íåèçâåñòíî (íå îïðåäåëå-
íî), ëèáî èçâåñòíî (îïðåäåëåíî).

Òàêèì îáðàçîì, òðàäèöèîííàÿ ìàòåìàòèêà îïåðèðóåò ñ ïåðåìåííûìè, íàõîäÿùèìèñÿ â
îäíîì èç äâóõ ñîñòîÿíèé: íå îïðåäåëåíî èëè îïðåäåëåíî.

Íî ïîäîáíîå óïðîùåíèå, ê êîòîðîìó ìû íàñòîëüêî ïðèâûêëè, ÷òî ñ÷èòàåì åãî ñàìî
ñîáîé ðàçóìåþùèìñÿ, ãîäèòñÿ òîëüêî äëÿ àáñòðàêòíîé ôîðìàëüíîé ñèñòåìû.

Äëÿ ëþáîãî ðåàëüíîãî ïàðàìåòðà ðåàëüíîé çàäà÷è:
� Çíà÷åíèå â ïðèíöèïå íå ìîæåò áûòü àáñîëþòíî íåîïðåäåëåííûì, ïîñêîëüêó äëÿ íåãî

âñåãäà èçâåñòíà äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé, îáóñëîâëåííàÿ êàê òèïîì äàí-
íîãî ïàðàìåòðà, òàê è åãî ðîëüþ â êîíêðåòíîé çàäà÷å. Ò. î. â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ íåò
ïåðåìåííûõ ñ îáëàñòüþ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îò ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè äî ïëþñ áåñêîíå÷-
íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, è ïîòîìó, ÷òî áåñêîíå÷íîñòü � ïîíÿòèå àáñòðàêòíîå êàê ïî ñîäåðæà-
íèþ, òàê è â êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèÿõ, ãäå èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îïðåäåëåí,
ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ èìåþò âïîëíå êîíêðåòíûå âåëè÷èíû.

� Îïðåäåëåííûì çíà÷åíèå ìîæåò ñòàòü òîëüêî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è, äà è òî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàäà÷à äîñòàòî÷íî êîíêðåòèçèðîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíî
òî÷íîãî îòâåòà (êîòîðûé, êñòàòè ãîâîðÿ, òîæå âñåãäà îãðàíè÷åí òî÷íîñòüþ êàê çàäà÷è,
òàê è àëãîðèòìà âû÷èñëåíèé).

Äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèå ðåàëüíîãî ïàðàìåòðà çàäà÷è âñåãäà îãðàíè÷åíî (ò. å. ÷à-
ñòè÷íî èçâåñòíî) óæå â ñàìîé åå ôîðìóëèðîâêå, à â ïðîöåññå ðåøåíèÿ îíî äîïîëíèòåëüíî
óòî÷íÿåòñÿ. Ïðè÷åì îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå îíî ïîëó÷àåò òîëüêî â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà (à) óñëîâèÿ çàäà÷è äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîëíû è (á) èìååòñÿ ìåòîä ïîëíîãî ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ðåàëüíîãî ïàðàìåòðà âñåãäà ÷àñòè÷íî èçâåñòíî, ïîñêîëüêó
íàõîäèòñÿ ãäå-òî ìåæäó íå îïðåäåëåíî è îïðåäåëåíî, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
îíî íåäîîïðåäåëåíî.

Òðàäèöèîííàÿ ìàòåìàòèêà èãíîðèðóåò ýòî êëþ÷åâîå îáñòîÿòåëüñòâî, ïîñêîëüêó íå óìå-
åò åãî èñïîëüçîâàòü. Â Í-ìàòåìàòèêå æå îíî ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì è àêòèâíî ðàáîòàåò: åå
ïåðåìåííàÿ (Í-ïåðåìåííàÿ) ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå èç íåäîîïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé (Í-
çíà÷åíèé), êàæäîå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òó èëè èíóþ ïîäîáëàñòü îáëàñòè çíà-
÷åíèé äàííîãî ïàðàìåòðà.

Ôîðìàëüíî Í-çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè
çíà÷åíèé ýòîé ïåðåìåííîé. Ïîñêîëüêó îáû÷íàÿ (òðàäèöèîííàÿ) ïåðåìåííàÿ, ñîïîñòàâëÿå-
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Ðèñ. 1. Îáëàñòü çíà÷åíèé Í-ïåðåìåííîé ∗A, ïðåäñòàâëÿþùåé ïåðåìåííóþ A ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé

A = {a, . . . , z}

ìàÿ ðåàëüíîìó ïàðàìåòðó õ, ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî òî÷íûå çíà÷åíèÿ, òî â Í-ìàòåìàòèêå
åå ïðèõîäèòñÿ ïðåäñòàâëÿòü Í-ïåðåìåííîé *õ, ó êîòîðîé îáëàñòü çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ñîâî-
êóïíîñòüþ âñåõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ òî÷íûõ çíà÷åíèé èç îáëàñòè çíà÷åíèé õ.

Ïðè ýòîì âûðàæåíèå *õ = *à, ãäå *õ � Í-ïåðåìåííàÿ, à *à � åå òåêóùåå Í-
çíà÷åíèå, ïîëó÷àåò ñëåäóþùèé ñìûñë: òî÷íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà õ , ïðåäñòàâëåííîãî
Í-ïåðåìåííîé *õ, ïðèíàäëåæèò ïîäîáëàñòè çíà÷åíèé, ïðåäñòàâëåííîé Í-çíà÷åíèåì *à.

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü Í-çíà÷åíèé Í-ïåðåìåííîé *õ ÿâëÿåòñÿ ïîëóðåøåòêîé, âêëþ-
÷àþùåé êàê âñþ îáëàñòü çíà÷åíèé õ (ìàêñèìàëüíî íåäîîïðåäåëåííîå Í-çíà÷åíèå *õ, êî-
òîðîå áóäåì íàçûâàòü íåîïðåäåëåííûì), òàê è âñå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ýòîé îáëàñòè, �
â ÷àñòíîñòè, è îïðåäåëåííûå (òî÷íûå) çíà÷åíèÿ õ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè îáëàñòüþ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé À ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî À,
òî òàêîé ïåðåìåííîé À áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü Í-ïåðåìåííàÿ *À ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé *À,
ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîéìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ À áåç ïóñòîãî:

∗A = 2A\∅.

Íàïðèìåð, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, ïåðåìåííîé À ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé À, ïðåäñòàâ-
ëåííîé ëàòèíñêèì àëôàâèòîì {a, . . . , z}, ñîïîñòàâëÿåòñÿ Í-ïåðåìåííàÿ *À ñ îáëàñòüþ çíà-
÷åíèé *À, âêëþ÷àþùåé âñå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {a, . . . , z}. Ò. î. âñå îïðåäå-
ëåííûå (îäíîçíà÷íûå) çíà÷åíèÿ, ðàâíî êàê è âñå ìíîæåñòâî {a, . . . , z}, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì Í-çíà÷åíèé *À.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Í-çíà÷åíèå ñïîñîáíî îòðàæàòü ïðîöåññ ðåøåíèÿ ðåàëüíîé çàäà÷è,
ïðè êîòîðîì Í-çíà÷åíèå ðåàëüíîãî ïàðàìåòðà ïðîõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíûå ôàçû äîîïðå-
äåëåíèÿ, ò. å.

� ìîæåò áûòü èñõîäíûì Í-çíà÷åíèåì (âõîäèòü â óñëîâèÿ çàäà÷è),
� ïðîéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîìåæóòî÷íûõ, ïîñëåäîâàòåëüíî óòî÷íÿþùèõñÿ Í-

çíà÷åíèé,
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� ñòàòü ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé ìîæåò îêàçàòüñÿ îäíîçíà÷íûì (åäèíñòâåííîå ðåøåíèå),
ëèáî îñòàíåòñÿ íåîäíîçíà÷íûì, åñëè çàäà÷à áûëà íåäîñòàòî÷íî êîíêðåòíîé è\èëè ìåòîä
åå ðåøåíèÿ íå ìîã îáåñïå÷èòü åå ïîëíîãî ðåøåíèÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òåêóùåå Í-çíà÷åíèå *à Í-ïåðåìåííîé *õ, ïðåäñòàâëÿþùåé ïàðà-
ìåòð õ, ðàâíî ïîäìíîæåñòâó êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé, ëþáîå èç êîòîðûõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ
ïîòåíöèàëüíî ìîæåò ñòàòü òî÷íûì çíà÷åíèåì *õ è õ, îñòàþùèìñÿ ïîêà íåèçâåñòíûì (âåð-
íåå, èçâåñòíûì ñ òî÷íîñòüþ äî äàííîãî Í-çíà÷åíèÿ *à) ââèäó íåäîñòàòêà èíôîðìàöèè. Ïî
õîäó ðåøåíèÿ çàäà÷è, âêëþ÷àþùåé ïàðàìåòð õ, è\èëè ïðè äîáàâëåíèè äîïîëíèòåëüíûõ
äàííûõ åãî Í-çíà÷åíèå ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå îïðåäåëåííûì è â ïðåäåëå ìîæåò äîîïðåäå-
ëèòüñÿ äî òî÷íîãî çíà÷åíèÿ.

Èòàê, äëÿ Í-ìàòåìàòèêè ó÷àñòèå Í-ïåðåìåííîé â âû÷èñëåíèÿõ � ïðîöåññ ìîíîòîí-
íî ñõîäÿùèéñÿ: ëþáàÿ Í-ïåðåìåííàÿ ìîæåò òîëüêî óòî÷íÿòüñÿ, ïðè ýòîì åå òåêóùåå Í-
çíà÷åíèå ñòàíîâèòñÿ âñå ìåíåå íåäîîïðåäåëåííûì, çàìåíÿÿñü íà îäíî èç ñâîèõ ïîäìíî-
æåñòâ.

1.3. Ïðîñòàÿ ñóììà: óáåäèòåñü â ðàçíèöå. Âûøå ìû âûÿñíèëè, ÷òî ëþáîå òåêóùåå
Í-çíà÷åíèå � ýòî õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå è ïðèáëèçèòåëüíàÿ, íî âñåãäà êîððåêòíàÿ îöåíêà
ðåàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà, êîòîðîå íà äàííîì ýòàïå íå îïðåäåëå-
íî áîëåå òî÷íî â êîíòåêñòå èìåþùåéñÿ íåäîñòàòî÷íî ïîëíîé èíôîðìàöèè î ðåçóëüòàòå.
Óòî÷íåíèå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è è\èëè ïðîäâèæåíèå ïðîöåññà åå ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàåò
âñå áîëüøóþ îïðåäåëåííîñòü îöåíêàì çíà÷åíèé èñïîëüçóåìûõ â íåé ïàðàìåòðîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî Í-çíà÷åíèå ÷èñëà (â ãëàâå 6 áóäóò ðàññìîòðåíû ïðèìåðû è äðóãèõ òè-
ïîâ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî:

� Ñïèñêîì (ìíîæåñòâîì) çíà÷åíèé: {−1.5, 0.31, 2.47, . . . , 3.1415}, {4, 5, 7, 8, 9, 12}, . . .
� Èíòåðâàëîì: (0.1, 5.032], [−5, 103], . . .
� Ìóëüòè-èíòåðâàëîì: [−2.3, −0.2; 0.7, 4.6; 7, 31.22;], {[−2.3, −0.2]; [0.7, 4.6]; [7,

31.22];}. . . èëè ñî÷åòàíèåì ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé.
Íàïðèìåð, öåëûé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð õ èìååò íåäîîïðåäåëåííîå çíà÷åíèå {3, 4, 5, 8,

9,12}, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî åãî Í-çíà÷åíèåì â ïðîöåññå äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è è\èëè åå
äîóòî÷íåíèÿ ìîæåò ñòàòü ëþáîå èç ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, â òîì ÷èñëå
è êîíêðåòíûå 3, èëè 4, èëè 5, èëè 8, èëè 9, èëè 12.

Åñëè ýòîò íåäîîïðåäåëåííûé õ ñâÿçàí ñ öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì ó óðàâíå-
íèÿ õ + ó < 7, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî *õ = {3, 4, 5}, à *ó = {1, 2, 3}. Ïðè äîáàâëåíèè
îãðàíè÷åíèÿ ó > 1, îáå ýòè Í-ïåðåìåííûå óòî÷íÿþòñÿ, ïðèíèìàÿ áîëåå îïðåäåëåííûå
Í-çíà÷åíèÿ õ = {3, 4} è ó = {2, 3}.

ßñíî, ÷òî ââåäåíèåì îäíîãî ïîíÿòèÿ Í-ïåðåìåííîé ïðîáëåìà àïïàðàòà, ñïîñîáíîãî
ðàáîòàòü ñ íåäîîïðåäåëåííûìè äàííûìè, íå ðåøàåòñÿ: äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ñîçäàíèå
êîìïëåêñà îïåðàöèé è îòíîøåíèé, ñïîñîáíûõ àäåêâàòíî ðàáîòàòü ñ Í-ïåðåìåííûìè. Ìû
çàéìåìñÿ ýòèì íèæå, âî âòîðîé ãëàâå. Íî ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ôîðìàëüíûì îïðåäå-
ëåíèÿì, ïðîäîëæèì îáñóæäåíèå ïðîáëåìû íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðèìåð (ñì. ðèñ. 2), êîòîðûé ïîçâîëèò î÷åíü íàãëÿäíî �
áóêâàëüíî

”
íà ïàëüöàõ“ � ïîêàçàòü ïðèíöèïèàëüíîå êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó Í-

ìàòåìàòèêîé è òðàäèöèîííîé ìàòåìàòèêîé, îñíîâàííîé íà àëãîðèòìå. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî ðàññìîòðåòü ëþáóþ ïðîñòóþ îïåðàöèþ, íàïðèìåð, ñóììó À = Â + Ñ.

Åñëè À, Â è Ñ òî÷íûå ÷èñëà, íèêàêèõ ïðîáëåì íå âîçíèêàåò: ëþáûå äâà èç íèõ îïðå-
äåëÿþò òðåòüå. Íî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ àðãóìåíòàìè òî÷íûå ÷èñëà
áûâàþò ðåäêî, òàê ÷òî ïåðåéäåì ê ïàðàìåòðàì, çàäàííûì èíòåðâàëàìè: Â = [5, 9] è Ñ =
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Ðèñ. 2. Ïðîñòîé ïðèìåð èíòåðâàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ.

[10, 14]. Òîãäà À îïðåäåëÿåòñÿ êàê [15, 23], ò. å. èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ðåçóëüòàòà
ðàâåí ñóììå èíòåðâàëîâ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ. Ïîñêîëüêó àëãîðèòì � ýòî öå-
ïî÷êà îïåðàöèé, òî ñ êàæäîé èç íèõ øèðèíà èíòåðâàëà ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ áóäåò
íàðàñòàòü è ïðèáëèçèòåëüíîñòü êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ïîäàâëÿþùåãî ìíîæåñòâà çàäà÷
áûñòðî âûéäåò çà ðàìêè ïðàêòè÷åñêîãî ñìûñëà.

Áîëåå òðèäöàòè ëåò äîâîëüíî àêòèâíî ðàçðàáàòûâàåòñÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòåìàòèêà
[14], îïåðèðóþùàÿ ñ èíòåðâàëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà áîëüøóþ âîñòðå-
áîâàííîñòü â èíòåðâàëüíûõ ðàñ÷åòàõ, îíà òàê è íå íàøëà ìàññîâîãî ïðèìåíåíèÿ èìåííî
èç-çà ÷ðåçìåðíîé øèðèíû èíòåðâàëîâ âûõîäíûõ çíà÷åíèé.

Äëÿ èíòåðâàëüíûõ âû÷èñëåíèé âàæíî è òî, ÷òî îáû÷íî ïðàãìàòèêà ðåøàåìîé çàäà-
÷è îãðàíè÷èâàåò îáëàñòè çíà÷åíèé íå òîëüêî àðãóìåíòîâ, íî è äðóãèõ åå ïàðàìåòðîâ, â
÷àñòíîñòè è ðåçóëüòàòà.

Åñëè äëÿ íàøåãî ïðèìåðà À = Â + Ñ çàäàíû èíòåðâàëüíî ëþáûå äâà ïàðàìåòðà, òî
òðåòèé îïðåäåëÿåòñÿ áåç ïðîáëåì. Íî åñëè çàäàíû âñå òðè, òî íàøà ñóììà ïåðåñòàåò áûòü
ôóíêöèåé, à ñòàíîâèòñÿ îòíîøåíèåì (îãðàíè÷åíèåì), âëèÿþùèì íà âñå òðè ñâÿçàííûå èì
Í-ïåðåìåííûå.

Íàïðèìåð, äëÿ íàøåé ñóììû çíà÷åíèå À ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíî èíòåðâàëîì [11, 16]
(ñì. ëåâóþ ñòîðîíó ðèñ. 2). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå À = Â + Ñ òðåáóåò, ÷òîáû
çàäàííûå èíòåðâàëû âñåõ òðåõ ïåðåìåííûõ

”
ñòÿíóëèñü“ äî À = [15, 16], Â = [5, 6] è Ñ =

[10, 11] (ñì. ïðàâóþ ñòîðîíó ðèñ. 2), ïîñêîëüêó ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ èñõîäíûõ èíòåðâàëîâ
îãðàíè÷åíèå ñóììû íå âûïîëíÿåòñÿ.

ßñíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî óæå íå ñ àëãîðèòìîì, à ñ çàäà÷åé, êîòîðàÿ
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì À = Â + Ñ è íàáîðîì èíòåðâàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ À, Â è Ñ.

Òàêèì îáðàçîì, äàæå ýòîò ïðîñòîé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íåîáõîäèìîñòü îïåðèðî-
âàòü ñ ïðèáëèçèòåëüíûìè (íåòî÷íûìè) çíà÷åíèÿìè îáíàðóæèâàåò ãëóáîêîå ðàçëè÷èå â
ïðèêëàäíûõ âîçìîæíîñòÿõ àëãîðèòìà (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé) è ìíîæåñòâå óðàâ-
íåíèé (øèðå � îãðàíè÷åíèé), êîòîðîå ìû ðàññìîòðèì äåòàëüíåå â ãëàâå 4.

Çäåñü æå âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ èíòåðâàëîâ, íî è äëÿ
äðóãèõ òèïîâ Í-çíà÷åíèé. Íàïðèìåð, äëÿ íàøåé ñóììû ïåðåìåííûå À, Â è Ñ ìîãëè áûòü
íå âåùåñòâåííûìè, à öåëûìè è çàäàâàòüñÿ â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâàìè çíà÷åíèé À = {12,
13, 14}, Â = {1, 2, 3} è Ñ = {7, 8, 9, 10}, êîòîðûå äîëæíû áûëè áû ñòÿíóòüñÿ âî ìíîæåñòâà
À = {12, 13}, Â = {2, 3}, Ñ = {9, 10}.

1.4. Îãðàíè÷åíèÿ è ìîäåëè. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ x1, x2 . . . , xk ñ îáëàñòÿìè
çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâåííî Õ1, Õ2, . . . , Õk îãðàíè÷åíèåì C(x1, x2, . . . , xk) íàçûâàåòñÿ ëþáîå
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ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ îáëàñòåé Õ1, Õ2, . . . , Õk. ßñíî, ÷òî ïðè òàêîì îïðå-
äåëåíèè îãðàíè÷åíèåì áóäåò ëþáîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xk �
óðàâíåíèå, íåðàâåíñòâî, ëîãè÷åñêîå âûðàæåíèå, òàáëè÷íàÿ çàâèñèìîñòü è ò. ï., òî åñòü ëþ-
áîå ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå òó èëè èíóþ ïîäîáëàñòü k -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ x1, x2 . . . , xk.

Íàïîìíèì, ÷òî ìîäåëüþ îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ïàðà Õ, C, ãäå Õ åñòü ìíîæåñòâî ïàðàìåò-
ðîâ (ïåðåìåííûõ) x1, x2 . . . , xk ìîäåëè, à Ñ � íåóïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü îòíîøåíèé
(îãðàíè÷åíèé) íà Õ.

Â îáùåì âèäå ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ðàìêàõ constraint programming ôîðìóëèðóåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Äëÿ çàäàííîé ìîäåëèÌ = Õ, C òðåáóåòñÿ íàéòè îáëàñòü ðåøåíèÿ, ò. å. îïðåäåëèòü âñå
íàáîðû çíà÷åíèé <a1, a2, . . . , ak> (ai ∈ Õi), êîòîðûå áû óäîâëåòâîðÿëè âñåì îãðàíè÷åíèÿì
Ñ îäíîâðåìåííî, ò. å. ïðèíàäëåæàëè îáëàñòè ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ îãðàíè÷åíèé â k -ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ Õ= {x1, x2 . . . , xk }.

Òàêèì îáðàçîì, constraint programming îïåðèðóåò ñ ìàêñèìàëüíî äåêëàðàòèâíûì ïî
ñâîåé ñóòè îïðåäåëåíèåì çàäà÷è â ôîðìå îïèñàíèÿ ìîäåëè, à íå àëãîðèòìà åå ðåøåíèÿ
[1, 2].

Â ÷àñòíîñòè, ëþáûå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ìîäåëÿìè è îòíîñÿòñÿ ê ïðîáëåìàì constraint programming, ïðè÷åì äëÿ èõ ðåøåíèÿ â òðà-
äèöèîííîé ìàòåìàòèêå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè
ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ çàäà÷ ýòè ìåòîäû îêàçûâàþòñÿ íåïðèìåíèìûìè,
îñîáåííî åñëè ìîäåëü âêëþ÷àåò è íå÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, à íà÷àëüíûå äàííûå ìîãóò çà-
äàâàòüñÿ ïðèáëèçèòåëüíî â âèäå ìíîæåñòâ è èíòåðâàëîâ, îïðåäåëÿþùèõ äîïóñòèìûå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ.

Âîîáùå ãîâîðÿ, âîçâðàùàÿñü ê íàøåé ìåòàôîðå, íè÷òî íå ìåøàåò ñ÷èòàòü ëþáóþ ìî-
äåëü êîíñèëèóìîì, â êîòîðîì êàæäîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðòîì, âûäåëÿþùèì â ïðî-
ñòðàíñòâå âîçìîæíûõ ðåøåíèé ïîäïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò îãðà-
íè÷åíèþ äàííîãî îòíîøåíèÿ. Èëè, îáðàçíî ãîâîðÿ, óðåçàþùèì âñå ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè
äî ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ Í-ïåðåìåííîé, âíå çàâèñèìîñòè îò åå òèïà, ìîæíî ðàçëè÷àòü äâà
çíà÷åíèÿ:

� ðåàëüíîå íåèçâåñòíîå íàì çíà÷åíèå, êîòîðîå îíà ïðåäñòàâëÿåò, è
� åå òåêóùåå Í-çíà÷åíèå, ÿâëÿþùååñÿ äîñòóïíîé íàì â äàííûé ìîìåíò îöåíêîé ýòîãî

ðåàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
Ïîñêîëüêó ìîäåëü ìîæåò îïèñûâàòü íå òîëüêî ñóùåñòâóþùèå îáúåêòû èëè ïðîöåññû,

íî è ïðîåêòèðóåìûå, òî íåäîîïðåäåëåííîñòü çíà÷åíèé åå ïàðàìåòðîâ â ýòîì ñëó÷àå õà-
ðàêòåðèçóåò ñâîéñòâà âèðòóàëüíûõ îáúåêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Ïðè ýòîì
Í-çíà÷åíèå ìîæåò âûñòóïàòü è â êà÷åñòâå óíàðíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà âû÷èñëÿåìîå çíà÷å-
íèå. Ïðèìåðû: � çäåñü íóæåí ïðîâîä äèàìåòðîì îò 0.25 äî 0.32 ìì; � â ýòîì ðåäóêòîðå
ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïåðåäà÷ó ëèáî êîíè÷åñêóþ ëèáî öèëèíäðè÷åñêóþ (íî íå äðóãîãî
òèïà).

ßñíî, ÷òî îñíîâíàÿ ïðîáëåìà constraint programming è Í-ìîäåëåé ñîñòîèò â òîì, êàê îð-
ãàíèçîâàòü ïðîöåññ ðåøåíèÿ, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìîíîòîííîãî óòî÷íåíèÿ Í-çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ñõîäÿùèõñÿ ê Í-çíà÷åíèÿì, êîòîðûå îïðåäåëåíû ñîâîêóïíîñòüþ îãðà-
íè÷åíèé ìîäåëè. Êàêèì îáðàçîì ðåøàåòñÿ ýòà ïðîáëåìà, áóäåò ðàññìîòðåíî â ãëàâå 3.
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Òàê êàê ñîâîêóïíîñòü ïàðàìåòðîâ ìîäåëè çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì, òî â îòëè÷èå îò àëãî-
ðèòìà, â ìîäåëè íåò àïðèîðíîãî ðàçäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íà âõîäíûå è âûõîäíûå. Èñõîäíàÿ
èíôîðìàöèÿ î ïàðàìåòðàõ, ðàâíî êàê è òðåáîâàíèÿ ê èõ çíà÷åíèÿì â ðàìêàõ ðåøàåìîé
çàäà÷è, çàäàåòñÿ â âèäå óíàðíûõ îãðàíè÷åíèé íà ìíîæåñòâî èõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ðåøàåìîé çàäà÷è ïîëüçîâàòåëü îïðåäåëÿåò, êàêèå èç ïàðà-
ìåòðîâ çàäàíû òî÷íî, êàêèå íå èçâåñòíû ñîâñåì, à êàêèå � ïðèáëèçèòåëüíî. Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è â âèäå ìîäåëè è èñõîäíóþ èíôîðìàöèþ î Í-çíà÷åíèÿõ åå ïàðà-
ìåòðîâ, òåõíîëîãèÿ Í-ìîäåëåé îáåñïå÷èâàåò àâòîìàòè÷åñêîå ñòÿãèâàíèå ïðîñòðàíñòâà Í-
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äî ïîäïðîñòðàíñòâà, âîçìîæíî áëèçêîãî ê ìèíèìàëüíîìó èç
òåõ, êîòîðûå ñîäåðæàò âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ ìîäåëè.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò ðåàëüíûå, à íå àáñòðàêòíûå çàäà÷è, òî ìû ðàññìàòðèâàåì
çäåñü ìîäåëè, ÿâëÿþùèåñÿ ôîðìàëüíûì îïèñàíèåì êàêîãî-òî êîíêðåòíîãî îáúåêòà ìîäå-
ëèðîâàíèÿ, � òåõíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà, ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà, ýêîíîìè÷åñêîé ñòðóêòóðû
è ò. ï. Òðàäèöèîííàÿ ìàòåìàòèêà ïðåäëàãàåò ñåãîäíÿ ìåòîäû ðåøåíèé òîëüêî äëÿ î÷åíü
÷àñòíûõ êëàññîâ ìîäåëåé, êàê ïðàâèëî îäíîðîäíûõ ïî íàáîðó ïàðàìåòðîâ è òèïó îãðà-
íè÷åíèé. À òàê êàê àäåêâàòíàÿ ìîäåëü ðåàëüíîãî îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ êîìïëåêñîì ïà-
ðàìåòðîâ ñàìûõ ðàçíûõ òèïîâ, ñâÿçàííûõ ðàçëè÷íûìè îòíîøåíèÿìè, òî äî ïîñëåäíåãî
âðåìåíè òàêàÿ ìîäåëü îáû÷íî îñòàâàëàñü íå áîëåå ÷åì ôîðìàëüíîé ñïåöèôèêàöèåé îáú-
åêòà ìîäåëèðîâàíèÿ òîãî èëè èíîãî óðîâíÿ àïïðîêñèìàöèè è áûëà ïðèãîäíà òîëüêî äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå ïóáëèêàöèîííîé èëëþñòðàöèè.

Ðàäèêàëüíîå èçìåíåíèå, âíåñåííîå òåõíîëîãèåé Í-ìîäåëåé â âû÷èñëèòåëüíóþ ìàòåìà-
òèêó, ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà äåëàåò ëþáóþ ìîäåëü àêòèâíîé. Ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ êîìïüþ-
òåðíîé ìîäåëüþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ (â ïðåäåëå,
âñåõ) çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê îïèñàííîìó åþ îáúåêòó. Ïðè ýòîì ïîñòàíîâêà òîé èëè èíîé çà-
äà÷è êîíêðåòèçèðóåòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ â ìîäåëü îãðàíè÷åíèé íà äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ
÷àñòè èëè âñåõ ïàðàìåòðîâ è/èëè ôîðìóëèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé ìåæäó íèìè.

Ðåàëüíûå ìåòîäû constraint programming îñîáåííî ïîëåçíû òàì, ãäå êîí÷àþòñÿ âîçìîæ-
íîñòè îáû÷íîé ìàòåìàòèêè. Ñðåäè íàèáîëåå èçâåñòíûõ çàðóáåæíûõ ñèñòåì, ðåàëèçóþùèõ
ïàðàäèãìó ïðîãðàììèðîâàíèÿ â îãðàíè÷åíèÿõ, ìîæíî îòìåòèòü Prolog III [17], CLP(R)
[18], CLP(BNR) [19], clp(FD) [20], CHIP [21], ILOG Solver [22], Newton [23] è äð.

1.5. Íîâîå êà÷åñòâî ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåìûé çäåñü ïîäõîä ðàäèêàëü-
íî ìåíÿåò òåõíîëîãèþ ðåøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷, îáåñïå÷èâàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òðà-
äèöèîííûìè ìåòîäàìè öåëûé êîìïëåêñ êà÷åñòâåííî íîâûõ âîçìîæíîñòåé, èç êîòîðûõ îñ-
íîâíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

� ÷èñëî ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè ìîæåò áûòü íå ðàâíî ÷èñëó îãðàíè÷åíèé, â òîì ÷èñëå
è óðàâíåíèé (âîçìîæíû íåäîîïðåäåëåííûå è ïåðåîïðåäåëåííûå ñèñòåìû);

� ìîäåëü íå äåëèò ñâîè ïàðàìåòðû íà âõîäíûå è âûõîäíûå, îíà ñèììåòðè÷íà ïî
îòíîøåíèþ ê íèì, ïîñêîëüêó â ìîäåëè âñå îíè âçàèìîçàâèñèìû;

� ìîäåëü îïðåäåëÿåò íå îòäåëüíûå ðåøåíèÿ, à âñþ îáëàñòü ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ îòíîøåíèÿì ìîäåëè;

� ïåðåìåííûå â îäíîé ìîäåëè ìîãóò èìåòü ðàçíûå òèïû − íàïðèìåð, öåëûå è âå-
ùåñòâåííûå ÷èñëà (â òîì ÷èñëå è ñèñòåìû òîëüêî ñ öåëî÷èñëåííûìè ïåðåìåííûìè), à
òàêæå è íå÷èñëîâûå òèïû: ëîãè÷åñêèå, ìíîæåñòâà, ñèìâîëüíûå è äð.;

� ìîäåëü ìîæåò âêëþ÷àòü ëþáûå êëàññû îòíîøåíèé, çàäàâàåìûõ äëÿ òèïîâ ñâÿçû-
âàåìûõ èìè ïàðàìåòðîâ; òàê äëÿ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ íàðÿäó ñ ëþáûìè (ëèíåéíûìè,
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íåëèíåéíûìè, òðàíñöåíäåíòíûìè è äð.) óðàâíåíèÿìè è íåðàâåíñòâàìè âîçìîæíî èñ-
ïîëüçîâàíèå ëîãè÷åñêèõ âûðàæåíèé è òàáëè÷íûõ çàâèñèìîñòåé;

� ëþáûå ïàðàìåòðû îòíîøåíèé â ìîäåëÿõ (ïåðåìåííûå, êîýôôèöèåíòû, êîíñòàíòû,
ïîêàçàòåëè) òàêæå ìîãóò áûòü íåäîîïðåäåëåííûìè, ò. å. çàäàííûìè â âèäå èíòåðâàëîâ
èëè ñïèñêîâ çíà÷åíèé;

� íå òðåáóåòñÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ;
� ìîãóò âîîáùå îòñóòñòâîâàòü ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ.
Åñëè åùå ðàç âåðíóòüñÿ ê ìåòàôîðå êîíñèëèóìà, ñ êîòîðîé ìû íà÷àëè ýòó ãëàâó, òî

Í-ìîäåëè îáëàäàþò îáùèì óíèêàëüíûì êà÷åñòâîì: îíè ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü îáúåêò ìî-
äåëèðîâàíèÿ êàê ñîâîêóïíîñòü íåçàâèñèìûõ îãðàíè÷åíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìîäåëü
êîëëåêòèâíûìè óñèëèÿìè àâòîíîìíûõ ýêñïåðòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ êâàëèôèöèðîâàííî
îïèñûâàåò ñâîþ ÷àñòü çíàíèé îá îáúåêòå, íî ìîæåò èìåòü ëèøü âåñüìà ïðèáëèçèòåëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå î íåì â öåëîì.

Áîëåå òîãî, ïîëíîöåííàÿ Í-ìîäåëü ìîæåò ñîçäàâàòüñÿ óñèëèÿìè îäíîãî ýêñïåðòà, êîòî-
ðûé êîððåêòíî îïèñûâàåò ÷àñòè, íå èìåÿ äîñòàòî÷íî ïîëíîãî çíàíèÿ î öåëîì. Â ðåçóëüòàòå,
àêòèâíûå çíàíèÿ Í-ìîäåëè ìîãóò ïðåâîñõîäèòü çíàíèÿ åå ñîçäàòåëÿ (ñîçäàòåëåé).

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû âûÿñíèëè äâà îñíîâíûõ ðàçëè÷èÿ
Í-ìàòåìàòèêè îò ïðèâû÷íîé òðàäèöèîííîé:

� Òðàäèöèîííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà ðåøàåò çàäà÷è íà îñíîâå àëãîðèòìè÷å-
ñêîãî ïîäõîäà, à Í-ìàòåìèêà îïåðèðóåò ìîäåëÿìè;

� Ïîíÿòèå ïåðåìåííîé â Í-ìàòåìàòèêå ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèîííîé
êëàññè÷åñêîé ïåðåìåííîé.

Ñîîòíîøåíèåì àëãîðèòìà è ìîäåëè ìû çàéìåìñÿ ñïåöèàëüíî â ãëàâå 3, à â äàííîé ãëàâå
äîîïðåäåëèì Í-ïåðåìåííóþ è ââåäåì ïîíÿòèÿ Í-ðàñøèðåíèÿ, Í-îïåðàöèè è Í-îòíîøåíèÿ.

2.1. Í-ïåðåìåííàÿ è Í-ðàñøèðåíèå. Â ï. 1.2 ìû ñðàâíèëè äâà îñíîâíûõ ïîíÿòèÿ ïå-
ðåìåííîé � àëãîðèòìè÷åñêîé è êëàññè÷åñêîé. Ïåðâàÿ â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò ïðÿìîãî
îòíîøåíèÿ ê ïàðàìåòðàì îáúåêòà ðàñ÷åòîâ, íî ìîæåò ìåíÿòü çíà÷åíèå â õîäå ïðîöåññà
âû÷èñëåíèé. Âòîðàÿ íàîáîðîò, ïðÿìî ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðó îáúåêòà, íî ïîëó÷àòü çíà-
÷åíèå ìîæåò îäèí ðàç � â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ìû óæå óáåäèëèñü, ÷òî Í-ïåðåìåííàÿ ñîäåðæàòåëüíî ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ è îò
òîé è îò äðóãîé. Ñ îäíîé ñòîðîíû, Í-ïåðåìåííàÿ, êàê è êëàññè÷åñêàÿ, ñòàâèòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèå êîíêðåòíîìó ïàðàìåòðó îáúåêòà ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñ äðóãîé, åå íåäîîïðåäåëåííîå
çíà÷åíèå â îáùåì ñëó÷àå óòî÷íÿåòñÿ, ò. å. ìåíÿåòñÿ, â õîäå ðåøåíèÿ. Ýòî ðàäèêàëüíî èç-
ìåíÿåò ñàì àïïàðàò åå èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ.

Òàê ÷òî ââåäåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé Í-ìàòåìàòèêè ïðèäåòñÿ íà÷àòü ñ çàâåðøåíèÿ ðàñ-
ñìîòðåíèÿ îñîáîãî ñîäåðæàíèÿ Í-ïåðåìåííîé, êîòîðîå îòðàæàåòñÿ íå òîëüêî íà îáëàñòè
åå çíà÷åíèé, íî è íà åå ïðàãìàòèêå.

Âûøå óæå óïîìèíàëîñü, ÷òî â Í-ìàòåìàòèêå âûðàæåíèÿ *õ = *à1 (ãäå *õ ýòî Í-
ïåðåìåííàÿ, à *à1 � åå Í-çíà÷åíèå) ïîëó÷àåò ñëåäóþùèé ñìûñë: çíà÷åíèå ïåðåìåííîé õ,
ïðåäñòàâëåííîé Í-ïåðåìåííîé *õ, ïðèíàäëåæèò ïîäîáëàñòè çíà÷åíèé õ, ïðåäñòàâëåííîé
Í-çíà÷åíèåì *à1.

Ïðè ýòîì â ïðîöåññå Í-âû÷èñëåíèé êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò îïåðàöèÿ ïðèñâàèâàíèÿ:
ïðè *õ = *à1 ïðèñâîåíèå *õ := *à2 èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: çíà÷åíèå
õ ïðèíàäëåæèò êàê ïîäîáëàñòè *à1 , òàê è ïîäîáëàñòè *à2, ò. å. ðåçóëüòàò ïðèñâîåíèÿ
òàêèì îáðàçîì ïðèíàäëåæèò îäíîâðåìåííî îáîèì ýòèì îáëàñòÿì è îïðåäåëÿåòñÿ, ñëåäî-
âàòåëüíî, êàê *õ = *à1 ∩ *à2 . Íàïðèìåð, äëÿ Í-÷èñåë, ïðåäñòàâëåííûõ èíòåðâàëàìè,
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Ðèñ. 3. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàöèè ïðèñâàèâàíèÿ

ýòî âûãëÿäèò, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3., ò. å. âåðõíÿÿ (ïðàâàÿ) ãðàíèöà íîâîãî çíà÷åíèÿ *x
ðàâíàmin âåðõíèõ (ïðàâûõ) ãðàíèö *a1 è *a2, à íèæíÿÿ (ëåâàÿ) ãðàíèöà íîâîãî çíà÷åíèÿ
*x ðàâíà max íèæíèõ (ëåâûõ) ãðàíèö *a1 è *a2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè èíòåðâàëû íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ïî ïðèâåäåííûì âûøå ôîðìóëàì
ïîëó÷èì ðåçóëüòèðóþùèé èíòåðâàë, â êîòîðîì íèæíÿÿ (ëåâàÿ) ãðàíèöà áîëüøå âåðõíåé
(ïðàâîé), ò. å. ïðîòèâîðå÷èå, � ÷òî ãîâîðèò îá îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ.

Îïåðàöèÿ ïðèñâàèâàíèÿ äëÿ Í-ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì êîìïîíåíòîì àïïàðàòà
Í-ìîäåëåé, îáåñïå÷èâàþùèì ïðîöåññ ðåøåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî â åãî ðàìêàõ ëþáàÿ Í-
ïåðåìåííàÿ ìîæåò òîëüêî óòî÷íÿòüñÿ è âåñü ïðîöåññ ñòÿãèâàíèÿ k -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì.

2.2. Í-îïåðàöèÿ è Í-îòíîøåíèå. Âîçìîæíîñòü îïåðèðîâàòü ñ Í-ïåðåìåííûìè îòíîñèò-
ñÿ íå òîëüêî ê âû÷èñëèòåëüíîé àëãåáðå è ïàðàìåòðàì-÷èñëàì. Ëþáîé ôîðìàëüíîé ñèñòå-
ìå ìîæíî ñîïîñòàâèòü åå íåäîîïðåäåëåííîå ðàñøèðåíèå (Í-ðàñøèðåíèå), êîòîðîå âêëþ÷àåò
êàê ñîîòâåòñòâóþùèé òèï Í-ïåðåìåííîé (ëîãè÷åñêèé äëÿ àëãåáðû ëîãèêè, ìíîæåñòâà äëÿ
òåîðèè ìíîæåñòâ, è ò. ï.), òàê è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñøèðåíèå îïåðàöèé (Í-îïåðàöèè) è
îòíîøåíèé (Í-îòíîøåíèÿ) èñõîäíîé ôîðìàëüíîé ñèñòåìû.

Êàæäîé k -ìåñòíîé îïåðàöèè f íàä îáû÷íûìè çíà÷åíèÿìè a1, . . . , ak, ïðèíàäëåæàùèìè
ñîîòâåòñòâåííî îáëàñòÿì A1, . . . , Ak:

f : A1, . . . , Ak → Ak+1

ñîïîñòàâèì åå Í-ðàñøèðåíèå íàä ñîîòâåòñòâóþùèìè Í-çíà÷åíèÿìè (Í-îïåðàöèÿ è Í-
ïåðåìåííûå äàëåå, êàê è âûøå, îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé):

∗f : ∗A1, . . . ,
∗Ak → Ak+1,

ðåçóëüòàò êîòîðîé äëÿ ëþáîãî íàáîðà Í-çíà÷åíèé *a1,. . . ,*ak îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé îïåðàöèè f äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé a1,. . . , ak, ïðèíàäëåæàùèõ
Äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ *a1 ×. . .× *ak. Ò.å.

*f (*a1,. . . ,*ak) = { f (a1, . . . , ak) | ai ∈*ai, i = 1,. . . , k }.
Íàïðèìåð, Í-ðàñøèðåíèþ îïåðàöèè x:= z � ó íàä Í-çíà÷åíèÿìè *y = {7, 8,} è *z =

{12, 13, 14} ñîîòâåòñòâóåò Í-îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ, êîìáèíèðóþùàÿ âñå çíà÷åíèÿ *y è *z è
äàþùàÿ â ðåçóëüòàòå çíà÷åíèå *x = {4, 5, 6, 7} .

Ïîñêîëüêó Í-ìàòåìàòèêà îïåðèðóåò ñ ìîäåëÿìè, à îíè, êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå,
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû îòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ (ò. å. Í-
ïåðåìåííûõ) äàííîé çàäà÷è, òî íàì íåîáõîäèìî òàêæå ïîçíàêîìèòüñÿ ñ Í-ðàñøèðåíèÿìè
îòíîøåíèé.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, âñÿêîå îòíîøåíèå r (à1,. . . , àk) îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ïîäìíîæå-
ñòâî Äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ îáëàñòåé çíà÷åíèé A1 õ. . . õ Ak. Îíî ìîæåò èíòåðïðåòèðî-
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Ðèñ. 4. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèÿ r(x, y)

âàòüñÿ íàáîðîì ôóíêöèé ài = f i (à1, . . . , ài-1, ài+1, . . . , àk), îòîáðàæàþùèõ ïîäìíîæåñòâî
r (à1,. . . , àk) íà îáëàñòè çíà÷åíèé êàæäîé èç ïåðåìåííûõ à1,. . . , àk.

Íà ðèñ. 4 òåëî îòíîøåíèÿ r(x, y) èíòåðïðåòèðóåòñÿ ôóíêöèè y = f ′(x), ñîïîñòàâëÿ-
þùåé êàæäîìó x1 â îáùåì ñëó÷àå èíòåðâàë [y2, y1]. Àíàëîãè÷íà è âòîðàÿ ôóíêöèÿ èí-
òåðïðåòàöèè x = f ′′(y). Äëÿ îòíîøåíèé, îïðåäåëåííûõ â ñèìâîëüíîì âèäå � íàïðèìåð,
óðàâíåíèé � ôóíêöèè èíòåðïðåòàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè âûðàæåíèÿìè, ïðåä-
ñòàâëÿþùèìè êàæäóþ ïåðåìåííóþ ÿâíî ÷åðåç îñòàëüíûå.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèþ x+ y − z = 0 ñîîòâåòñòâóþò òðè ôóíêöèè èíòåðïðåòàöèè:

z := x+ y; x := z − y; y := z − x;

Òàêèì îáðàçîì, Í-îòíîøåíèå ∗r(∗x1, . . . ,
∗xk) èíòåðïðåòèðóåòñÿ k Í-ôóíêöèÿìè

∗xi =
∗Fi(

∗x1, . . . ,
∗xi−1,

∗xi+1, . . . ,
∗xk), i = 1, . . . , k

ãäå êàæäàÿ Í-ôóíêöèÿ
∗Fi(

∗x1, . . . ,
∗xi−1,

∗xi+1, . . .,
∗xk)

ðåàëèçóåò Í-îïåðàöèþ
∗fi(

∗a1, . . .,
∗ai−1,

∗ai+1, . . .,
∗ak),

ïðè âñåõ ∗xj =
∗aj.

Åñëè çíà÷åíèå ÷èñëîâîé Í-ïåðåìåííîé ∗x ïðåäñòàâëÿòü èíòåðâàëîì [x−, x
−], ãäå x− �

ìèíèìóì, à x− � ìàêñèìóì Í-çíà÷åíèÿ ∗x, òî óðàâíåíèå íàøåãî ïðèìåðà

x+ y − z = 0

áóäåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ øåñòüþ ôóíêöèÿìè èíòåðâàëüíîé àëãåáðû [14]:

z− := x− + y−; z− := x− + y−;
x− := z− − y−; x− := z− − y−;
y− := z− − x−; y− := z− − x−.

3. Èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð. 3.1. K-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè. Íàïîìíèì, ÷òî
ìíîæåñòâó À ïàðàìåòðîâ-ïåðåìåííûõ ìîäåëè, ñîñòîÿùåìó èç k ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóåò
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Ðèñ. 5. Ïàðàëëåëåïèïåä îáëàñòè ðåøåíèÿ: îòîáðàæåíèå â òðåõìåðíîé ïðîåêöèè

k -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì îáëàñòåé çíà÷åíèé âñåõ
ïåðåìåííûõ äàííîãî ìíîæåñòâà À. Òî÷êè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà îòîáðàæàþò âñå k -ìåðíûå
íàáîðû çíà÷åíèé âñåõ ïåðåìåííûõ À. Ñîîòâåòñòâåííî, êàæäàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåò â ïðî-
ñòðàíñòâå çíà÷åíèé ñâîèõ ïàðàìåòðîâ íåêîòîðîå òåëî � îáëàñòü ðåøåíèé � îáðàçîâàííîå
òî÷êàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè âñåì îòíîøåíèÿì äàííîé ìîäåëè.

Åñëè ìîäåëü ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà, åå îáëàñòü ðåøåíèé ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷-
êè. Åñëè îíà ïðîòèâîðå÷èâà, îáëàñòü ðåøåíèé ïóñòà. È, íàêîíåö, â îáùåì ñëó÷àå, ïðè
íåäîîïðåäåëåííîé ñèñòåìå îòíîøåíèé îíà ñîäåðæèò ìíîæåñòâî òî÷åê èëè öåëûå ãèïåð-
òåëà. Ïðîåêöèè îáëàñòè ðåøåíèé íà êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ çàäàþò èõ îáëàñòè çíà÷åíèé
äëÿ äàííîé ìîäåëè.

Äîáàâëåíèå ê ìîäåëè M ëþáîãî äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëÿåò ìîäåëü M ′,
îáëàñòü ðåøåíèé êîòîðîé, êàê î÷åâèäíî, âëîæåíà â îáëàñòü ðåøåíèé èñõîäíîé ìîäåëè M .
Ñîîòâåòñòâåííî, îáëàñòè çíà÷åíèé ÷àñòè èëè âñåõ ïàðàìåòðîâ âíóòðè M ′ â îáùåì ñëó÷àå
óæå, ÷åì âíóòðè M .

Åñëè îãðàíè÷åíèå çàäàåòñÿ ñóæåíèåì îáëàñòè çíà÷åíèé êàêîãî-ëèáî èç ïàðàìåòðîâ, òî
èç îáëàñòè ðåøåíèé ìîäåëè óáèðàþòñÿ ÷àñòè, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ïîïàäàåò â èñêëþ÷åí-
íóþ çîíó çíà÷åíèé äàííîãî ïàðàìåòðà. Íàïðèìåð, ïðè çàäàíèè îãðàíè÷åíèÿ, ñóæàþùå-
ãî èíòåðâàë çíà÷åíèé ÷èñëîâîé ïåðåìåííîé èçìåíåíèåì îäíîé èç åãî ãðàíèö, îò îáëàñòè
ðåøåíèé èñêëþ÷àåìàÿ ÷àñòü îòñåêàåòñÿ (k − 1)-ìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç íîâóþ ãðàíèöó èíòåðâàëà. Ïîäîáíûå îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè äëÿ ìíîãèõ
ïðèëîæåíèé, ïðåäñòàâëÿÿ, íàïðèìåð, òåõíè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ äëÿ òðàíñôîðìàòîðà èëè
ôèíàíñîâûå óñëîâèÿ äëÿ èíâåñòèöèîííîãî ïðîåêòà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàèáîëåå ïðîñòîé ôîðìîé îòðàæåíèÿ k -ìåðíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ÿâëÿåòñÿ k -ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä A1 õ. . . õ Ak , ãäå Ài � ïðîåêöèÿ îáëàñòè ðåøåíèÿ
íà îáëàñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííîé õi. Íà ðèñ. 5 òàêîé ïàðàëëåëåïèïåä èçîáðàæåí â òðåõ-
ìåðíîé ïðîåêöèè.

Êîíå÷íî, òàêîé ïàðàëëåëåïèïåä äàåò äîñòàòî÷íî ãðóáîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè ðåøåíèÿ,
íî äðóãîãî ïðîñòîãî è íàãëÿäíîãî ñïîñîáà îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè ðåøåíèÿ äëÿ k áîëüøå
äâóõ íåò, äà è òîò ãîäèòñÿ òîëüêî äëÿ ìîäåëåé ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè, ïðåäñòàâëÿå-
ìûìè èíòåðâàëàìè.
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Ðèñ. 6. Íà÷àëüíàÿ îöåíêà ïåðåìåííîé Ðèñ. 7. Ïðîåêöèÿ F1 íà ïåðåìåííóþ y

Ðèñ. 8. Ïðîåêöèÿ F2 íà ïåðåìåííóþ x
Ðèñ. 9. Ïðîöåññ ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû

óðàâíåíèé

Ïîñêîëüêó ìîäåëü ìîæåò âêëþ÷àòü óíàðíûå îãðàíè÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ îò-
äåëüíûõ ïåðåìåííûõ, òî ýòè îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëÿþò â ÿâíîé ôîðìå íà÷àëüíîå K -ìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, âêëþ÷àþùåå îáëàñòü ðåøåíèé äàííîé ìîäåëè.

Í-ìàòåìàòèêà ðåàëèçóåò äëÿ êàæäîé ìîäåëè óíèâåðñàëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ,
ñæèìàþùèé íà÷àëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äî k -ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ñîäåðæàùåãî âñå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Íèæå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåð âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, ïîðîæäàå-
ìîãî Í-ìîäåëüþ àëãåáðàè÷åñêîãî òèïà.

3.2. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîñòîé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé èñïîëüçóåìûé â
Í-ìîäåëÿõ ïðîöåññ âûâîäà. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû èç äâóõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:

F1 : y = x− 1; F2 : 4x+ 3y = 12.

Ãðàôèêè ýòèõ óðàâíåíèé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 6 è 7.
Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåÿâíóþ ôóíêöèþ îò ïåðåìåí-

íûõ x è y. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà íà÷àëüíàÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x < 4.
Èäåÿ íåäîîïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî òåêóùåé îöåíêå ïîî÷åðåäíî
âû÷èñëÿþòñÿ ïðîåêöèè ôóíêöèé F1 è F2 íà x è y. Íàïðèìåð, ïðîåêöèÿ F1 íà y äëÿ x = 4
ðàâíÿåòñÿ 3 (ñì. ðèñ. 6).



18 Ëèñòàÿ ñòàðûå ñòðàíèöû

Òåïåðü, åñëè äëÿ y = 3 âû÷èñëÿòü ïðîåêöèþ F2 íà x, òî ïîëó÷èì çíà÷åíèå x = 0.75,
à F1 ïðè ýòîì çíà÷åíèè îïðåäåëÿåò = −0.25. Ðåçóëüòàò òàêîé ïðîåêöèè èçîáðàæåí íà
ðèñ. 7. Â ñâîþ î÷åðåäü F2 ïðè ýòîì çíà÷åíèè îïðåäåëÿåò = 3.0625 (ñì. ðèñ. 8).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû øàã çà øàãîì ïî ñïèðàëè àâòîìàòè÷åñêè ïðèáëèæàåìñÿ
ê èñêîìîìó ðåøåíèþ (ñì. ðèñ. 9).

Î÷åâèäíî, ÷òî íà÷àëüíîå îãðàíè÷åíèå x < 4 ïîðîæäàåò äâå ñïèðàëè � îäíà îò ïîäñòà-
íîâêè x = 4 â F1 è äðóãàÿ � â F2. Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå õ = [à1, à2] ïîðîæäàåò
÷åòûðå ñïèðàëè, à äîáàâëåíèå ê íåìó îãðàíè÷åíèÿ ó = [â1, â2] äîâîäèò ÷èñëî ñïèðàëåé äî
âîñüìè, ïðè÷åì îíè âçàèìîäåéñòâóþò: ÷àñòü èõ çàêðó÷èâàåòñÿ, êàê ðàññìîòðåííàÿ, äðó-
ãèå � ðàñêðó÷èâàþòñÿ (ïðè ýòîì ðàñêðó÷èâàíèå àâòîìàòè÷åñêè áëîêèðóåòñÿ ìåõàíèçìîì,
îáåñïå÷èâàþùèì ìîíîòîííîñòü ïðîöåññà îáùåãî ñòÿãèâàíèÿ � ñì. ãëàâó 5).

Íàïîìíèì, ÷òî ïàðàìåòðû ðåàëüíûõ çàäà÷ âñåãäà èìåþò íà÷àëüíûå îöåíêè ãðàíèö èõ
çíà÷åíèé. Ýòî èìååò ìåñòî äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èñõîäíûå îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü
çíà÷åíèé òîãî èëè èíîãî ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà íå çàäàíû ÿâíî, ïîñêîëüêó îöåíêà çíà÷åíèÿ
îò ìèíóñ äî ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè âñåãäà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ìàøèíå äâóìÿ êîíêðåòíûìè
÷èñëàìè � ìàêñèìàëüíûìè ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿìè ÷èñëà â äàííîì
êîìïüþòåðå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ k èíòåðâàëüíûõ Í-ïåðåìåííûõ âñåãäà îäíîâðåìåííî áóäóò ïà-
ðàëëåëüíî ðåàëèçîâàòüñÿ 4*k ñïèðàëåé, êîòîðûå ñîîáùà ìîíîòîííî (â îáùåì ñëó÷àå, 2*k
çàêðó÷èâàþùèõñÿ òî÷åê) ñòÿãèâàþòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó, íåçàâèñèìî îò ïî-
ðÿäêà âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ øàãîâ.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ñèñòåìà èìåëà îäíî ðåøåíèå. Îäíàêî â ñëîæíûõ çàäà÷àõ
ðåøåíèé ìîæåò áûòü íåñêîëüêî èëè äàæå ìíîãî, � â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíè ìîãóò îáðà-
çîâûâàòü îáëàñòü ðåøåíèé èëè ñèñòåìó òàêèõ îáëàñòåé â K -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè.
Ïðè ýòîì ïðîöåññ ðåøåíèÿ áóäåò ñóæàòü k -ìåðíûé ïàðàëëåïèïåä, îõâàòûâàþùèé ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ñèñòåìó îáëàñòåé.

Ïðîäîëæåíèå ñëåäóåò.
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áîëåå 200 íàó÷íûõ ðàáîò.

À.Ñ. Íàðèíüÿíè â 1963 ã. îêîí÷èë Ìîñ-
êîâñêèé èíæåíåðíî-ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò. Ñ
1964 ã. ïî 1988 ã. ðàáîòàë â Âû÷èñëèòåëüíîì
Öåíòðå ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, ãäå â 1971 ã. ïîä ðó-
êîâîäñòâîì àêàäåìèêà À.Ï. Åðøîâà çàùèòèë
äèññåðòàöèþ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàí-
äèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê íà òåìó

”
Àñèíõðîííûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû íàä
ïàìÿòüþ“. Â 1972 ã. À.Ñ. Íàðèíüÿíè îáðàòèë-
ñÿ ê íîâîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé � èñ-
êóññòâåííîìó èíòåëëåêòó. Â 1973 ã. â ÂÖ ÑÎ
ÀÍ ÑÑÑÐ ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì áûëà ñîçäà-
íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ ãðóïïà ïî èñêóñ-
ñòâåííîìó èíòåëëåêòó, ïðåîáðàçîâàííàÿ â 1978
ã. â ëàáîðàòîðèþ. Ñ 1988 ã. � ãåíåðàëüíûé äè-
ðåêòîð ãîñóäàðñòâåííîé íàó÷íîé ôèðìû

”
Èí-

òåëëåêòóàëüíûå Òåõíîëîãèè“ (Ìîñêâà � Íîâî-
ñèáèðñê). Ñ 1992 ã. ïî 2002 ã. âîçãëàâëÿë ñîçäàí-
íûé ïî åãî èíèöèàòèâå Ðîññèéñêèé ÍÈÈ èñêóñ-
ñòâåííîãî èíòåëëåêòà â Ìîñêâå. Ñ 2003 ã. � ãå-
íåðàëüíûé äèðåêòîð ôèðìû

”
ÈíòåëëèÒåê“.

Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ À.Ñ. Íàðèíüÿ-
íè áûëà âåñüìà îáøèðíîé � ïàðàëëåëüíûå âû-
÷èñëåíèÿ, ïðåäñòàâëåíèå çíàíèé, èíòåëëåêòó-
àëüíûå òåõíîëîãèè, êîìïüþòåðíàÿ ëèíãâèñòè-
êà, ïðîãðàììèðîâàíèå â îãðàíè÷åíèÿõ. Â êàæ-
äîé èç ýòèõ îáëàñòåé îí îñòàâèë çàìåòíûé ñëåä.

À.Ñ. Íàðèíüÿíè îòêðûë òàêîå ÿâëåíèå â
ïðåäñòàâëåíèè çíàíèé êàê ÍÅ-ôàêòîðû è ïî-
äðîáíî åãî èññëåäîâàë, óäåëèâ îñîáîå âíèìà-

íèå îäíîìó èç íàèáîëåå âàæíûõ ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ÍÅ-ôàêòîðîâ � íåäîîïðåäåëåí-
íîñòè. Íà åãî îñíîâå ïîñòðîåí íîâûé ìàòåìà-
òè÷åñêèé àïïàðàò � íåäîîïðåäåëåííûå ìîäåëè
(Í-ìîäåëè), êîòîðûå ïîçâîëÿþò îáðàáàòûâàòü
íåòî÷íûå (îïðåäåëåííûå ñ çàäàííîé ïîãðåøíî-
ñòüþ) è íåäîîïðåäåëåííûå (çàäàííûå ïðèáëè-
çèòåëüíî îáëàñòüþ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé) çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Äëÿ ðåàëèçàöèè Í-
ìîäåëåé À.Ñ. Íàðèíüÿíè ïðåäëîæèë óíèâåð-
ñàëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé
ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü äàííûé ïîäõîä ê ñà-
ìûì ðàçëè÷íûì êëàññàì çàäà÷. À.Ñ. Íàðèíüÿ-
íè óäåëÿë áîëüøîå âíèìàíèå ïðèìåíåíèþ Í-
ìîäåëåé äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Â
1990�2000-õ ãã. íà îñíîâå ýòîãî àïïàðàòà áûë ñî-
çäàí ðÿä ïðèêëàäíûõ è èíñòðóìåíòàëüíûõ ñè-
ñòåì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â îáëàñòè èíæåíåðíûõ
ðàñ÷åòîâ, ôèíàíñîâ, êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâà-
íèÿ è äð.

Alexander Semenovich Narinyani

(02.11.1937�26.04.2010) is one of the leading
Soviet and Russian scientists in the �eld of
arti�cial intelligence, a full member of the Russian
Academy of Natural Sciences, a vice president of
the Soviet and Russian Association of Arti�cial
Intelligence, the author of more than 200 scienti�c
papers.

In 1963 he graduated from the Moscow
Engineering Physics Institute. From 1964 to 1988
he worked at the Computing Center of the Siberian
Branch of the USSR Academy of Sciences, where
in 1971, under the guidance of Academician A.P.
Ershova defended his thesis for the degree of
candidate of physical and mathematical sciences
on the theme

”
Asynchronous computing processes

over memory.“ In 1972 A. S. Narinyani turned to a
new direction of research � arti�cial intelligence.
In 1973, in the Computing Center SB RAS under
his leadership was established research group on
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arti�cial intelligence, transformed in 1978 into a
laboratory. Since 1988 he was General Director of
the state scienti�c �rm

”
Intellectual Technologies“

(Moscow�Novosibirsk). From 1992 to 2002 he
headed the Russian Scienti�c Research Institute
of Arti�cial Intelligence, created on his initiative
in Moscow. Since 2003 he was General Director of
the �rm

”
Intellect“.

Area of scienti�c interests of À. S. Narinyani
was very wide �parallel computing, knowledge
representation, intelligent technologies, computer
linguistics, and constraintprogramming. In each of
these areas, he made a signi�cant contribution.

A. S. Narinyani discovered such phenomenon
in the knowledge representation as NE-factors, and
studied it in detail, paying particular attention
to one of the most important from the practical

point of view NE-factors � Subde�niteness. On
its basis a new mathematical apparatus was built
which was names Subde�nite models (S-models).
S-models allow processing inaccurate (de�ned
with a given error) and underde�ned (given
approximately the range of possible values) values
of task parameters. To realize the S-models A. S.
Narinyani proposed a universal computational
algorithm that makes it possible to apply this
approach to the most diverse classes of problems.
A. S. Narinyani paid much attention to the use
of S-models for solving practical problems. In
the 1990�2000's on the basis of this apparatus a
number of applied and instrumental systems was
created to solve problems in the �eld of engineering
calculations, �nance, scheduling, etc.
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