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FOREWORD TO THE ARTICLE BY A.P. ERSHOV

”
COMPUTABILITY IN ARBITRARY DOMAINS AND BASES“

In this issue, in the section �Turning over the old pages�, the editorial board o�ers readers
the article by A.P. Ershov �Computability in arbitrary �elds and bases�.

Reading this article many years ago, I was struck at that time, and now I am still amazed
at how A.P. Ershov was able to speci�cally, not abstractly, foresee that due to the development
of programming, the mathematical logic will be an applied discipline.

For programmers-encoders, this article may seem to be uninteresting and unnecessary.
Those, who want to understand, even if not completely, may wish to better understand the
basis of the modern programming, to understand and realize the connections of set theory,
theory of algorithms and mathematical logic and their role in the development of programming
in the coming decades.

As an epigraph to this publication, an extract from the same article begs:
The spread of computers and programming make mathematical logic an applied science.

The caste of mathematical logicians, the priest-keepers of the sacred �re of the foundations of
mathematics, to their amazement �nds themselves face to face with the invasion of hordes of
programmers, whose mathematical culture is close to barbarism, but who, nevertheless, inspired
by their prophets of structural programming, seek to light a torch from the life-giving �re and
drag it to them in order to illuminate the corners of their units clogged with lamps, OS / 360
instructions, Fortran forms and other symbols of idolatry. Nevertheless, in order to establish
a union of such di�erent cultures, each side - logicians and programmers - needs to overcome
their inferiority complexes, to develop a capacity for mutual understanding and, what is more
important, to become convinced in the interest to the other side.

The text is technically somewhat out of date, for example, the symbols of idolatry among
programmers are now di�erent, but the thoughts expressed are true today. Indeed, the era of
programming, based largely on the mathematical logic is beginning. Logic is slowly but surely
becoming an applied science, and programming systems in the mass-scale programming are
gradually beginning to be replaced by systems for the automatic construction of algorithms and
programs on the bases of the axiomatic description of a subject domain. There appear systems,
in which an algorithm and a program are taken from the axiomatic description of the subject
area, see, for example, Charm and LuNA systems (Victor Malyshkin. Active Knowledge, LuNA
and Literacy for Oncoming Centuries // Springer, LNCS, Vol. 9465, P. 292 �303). Nowadays
the students, who are trying to minimize their knowledge of mathematics, may have problems
in �nding a job in the future: they simply will not be able to understand the formulation of
problems and how to solve them.

V.E. Malyshkin
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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ Ê ÑÒÀÒÜÅ À.Ï. ÅÐØÎÂÀ

”
ÂÛ×ÈÑËÈÌÎÑÒÜ Â ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

È ÁÀÇÈÑÀÕ“

Â íàñòîÿùåì íîìåðå, â ðàçäåëå
”
Ëèñòàÿ ñòàðûå ñòðàíèöû“ ðåäêîëëåãèÿ ïðåäëàãàåò

âíèìàíèþ ÷èòàòåëåé ñòàòüþ À.Ï. Åðøîâà
”
Âû÷èñëèìîñòü â ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ è

áàçèñàõ“.
×èòàÿ ìíîãî ëåò íàçàä ýòó ñòàòüþ, ÿ áûë ïîðàæåí òîãäà, è ñåé÷àñ åùå óäèâëÿþñü

òîìó, êàê ñóìåë À.Ï. Åðøîâ êîíêðåòíî, à íå òîëüêî àáñòðàêòíî, ïðåäâèäåòü, ÷òî ðàçâèòèå
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñäåëàåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó ïðèêëàäíîé äèñöèïëèíîé.

Ïðîãðàììèñòàì-êîäèðîâùèêàì ñòàòüÿ ýòà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåèíòåðåñíîé è íå íóæ-
íîé. Òåì æå, êòî çàõî÷åò ðàçîáðàòüñÿ, ïóñòü äàæå íå ïîëíîñòüþ, ìîæíî ïîæåëàòü ëó÷øå
ïîíÿòü áàçèñ ñîâðåìåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîíÿòü è îñîçíàòü ñâÿçè òåîðèè ìíîæåñòâ,
òåîðèè àëãîðèòìîâ è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è èõ ðîëü â ðàçâèòèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ â
áëèæàéøèå äåñÿòèëåòèÿ.

Â êà÷åñòâå ýïèãðàôà ê ýòîé ïóáëèêàöèè íàïðàøèâàåòñÿ îòðûâîê èç ýòîé æå ñòàòüè:

Ðàñïðîñòðàíåíèå ÝÂÌ è ïðîãðàììèðîâàíèÿ äåëàþò ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó
ïðèêëàäíîé íàóêîé. Êàñòà ìàòåìàòè÷åñêèõ ëîãèêîâ � æðåöîâ-õðàíèòåëåé
ñâÿùåííîãî îãíÿ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè, ê ñâîåìó èçóìëåíèþ îêàçûâàåòñÿ
ëèöîì ê ëèöó ñ íàøåñòâèåì îðä ïðîãðàììèñòîâ, ÷üÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êóëü-
òóðà áëèçêà ê âàðâàðñòâó, íî êîòîðûå, òåì íå ìåíåå, âäîõíîâëÿåìûå ñâî-
èìè ïðîðîêàìè ñòðóêòóðíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñòðåìÿòñÿ çàæå÷ü ôàêåë
îò æèâîòâîðíîãî îãíÿ è óòàùèòü åãî ê ñåáå, ÷òîáû îñâåòèòü óãëû ñâîèõ
ïîäðàçäåëåíèé, çàáèòûõ ëàìïàìè, èíñòðóêöèÿìè ïî ÎÑ/360, ôîðòðàíîâñêè-
ìè áëàíêàìè è ïðî÷èìè ñèìâîëàìè èäîëîïîêëîíñòâà. Òåì íå ìåíåå, äëÿ òîãî,
÷òîáû óñòàíîâèòü ñîþç ñòîëü ðàçíûõ êóëüòóð, êàæäîé ñòîðîíå � ëîãèêàì è
ïðîãðàììèñòàì � íåîáõîäèìî ïðåîäîëåòü ñâîè êîìïëåêñû íåïîëíîöåííîñòè,
âûðàáîòàòü ñïîñîáíîñòü ê âçàèìîïîíèìàíèþ, à ãëàâíîå � óâåðèòüñÿ â ñâîåé
èíòåðåñíîñòè äëÿ äðóãîé ñòîðîíû.

Òåêñò òåõíè÷åñêè íåñêîëüêî óñòàðåë, íàïðèìåð, ñèìâîëû èäîëîïîêëîíñòâà ó ïðîãðàì-
ìèñòîâ òåïåðü äðóãèå, íî âûñêàçàííûå ìûñëè âåðíû è ñåãîäíÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íàñòóïàåò
ýðà ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííîãî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè íà ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå.
Ëîãèêà ìåäëåííî, íî âåðíî ñòàíîâèòñÿ ïðèêëàäíîé íàóêîé, à ñèñòåìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ â
ìàññîâîì ïðîãðàììèðîâàíèè ïîñòåïåííî íà÷èíàþò çàìåíÿòüñÿ ñèñòåìàìè àâòîìàòè÷åñêî-
ãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ïðîãðàìì íà îñíîâå àêñèîìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè.
Ïîÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû, â êîòîðûõ àëãîðèòì è ïðîãðàììà èçâëåêàþòñÿ èç àêñèîìàòè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè, ñì., íàïðèìåð, ñèñòåìû Charm è LuNA (Victor Malyshkin.
Active Knowledge, LuNA and Literacy for Oncoming Centuries // Springer, LNCS, Vol. 9465,
P. 292�303). Íûíåøíèå ñòóäåíòû, êîòîðûå ñåé÷àñ ñòàðàþòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñâîè çíàíèÿ
ìàòåìàòèêè, â áóäóùåì ìîãóò èñïûòûâàòü ïðîáëåìû ïðè ïîèñêå ðàáîòû: ïðîñòî íå áóäóò
ïîíèìàòü ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ è êàê èõ ðåøàòü.

Â.Ý. Ìàëûøêèí
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ÂÛ×ÈÑËÈÌÎÑÒÜ Â ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ È

ÁÀÇÈÑÀÕ

À.Ï. Åðøîâ

Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð, Íîâîñèáèðñê, 630090

DOI: 10.24411/2073-0667-2019-00012
Â ýòîé îïèñàòåëüíîé ñòàòüå  ìû îáñóæäàåì îäíî èç ãëàâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòèêè è âû÷èñëè-òåëüíîé íàóêè  
ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé âû÷èñëèìîñòè. Äåìîíñòðèðóÿ ðàçíîîáðàçèå îïðåäåëå-íèé âû÷èñëèìîñòè, ìû â òî æå âðåìÿ 
îáíàðóæèâàåì, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ íå îáúÿñíÿþò íàì, ïî÷åìó îíè îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè äðóã äðóãó. 
Ðàçìûøëÿÿ íàä òåì, êàê ìîæíî ñòðîãî ïîñòàâèòü ýòîò âîïðîñ, ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè 
â ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ è áàçèñàõ. Àíàëèçèðóÿ ðàçëè÷íûå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè, ìû 
âûñêàçûâàåì òî÷êó çðåíèÿ, ÷òî ïîíÿòèÿ îòíîñèòåëüíîé âû÷èñëèìîñòè è èñòîðèè âû÷èñëå-íèé ïðåäñòàâëÿþòñÿ 
áîëåå ïåðâè÷íûìè, íåæåëè ïîíÿòèå ïðîãðàììû è åå ñâîéñòâà êîìïîçèöè-îííîé çàìêíóòîñòè. Â ðåçóëüòàòå ìû 
ïðèõîäèì ê îïðåäåëåíèþ âû÷èñëèìîñòè, êîòîðîå ñòðîãî ðàçäåëÿåò åå êîìáèíàòîðíûé è âû÷èñëèòåëüíûé 
àñïåêòû. Ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïîïûòêîé ñèíòåçà âçãëÿäîâ íà âû÷èñëèìîñòü, ñëîæèâøèõñÿ êàê â 
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå, òàê è â òåîðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè.

Ââåäåíèå. Ðàñïðîñòðàíåíèå ÝÂÌ è ïðîãðàììèðîâàíèÿ äåëàåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãè-
êó ïðèêëàäíîé íàóêîé. Êàñòà ìàòåìàòè÷åñêèõ ëîãèêîâ � æðåöîâ-õðàíèòåëåé ñâÿùåííîãî
îãíÿ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè � ê ñâîåìó èçóìëåíèþ, îêàçûâàåòñÿ ëèöîì ê ëèöó ñ íàøåñòâè-
åì îðä ïðîãðàììèñòîâ, ÷üÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êóëüòóðà áëèçêà ê âàðâàðñòâó, íî êîòîðûå, òåì
íå ìåíåå, âäîõíîâëÿåìûå ñâîèìè ïðîðîêàìè ñòðóêòóðíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñòðåìÿòñÿ
çàæå÷ü ôàêåë îò æèâîòâîðíîãî îãíÿ è óòàùèòü åãî ê ñåáå, ÷òîáû îñâåòèòü óãëû ñâîèõ
ïîäðàçäåëåíèé, çàáèòûõ ëàìïàìè, èíñòðóêöèÿìè ïî ÎÑ/360, ôîðòðàíîâñêèìè áëàíêàìè
è ïðî÷èìè ñèìâîëàìè èäîëîïîêëîíñòâà. Òåì íå ìåíåå, äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñîþç
ñòîëü ðàçíûõ êóëüòóð, êàæäîé ñòîðîíå � ëîãèêàì è ïðîãðàììèñòàì � íåîáõîäèìî ïðå-
îäîëåòü ñâîè êîìïëåêñû íåïîëíîöåííîñòè, âûðàáîòàòü ñïîñîáíîñòü ê âçàèìîïîíèìàíèþ,
à ãëàâíîå � óâåðèòüñÿ â ñâîåé èíòåðåñíîñòè äëÿ äðóãîé ñòîðîíû.

Ýòà îïèñàòåëüíàÿ ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðñîíàëüíóþ ðåàêöèþ íà ñëîæèâøó-
þñÿ ñèòóàöèþ. Êîãäà àâòîð áûë àñïèðàíòîì Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà â ñåðåäèíå 50-õ
ãîäîâ, îí äåëèë ñâîå âðåìÿ ìåæäó èçó÷åíèåì èçâåñòíîé êíèãè Ñ.Ê. Êëèíè

”
Ââåäåíèå â

ìàòåìàòèêó“ (Êëèíè, 1952) è ðàçðàáîòêîé òðàíñëÿòîðîâ äëÿ ìàøèí ÁÝÑÌ è
”
Ñòðåëà“.

×òåíèå êíèãè çàðàçèëî àâòîðà èçóìëåíèåì, ñ êîòîðûì Êëèíè (� 62) ãîâîðèë î íåîáûêíî-
âåííîé óñòîé÷èâîñòè ïîíÿòèÿ âû÷èñëèìîñòè ïåðåä ëèöîì ñàìûõ âàæíûõ ïðåäïîñûëîê è
ñïîñîáîâ åãî îïðåäåëåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàáîòà íàä òðàíñëÿòîðàìè, íàä ìåòîäîëî-
ãèåé ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàä òåì, ÷òî ñòàëî âïîñëåäñòâèè òåîðèåé ñõåì ïðîãðàìì, � âñå
ýòî ïîñòîÿííî íàòàëêèâàëî àâòîðà íà ìûñëü, ÷òî â ïðîãðàììèðîâàíèè íàäî óìåòü ðàç-
ëè÷àòü êîìáèíàòîðíóþ è ñîáñòâåííî âû÷èñëèòåëüíóþ ñòîðîíû ïðîöåññà âû÷èñëåíèé. Ìû
òî ìàíèïóëèðóåì ñ ýëåìåíòàðíûìè êîìàíäàìè êàê ñ ñèìâîëàìè, òî ïóñêàåì èõ â õîä êàê
îêîí÷àòåëüíûå îðóäèÿ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè. Îùóùàëîñü, ÷òî ïîíèìàíèå âçàèìîäåé-



4 Ëèñòàÿ ñòàðûå ñòðàíèöû

ñòâèÿ ýòèõ äâóõ ñòîðîí âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïðîáëåìîé, òðåáóþùåé
áîëåå ãëóáîêîãî ðàñêðûòèÿ ñóùíîñòè âû÷èñëèìîñòè.

Ïðîøëî, îäíàêî, ïî÷òè äâàäöàòü ïÿòü ëåò, ïðåæäå ÷åì äëÿ àâòîðà ñòàëî ÿñíûì ñî-
äåðæàíèå âîçìîæíîé äèñêóññèè. Çà ýòî âðåìÿ òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè ïîëó÷èëà áîëüøîå
ðàçâèòèå, õîòÿ, êàê íå áåç ñîæàëåíèÿ êîíñòàòèðîâàë Êðàéåë, 1959, âîïðîñ î ñóùíîñòè âû-
÷èñëèìîñòè áûë ñêîðåå ïåðèôåðèéíîé, íåæåëè öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé. Çà ýòî æå âðåìÿ
âîçíèêëî òåîðåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, â êîòîðîì ñëîæèëñÿ ñâîé êðóã ïîíÿòèé è ñâîè
ìîäåëè âû÷èñëåíèé (ñì., íàïðèìåð, Ìàííà, 1974; Åðøîâ, 1977; Êîòîâ, 1978).

Ìû ïðîàíàëèçèðóåì îáå ëèíèè ðàçâèòèÿ, êàê â òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, òàê è â òåîðå-
òè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Ýòîìó àíàëèçó ìû ïðåäïîøëåì ñâîäêó òåõ îñíîâíûõ îïðå-
äåëåíèé âû÷èñëèìîñòè, êîòîðûå âîçíèêëè â ñâÿçè ñ ãëàâíîé ìîäåëüþ â êîíñòðóêòèâíîé
ìàòåìàòèêå � ìîäåëüþ âû÷èñëèìûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ìû çàêîí÷èì íàø àíà-
ëèç îïðåäåëåíèåì âû÷èñëèìîé ôóíêöèè, êîòîðîå, êàê ìû íàäååìñÿ, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
äîñòîèíñòâàìè:

� îíî îïðåäåëÿåò âû÷èñëèìîñòü â ëþáîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè è ëþáîé ñèñòåìå áàçîâûõ
îïåðàöèé;

� îíî ÷åòêî ðàçäåëÿåò êîìáèíàòîðíóþ è
”
èñïîëíèòåëüíóþ“ ñòîðîíû âû÷èñëèìîñòè;

� îíî íå îïèðàåòñÿ íà êàêèå áû òî íè áûëî ñïåöèôè÷åñêèå ñèíòàêñèñ ïðîãðàìì è
ìåõàíèçì èõ âûïîëíåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèè ìû èçëîæèì ðÿä àðãóìåíòîâ â ïîëüçó òàêîãî îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå
ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, îñíîâàííîé íà ýòîì îïðåäåëåíèè. Ñóùåñòâåííûì áóäåò
ñèíòåòè÷åñêèé õàðàêòåð ýòèõ àðãóìåíòîâ, âçÿòûõ êàê èç ëîãèêè, òàê è èç ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ.

Â îáçîðíîé ÷àñòè ðàáîòû àâòîð ññûëàåòñÿ, ïî âîçìîæíîñòè, íà îðèãèíàëüíûå ðàáîòû.
Îäíàêî, â ðÿäå ñëó÷àåâ ðåàëüíûìè èñòî÷íèêàìè áûëè îáîáùàþùèå òðàêòàòû, èç êîòîðûõ
íóæíî, ïðåæäå âñåãî, íàçâàòü óæå óïîìÿíóòóþ êíèãó Êëèíè, 1952, è íåäàâíî èçäàííûé
êîìïåíäèóì ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå: Áàðâàéç, 1977.

×àñòü 1. Âû÷èñëèìîñòü àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Âåçäå íèæå ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ÷àñòè÷íûå îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè, áåðóùèå ñâîè àðãóìåíòû è ïðèíèìàþùèå
çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå N, òî åñòü íà íàòóðàëüíîì ðÿäå, âêëþ÷àþùåì íóëü {0, 1, 2, . . . }.
Ýòè ôóíêöèè, îáðàçóþùèå ïðîñòðàíñòâî A, ìû áóäåì íàçûâàòü àðèôìåòè÷åñêèìè. Ãîâî-
ðÿ îá àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ âîîáùå, ìû íå áóäåì ñåáÿ îãðàíè÷èâàòü àáñòðàêöèÿìè
êîíñòðóêòèâíîé ìàòåìàòèêè. Â êëàññåA ìû ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé áóäåì âû-
äåëÿòü ïîäêëàññû àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå áóäóò íàçûâàòüñÿ

”
âû÷èñëèìûìè

ôóíêöèÿìè ïî ÕÕ“, ãäå ÕÕ � èìÿ îäíîãî èç àâòîðîâ äàííîãî îïðåäåëåíèÿ. Â äàëüíåéøåì
îêàæåòñÿ, ÷òî âñå ýòè ïîäêëàññû ñîâïàäàþò, îáðàçóÿ êëàññ âû÷èñëèìûõ àðèôìåòè÷åñêèõ
ôóíêöèé C. Â êëàññå C âûäåëÿåòñÿ ïîäêëàññ âñþäó îïðåäåëåííûõ êàê òîòàëüíûõ âû-
÷èñëèìûõ ôóíêöèé. Êàêîé-ëèáî èç êëàññîâ

”
âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïî ÕÕ“ ìîæåò èíîãäà

èìåíîâàòüñÿ îñîáûì òåðìèíîì, ïîëó÷èâøèì ðàñïðîñòðàíåíèå â ëèòåðàòóðå.
Ñ ïîíÿòèåì âû÷èñëèìîé ôóíêöèè òåñíî ñâÿçàíû ïîíÿòèÿ ýôôåêòèâíî ïîðîæäàåìûõ

(ïåðå÷èñëèìûõ) è ýôôåêòèâíî âûäåëÿåìûõ (ðàçðåøèìûõ) ìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî íàçû-
âàåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì, åñëè îíî èëè ïóñòî èëè ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé òîòàëüíîé
âû÷èñëèìîé ôóíêöèè. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé. Ïðåäèêàò íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì,
åñëè åãî îáëàñòü èñòèííîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì, è ïîëóâû÷èñëèìûì, åñëè
îáëàñòü åãî èñòèííîñòè ïåðå÷èñëèìà.
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Â íåêîòîðûõ òåîðèÿõ ïîíÿòèå ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì, â òà-
êèõ ñëó÷àÿõ ïîíÿòèÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèè è ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà ââîäÿòñÿ ïóòåì
ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé, åñëè åå ãðàôèê ïåðå÷èñëèì.
Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè ïåðå÷èñëèìû êàê îíî, òàê è åãî äîïîëíåíèå.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåñòíûì ðàñêëàññèôèöèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìîñòè ïî ÷åòû-
ðåì êëàññàì: ëîãè÷åñêèå, ôóíêöèîíàëüíûå, àëãîðèòìè÷åñêèå è àðèôìåòè÷åñêèå îïðåäåëå-
íèÿ. Ëîãè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ âûäåëÿþò â ôîðìàëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ êëàññ âû÷èñ-
ëèìûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ôîðìóë, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííûìè äåäóêòèâ-
íûìè ñâîéñòâàìè. Ôóíêöèîíàëüíûå îïðåäåëåíèÿ âûäåëÿþò êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé
â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìîùüþ çàìûêàíèÿ íåêîòîðûõ îïåðàöèé. Àëãîðèòìè-
÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ çàäàþò âû÷èñëèìûå ôóíêöèè îïèñàíèåì àëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùåãî
çíà÷åíèå ôóíêöèè ïî óêàçàííîìó àðãóìåíòó è ïî çàäàííîé ïðîãðàììå. Íàêîíåö, àðèôìå-
òè÷åñêîå îïðåäåëåíèå çàäàåò ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà êàê ìíîæåñòâà, âîçíèêàþùèå ïðè
ðåøåíèè ïðîñòåéøèõ àðèôìåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ëîãè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ.

Èçîáðàçèìîñòü ïî Ãåäåëþ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå ïðåäèêà-
òîâ S, íàïðèìåð, ïî Êëèíè, 1952, ãë. IV, ñîäåðæàùåå îäíó ïðåäìåòíóþ êîíñòàíòó 0, îäèí
ïðåäèêàòíûé çíàê =, òðè ôóíêöèîíàëüíûõ çíàêà ′, +, · è â êà÷åñòâå íåëîãè÷åñêèõ àêñèîì
àêñèîìû Ïåàíî è ðåêóðñèâíûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëîæåíèÿ + è óìíîæåíèÿ ·. Èñ÷èñëåíèå
ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ (èõ ìåòàîáîçíà÷åíèÿ x, y, x1, y1, . . . ).

Ôóíêöèÿ ϕ(x 1, . . . , xn) èçîáðàçèìà â S, åñëè èìååòñÿ ôîðìóëà P(x 1, . . . , xn,y) òàêàÿ,
÷òî

ϕ(x1, . . . , xn) = y ⇔ 1− P (cx1, . . . , cxn, cy),

ãäå cx - òåðì, èçîáðàæàþùèé íàòóðàëüíîå ÷èñëî x (ìîæíî âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî îí èìååò
âèä 0 / . . . /︸ ︷︷ ︸

x

ðàç. Ìíîæåñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé, èçîáðàæàåìûõ â àðèôìåòè÷åñêîì

èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ, îáðàçóåò êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé (ïî Ãåäåëþ, 1936, ôîðìó-
ëèðóåòñÿ ïî Êëèíè, 1952, �59, 62).

Ðåêóðñèâíàÿ îïðåäåëèìîñòü ïî Ýðáðàíó è Ãåäåëþ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôîðìàëü-
íîå èñ÷èñëåíèå óðàâíåíèé íàä ñ÷åòíûìè ìíîæåñòâàìè ïåðåìåííûõ äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë x, y, x1, y1, . . . è ôóíêöèîíàëüíûõ áóêâ f , g, h, f 1, g1, h1, . . . , ñîäåðæàùåå îäíó
ïðåäìåòíóþ êîíñòàíòó 0 è îäèí ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë `, à òàêæå ðàçäåëèòåëè =, (, ) è
,. Òåðìàìè ÿâëÿþòñÿ 0, ïåðåìåííûå, r', ãäå r � òåðì, è f(r1, . . . , rn), ãäå f � ôóíêöèîíàëü-
íàÿ áóêâà, à r1, . . . , rn (n>0) � òåðìû. Óðàâíåíèå èìååò âèä r = s, ãäå è r, è s � òåðìû.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé � ýòî êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé E={e0, . . . , es}. Ñàìàÿ
ëåâàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ áóêâà â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè es íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé áóêâîé. Äàíû
äâà ïðàâèëà âûâîäà.

R1 (êîíêðåòèçàöèÿ): e(y) |-e(c), ãäå e(y) � óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ y, à c �
ëþáàÿ öèôðà, ò. å. òåðì 0 èëè 0/.../;

R2 (çàìåíà): r = s(h(c1, . . ., cp)), h(c1, . . ., cp) = c| − r = s(c), ãäå s(h(c1, . . . , cp)) � òåðì,
ñîäåðæàùèé âõîæäåíèå òåðìà h(c1, . . . , cp), â êîòîðîì h � ôóíêöèîíàëüíàÿ áóêâà, c1, . . . ,
cpc � öèôðû.

Ôóíêöèÿ ϕ(x1, . . ., xn) ðåêóðñèâíî îïðåäåëèìà, åñëè èìååòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé E, òà-
êàÿ, ÷òî

ϕ(x1, . . . , xn) = y ⇔ E| − f(cx1, . . . , cxn) = cy,
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ãäå f � ãëàâíàÿ áóêâà â E, cx � öèôðà, èçîáðàæàþùàÿ ÷èñëî x. Ìíîæåñòâî ðåêóðñèâíî
îïðåäåëèìûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé îáðàçóåò êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé (ïî Ýðáðà-
íó, 1931, Ãåäåëþ, 1934, ñôîðìóëèðîâàíî ïî Êëèíè, 1952, � 55).

λ-îïðåäåëèìûå ôóíêöèè ïî ×åð÷ó. Íàä ñ÷åòíûì àëôàâèòîì ïåðåìåííûõ V ñòðîèòñÿ
ìíîæåñòâî òåðìîâ T : à) V ∈T ; á) x∈V , t∈T⇒(λxt)∈T (ðàññìîòðåíèå òåðìà t êàê ôóíê-
öèè îò x); â) t∈T (ïðèìåíåíèå òåðìà-ôóíêöèè t ê òåðìó-àðãóìåíòó u). Èç òåðìîâ ñòðîèòñÿ
ìíîæåñòâî ôîðìóë F : à) s, t∈V⇒ (s→t) ∈F (s ðåäóöèðóåòñÿ ê t); á) s, t∈V⇒(s=t)∈F (s ðàâ-
íî t). Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà ñêîáîê èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå óïðîùåíèÿ: (1) t1t2. . . tn≡
(. . . (t1t2). . . tn) è (2) λx1. . . xn.t≡≡ (λx1(λx2. . . (λxnt). . . )). Ïîñëåäíåå ñîêðàùåíèå îäíîâðå-
ìåííî ïîäñêàçûâàåò, êàê â ÿçûêå

”
âû÷èñëÿþòñÿ“ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ: fx1x2. . . xn

âû÷èñëÿþòñÿ òàê, ÷òî ïðèìåíÿåòñÿ f ê x1, çàòåì fx1 ïðèìåíÿåòñÿ ê x2 è ò. ä.
Íàä ôîðìóëàìè ñòðîèòñÿ λ-èñ÷èñëåíèå ñî ñëåäóþùèìè àêñèîìàìè è ïðàâèëàìè âûâî-

äà.
I. 1. (λx.s)t→s[x/t] (ïðàâàÿ ÷àñòü ðåäóêöèè îçíà÷àåò òåðì s, â êîòîðîì âñå ñâîáîäíûå

âõîæäåíèÿ x çàìåíåíû íà òåðì t); 2. s→s; 3. s→t, t→u|−s→u; 4. (a) s → t |− us → ut; (b)
s → t |− su → tu; (c) s → t |− λx.s → λx.t;

II. 1. s → t |− s = t; 2. s → t |− t = s; 3. s = t, t =u |− s = u; 4. (a) s =t |− us = ut; (b)
s =t |− su = tu; (c) s=t |− λx.s=λx.t.

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæíî èçîáðàæàòü â âèäå òåðìîâ λ-èñ÷èñëåíèÿ. Âîò îäèí èç ñïî-
ñîáîâ (n- èçîáðàæåíèå ÷èñëà n): n= λfx.fnx, ãäå f0x = x, fn+1x = f(fnx). Àðèôìåòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ϕ(x1, . . . , xn) λ-îïðåäåëèìà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé çàìêíóòûé (ò. å. áåç ñâîáîä-
íûõ ïåðåìåííûõ) òåðì f, ÷òî

ϕ(x1, . . . , xn)⇔ | − fx1, . . . ,xn = y.

Ìíîæåñòâî λ-îïðåäåëèìûõ ôóíêöèé îáðàçóåò êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïî ×åð÷ó
(×åð÷, 1936, 1941); ñôîðìóëèðîâàíî ïî Áàðåíäðåãòó, (Áàðåíäðåãò, 1977).

Ôóíêöèîíàëüíûå îïðåäåëåíèÿ.
×àñòè÷íàÿ ðåêóðñèâíîñòü ïî Êëèíè. Áåðåòñÿ ñ÷åòíûé áàçèñ àðèôìåòè÷åñêèõ

ôóíêöèé:
1) ôóíêöèè ñ÷åòà S(x)=';
2) ôóíêöèè-êîíñòàíòû Cn(x1, . . . , xn) = c, ãäå c� íàòóðàëüíîå ÷èñëî;
3) ôóíêöèè âûáîðà àðãóìåíòà ∪in(x1, . . . , xn)=xi. Äàëåå, ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè òèïà

îïåðàòîðîâ, ò. å. ñõåì îïðåäåëåíèÿ íîâûõ ôóíêöèé ÷åðåç äàííûå:
4) îïåðàòîð ïîäñòàíîâêè ϕ = Snm(ψ, χ1, . . . , χm), äëÿ êîòîðîãî

ϕ(x1, . . . , xn) = ψ(χ1(x1, . . . , xn), . . . , ψm(x1, . . . , xn));

5)îïåðàòîð ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè ϕ = Rn(ψχ), äëÿ êîòîðîãî

ϕ(0, x2, . . . , xn) = ψ(x2, . . . , xn),

ϕ(y
′
, x2, . . . , xn) = χ(y, ψ(y, x2, . . . , xn), x2, . . . , xn);

6)µ-îïåðàòîð, èëè îïåðàòîð óïîðÿäî÷åííîãî ïîèñêà ϕ = Mn(χ), äëÿ êîòîðîãî

ϕ(x1, . . . , xn) = µy[χ(x1, . . . , xn, y) = 0],

ò. å. ϕ(x1, . . . , xn) ðàâíî íàèìåíüøåìó y, äëÿ êîòîðîãî χ(x1, . . . , xn, y)=0, è äëÿ âñåõ
y'<yλ(x1, . . . , xn, y)6=0, è íåîïðåäåëåííî, åñëè òàêîãî y íå ñóùåñòâóåò.
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Óêàçàííûå îïåðàòîðû ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü çàìûêàíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé ýòèìè
îïåðàòîðàìè è èõ êîìáèíàöèÿìè. Ïðè ýòîì èíòåðåñíî âûäåëèòü òðè êëàññà ôóíêöèé:

à) çàìûêàíèå îïåðàòîðîì ïîäñòàíîâêè ñîçäàåò êëàññ ïðÿìî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé;
á) çàìûêàíèå îïåðàòîðàìè ïîäñòàíîâêè è ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè ñîçäàåò êëàññ ïðè-

ìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé (Ãåäåëü, 1931);
â) çàìûêàíèå âñåìè òðåìÿ îïåðàòîðàìè ñîçäàåò êëàññ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé,

îáðàçóþùèõ êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïî Êëèíè (Êëèíè, 1938), ñôîðìóëèðîâàíî ïî
Êëèíè (Êëèíè, 1952, � 63).

Íàèìåíüøèå íåïîäâèæíûå òî÷êè ðåêóðñèâíûõ ïðîãðàìì ïî Ìàêêàðòè. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ÿçûê ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèé ñ÷åòíûå ìíî-
æåñòâà ïåðåìåííûõ äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x, y, x1, y1, . . . è ôóíêöèîíàëüíûõ áóêâ f , g,
h, f1, g1, h1. îäíó ïðåäìåòíóþ êîíñòàíòó 0, îäèí ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë ′, îäèí ïðåäèêàò-
íûé ñèìâîë = (ðàâåíñòâî), à òàêæå ðàçäåëèòåëè⇐ (,) è , . Êàæäîé ôóíêöèîíàëüíîé áóêâå
f ñîïîñòàâëÿåòñÿ åå àðíîñòü: öåëîå ÷èñëî ρ(f)>0. Èìåíàìè ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ âûðàæå-
íèÿ f(x1, . . . , xρ(f)), ãäå f� ôóíêöèîíàëüíàÿ áóêâà, à x1, . . . , xρ(f) � ðàçíûå ïåðåìåííûå.
Ôóíêöèîíàëüíûìè òåðìàìè ÿâëÿþòñÿ 0, ïåðåìåííûå, r′, ãäå r � ôóíêöèîíàëüíûé òåðì,
è f(r1, . . . , rρ(f)), ãäå f � ôóíêöèîíàëüíàÿ áóêâà, à r1, . . . , rρ(f) � ôóíêöèîíàëüíûå òåðìû.
Ïðåäèêàòíûå òåðìû èìåþò âèä x = y, ãäå x è y � ïåðåìåííûå. Óñëîâíûå òåðìû èìåþò
âèä (p|r|s), ãäå � ïðåäèêàòíûé òåðì, à r è s � ôóíêöèîíàëüíûå èëè óñëîâíûå òåðìû.
Çíà÷åíèå val óñëîâíîãî òåðìà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ðàçáîðà ñëó÷àåâ:

val(p|r|s) =

{
val r, åñëè p

var s, åñëè ¬p

Óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà f(x1, . . . , xρ(f))⇐ t, ãäå t � ôóíêöèîíàëüíûé
èëè óñëîâíûé òåðì ñ ïåðåìåííûìè, ïðèíàäëåæàùèìè ìíîæåñòâó {x1, . . . , xρ(f)}. Ñèñòåìà
óðàâíåíèé e1,. . . ,en (n>0) íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò óðàâíåíèé ñ îäè-
íàêîâûìè ôóíêöèîíàëüíûìè áóêâàìè è äëÿ ëþáîé ôóíêöèîíàëüíîé áóêâû, âõîäÿùåé â
ïðàâóþ ÷àñòü êàêîãî-ëèáî óðàâíåíèÿ, åñòü óðàâíåíèå ñ èìåíåì, ñîäåðæàùèì ýòó áóêâó.
Ðåêóðñèâíîé ïðîãðàììîé íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, â êîòîðîé âûäåëåíî
îäíî ãëàâíîå óðàâíåíèå. Íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñèñòåìû ñîâìåñòíûõ óðàâíåíèé e1, . . . ,en
íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé ϕ1, . . . ,ϕn, îáðàùàþùèõ ñèñòåìó óðàâíåíèé
â òîæäåñòâåííûå ðàâåíñòâà (åñëè çàìåíèòü⇐ íà =). Ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ëþáîé ñîâìåñòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé
òî÷êè, ò. å. òàêîé ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé ϕ1*, . . . ,ϕn*, ÷òî äëÿ ëþáîé äðóãîé íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè ϕ1, . . . ,ϕn èìååò ìåñòî ϕi* ⊆ϕi(i=l,. . . ,n). Íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé
ðåêóðñèâíîé ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ òàêîâàÿ äëÿ ãëàâíîãî óðàâíåíèÿ. Êëàññ íàèìåíüøèõ
íåïîäâèæíûõ òî÷åê ðåêóðñèâíûõ, ïðîãðàìì îáðàçóåò êëàññ âû÷èñëèìûõôóíêöèé ïî Ìàê-
êàðòè (Ìàêêàðòè, 1961) è Ìàííå (Ìàííà, 1974, ãë. IV).

Ïðèìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

f(x1, . . . , xn)⇐ t(x1, . . . , xn; f ; g1, . . . , gk),

ãäå g1, . . . ,gk � äðóãèå ôóíêöèîíàëüíûå áóêâû, âõîäÿùèå â t. Ñîïîñòàâèì ýòèì áóêâàì
íåêîòîðûå àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè λ1, . . . ,λk è ðàññìîòðèì íàèìåíüøóþ íåïîäâèæíóþ
òî÷êó ϕ(x1, . . . , xn) ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî f . Òîãäà âûðàæåíèå t ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð ϕ = Lubn[t, λ1, . . . ,λk] âçÿòèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè. Çàìûêàíèå
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ïóñòîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé îïåðàòîðîì âçÿòèÿ íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êè òàêæå
îáðàçóåò êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïî Ìàêêàðòè.

Àëãîðèòìè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ.
Ìàøèíû Òüþðèíãà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÿçûê ïðîãðàìì äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà. Ìà-

øèíà Òüþðèíãà ðàáîòàåò ñ áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû ëåíòîé, ðàçäåëåííîé íà êëåòêè, â
êàæäîé èç êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ èëè áûòü çàïèñàííûì ïóñòîé ñèìâîë èëè

”
åäèíè-

öà“. Ìàøèíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé q0, q1, . . . , qk, îäíî
èç êîòîðûõ q0 ÿâëÿåòñÿ ïàññèâíûì, çàêëþ÷èòåëüíûì, à îñòàëüíûå � àêòèâíûìè. Îäíî
èç àêòèâíûõ ñîñòîÿíèé q1ñ÷èòàåòñÿ íà÷àëüíûì. Â ëþáîì ñîñòîÿíèè ìàøèíà îáîçðåâàåò
íåêîòîðóþ êëåòêó ëåíòû. Ìàøèíà ìîæåò âûïîëíÿòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè: îïðåäåëèòü
ñîäåðæèìîå îáîçðåâàåìîé êëåòêè, çàïèñàòü â êëåòêó ïóñòîé ñèìâîë èëè åäèíèöó, ñäâè-
íóòüñÿ âäîëü ëåíòû íà îäíó êëåòêó âïðàâî èëè âëåâî èëè îñòàòüñÿ íà ìåñòå, ïåðåéòè èç
îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå (â òîì ÷èñëå â òî æå ñàìîå). Ïðîãðàììà äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà
ñ k àêòèâíûìè ñîñòîÿíèÿìè èìååò âèä ìàòðèöû ïîðÿäêà k×2. Â ïîçèöèè ìàòðèöû (i, j)
óêàçûâàåòñÿ, ÷òî äåëàåò ìàøèíà, íàõîäÿñü â i-ì ñîñòîÿíèè è îáíàðóæèâàÿ â îáîçðåâàåìîé
êëåòêå j-é ñèìâîë (j = 1 ïóñòî, j = 2 åäèíèöà). Äåéñòâèå óêàçûâàåòñÿ íàáîðîì αβγ, ãäå
α � ñèìâîë, êîòîðûé ïèøåòñÿ íà îáîçðåâàåìóþ êëåòêó, β � õàðàêòåð äâèæåíèÿ âäîëü
ëåíòû (âëåâî, íà ìåñòå, âïðàâî), γ � ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïåðåõîäèò ìàøèíà.

Äëÿ êàæäîé ïðîãðàììû óêàçûâàåòñÿ, îò êàêîãî ÷èñëà n àðãóìåíòîâ çàâèñèò ôóíêöèÿ,
âû÷èñëÿåìàÿ äàííîé ìàøèíîé (n>0). Çàäàíèå íàáîðà àðãóìåíòîâ x1, . . . , xn íà ëåíòå âû-
ãëÿäèò òàê: x1+1 åäèíèö, ïóñòî, x2+1 åäèíèö, ïóñòî è ò. ä. � äî xn+1 åäèíèö. Ïî îáå
ñòîðîíû îò ÷àñòè, çàíèìàåìîé àðãóìåíòàìè, ëåíòà ïðåäïîëàãàåòñÿ ïóñòîé. Ìàøèíà, íà-
õîäÿñü â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè, îáîçðåâàåò êðàéíþþ ñëåâà åäèíèöó â çàïèñè àðãóìåíòîâ,
ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåòñÿ ðàáîòà ïî ïðîãðàììå äî òåõ ïîð, ïîêà ìàøèíà íå ïåðåéäåò â êîíå÷-
íîå ñîñòîÿíèå. Åñëè ïðè ýòîì íà ëåíòå îñòàíåòñÿ áëîê èç y + 1 åäèíèö è ìàøèíà áóäåò â
çàêëþ÷èòåëüíîì ñîñòîÿíèè îáîçðåâàòü êðàéíþþ ñëåâà åäèíèöó, òî â ýòîì è òîëüêî â ýòîì
ñëó÷àå y áóäåò ñ÷èòàòüñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèè, çàäàâàåìîé äàííîé ìàøèíîé Òüþðèíãà (áî-
ëåå òî÷íî, åå ïðîãðàììîé). Ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ
ìàøèíàìè Òüþðèíãà, îáðàçóåò êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïî Òüþðèíãó (Òüþðèíã, 1936);
ñôîðìóëèðîâàíî ïî Êëèíè (Êëèíè, 1952, � 67).

Îïåðàòîðíûå àëãîðèòìû ïî Åðøîâó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÿçûê ïðîãðàìì äëÿ îïåðà-
òîðíûõ àëãîðèòìîâ, ñîäåðæàùèé ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
x, y, x1, y1,. . . , îäíó ïðåäìåòíóþ êîíñòàíòó 0, îäèí ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë ', îäèí ïðå-
äèêàòíûé ñèìâîë = (ðàâåíñòâî), à òàêæå ðàçäåëèòåëü := (çíàê ïðèñâàèâàíèÿ). Òåðìàìè
ÿâëÿþòñÿ 0, ïåðåìåííûå è r', ãäå r � òåðì. Ïðèñâàèâàíèå èìååò âèä x:= r, ãäå x � ïå-
ðåìåííàÿ è r � òåðì. Óñëîâèå èìååò âèä x = y, ãäå x è y � ïåðåìåííûå. Ãðàôîì ïåðå-
õîäîâ ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ âûäåëåííûìè âõîäíîé è âûõîäíîé âåðøèíàìè.
Âñå âåðøèíû (êðîìå âûõîäíîé) â ãðàôå äåëÿòñÿ íà äâå êàòåãîðèè � ïðåîáðàçîâàòåëè,
èìåþùèå ðîâíî îäíîãî ïðååìíèêà, è ðàñïîçíàâàòåëè, èìåþùèå ðîâíî äâóõ ïðååìíèêîâ
(ïëþñ-ïðååìíèê è ìèíóñ-ïðååìíèê). Îïåðàòîðíûì àëãîðèòìîì A(x1, . . . ,xn,y) íàçûâàåòñÿ
ãðàô ïåðåõîäîâ, â êîòîðîì êàæäîìó ïðåîáðàçîâàòåëþ ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå ïðèñâàèâà-
íèå è êàæäîìó ðàñïîçíàâàòåëþ � íåêîòîðîå óñëîâèå, à âûõîäíîé âåðøèíå � ïåðåìåííàÿ y.
Âûïîëíåíèå îïåðàòîðíîãî àëãîðèòìà, ñîñòîÿùåå â âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ y êàê íåêîòîðîé
ôóíêöèè ϕ(x1, . . . ,xn), ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âñå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ïðîãðàììó A,
îáðàçóþò ïàìÿòü ýòîé ïðîãðàììû. Çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x1, . . . ,xn ïåðåìåííûõ
x1, . . . ,xn, è óïðàâëåíèå ïåðåäàåòñÿ íà÷àëüíîé âåðøèíå ãðàôà ïåðåõîäîâ. Åñëè óïðàâëåíèå
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ïåðåäàíî ïðåîáðàçîâàòåëþ ñ ïðèñâàèâàíèåì x:=r è àðãóìåíò òåðìà r îïðåäåëåí, òî çíà-
÷åíèå ýòîãî òåðìà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé x, è óïðàâëåíèå ïåðåäàåòñÿ åäèíñòâåííîìó
ïðååìíèêó ïðåîáðàçîâàòåëÿ. Åñëè óïðàâëåíèå ïåðåäàåòñÿ ðàñïîçíàâàòåëþ ñ óñëîâèåì x
= y, òî â ñëó÷àå çàäàííîñòè x è y óïðàâëåíèå ïåðåäàåòñÿ ïëþñ- èëè ìèíóñ-ïðååìíèêó â
çàâèñèìîñòè îò èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè ïðåäèêàòà x = y. Åñëè óïðàâëåíèå ïåðåäàíî íà
âûõîä ñ ïåðåìåííîé y è y èìååò çíà÷åíèå y, òî îíî áåðåòñÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
ϕ(x1, . . . ,xn). Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, âû÷èñëÿåìûõ îïåðàòîðíûìè àëãîðèòìàìè, îáðàçóåò
êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïî Åðøîâó (Åðøîâ, 1958).

Àðèôìåòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå.
Àðèôìåòè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ çàäàþò ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà, âîçíèêàþùèå ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîñòðîåííûõ èç òåðìîâ â íåêîòîðîì áàçèñå ïðîñòûõ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé è ñîäåðæàùèõ íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû, ïàðàìåòðû è íåèçâåñò-
íûå. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ, ïðåäñòàâèìûõ óðàâíåíèÿìè, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ðàçðåøèìû â öåëûõ (íåîòðèöàòåëüíûõ, ïîëî-
æèòåëüíûõ) ÷èñëàõ.

Äèîôàíòîâà âû÷èñëèìîñòü ïî Ìàòèÿñåâè÷ó. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îáû÷íûå ïîëè-
íîìû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïåðåìåííûìè y0, y1,. . . ,yn, x1, . . . ,xl , ïðîáåãàþùèìè
íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå. ÌíîæåñòâîM ={〈µ0, µ1, . . . , µn〉} ÿâëÿåòñÿ äèîôàíòîâûì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïîëèíîì P (y0, y1,. . . ,yn, x1, . . . ,xl), òàêîé ÷òî 〈µ0, µ1, . . . , µn〉∈M òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå

p(µ0, µ1, . . . , µn, x1, . . . , xl) = 0

èìååò ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ãðàôèêè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äèîôàíòîâûìè ìíîæå-
ñòâàìè, îáðàçóåò êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïî Ìàòèÿñåâè÷ó (Ìàòèÿñåâè÷, 1970).

Îáùàÿ òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè.
Óñòîé÷èâîñòü. Îäíèì èç ñàìûõ çàìå÷àòåëüíûõ è óäèâèòåëüíûõ äîñòèæåíèé ñîâðå-

ìåííîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ïîñòåïåííîå îáíàðóæåíèå òîãî ôàêòà, ÷òî âñå ýòè îïðåäåëå-
íèÿ âû÷èñëèìîñòè, à òàêæå ðÿä äðóãèõ, èì ðîäñòâåííûõ* çàäàþò îäèí è òîò æå êëàññ C
àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ðèñ. 1), êîòîðûå ìû è áóäåì íàçûâàòü âû÷èñëèìûìè (íåâàæíî,
íà îñíîâå êàêîãî îïðåäåëåíèÿ). Ìàëî òîãî, êàæäàÿ òåîðèÿ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé è/èëè
ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ, ñòðîÿùàÿñÿ íàä êàæäûì îïðåäåëåíèåì, îáíàðóæèâàëà â ñåáå ðÿä
ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ, âûãëÿäÿùèõ ïî ñóòè ñâîåé ñõîäíî ñ ïîñòðîåíèÿìè

”
ïàðàëëåëü-

íîé“ òåîðèè. Åñòåñòâåííî, ÷òî ñî âðåìåíåì ýòî ñõîäñòâî ñòàëè âûèñêèâàòü ñîçíàòåëüíî,
êàê áû æåëàÿ, ÷òîáû êàæäûé íîâûé âàðèàíò òåîðèè âû÷èñëèìîñòè áûë áû ïîõîæ íà
îñòàëüíûå. Îäíàêî ê ìîìåíòó íàñòóïëåíèÿ òàêîãî ïåðèîäà íàñûùåíèÿ òåîðèÿ âû÷èñëè-
ìîñòè íàêîïèëà íåêîòîðóþ ñèñòåìó ôóíäàìåíòàëüíûõ ôàêòîâ è çàêîíîìåðíîñòåé, ïðîëè-
âàþùèõ ñâåò íà ñóùíîñòü âû÷èñëèìîñòè, à òàêæå ïîçâîëÿþùèõ ðàáîòàòü ñ ýòèì ïîíÿòèåì
â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé.

Íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíîòó, äàäèì êðàòêèé î÷åðê îáùåé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, èìåÿ â
âèäó åå òàê íàçûâàåìóþ ýëåìåíòàðíóþ ÷àñòü. Ñóùåñòâåííî áîëåå ïîëíûé îáçîð òåîðèè
âû÷èñëèìîñòè è åå ïðèìåíåíèé ìîæíî íàéòè ó Â.À. Óñïåíñêîãî è À.Ë. Ñåìåíîâà (Óñïåí-
ñêèé, Ñåìåíîâ, 1981).

Óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì. Äëÿ êàæäîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè (ïåðå÷èñëèìîãî ìíî-
æåñòâà) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èñòî÷íèê (ïðîãðàììà) èñ÷åðïûâàþùåé èíôîðìàöèè îá ýòîé
ôóíêöèè (ìíîæåñòâå), ÿâëÿþùèéñÿ ýôôåêòèâíî îïðåäåëèìîé êîíñòðóêöèåé íåêîòîðîãî
ôîðìàëüíîãî ÿçûêà. Ñóùåñòâóåò ïðîöåäóðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåôîðìàëüíûì êðèòåðè-
ÿì ýôôåêòèâíîñòè (êîäèðîâêà), âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî ïðîãðàìì
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âî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ýòî îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà âåñü
íàòóðàëüíûé ðÿä (íóìåðàöèÿ). Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ïðîöåäóðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
íåôîðìàëüíûì êðèòåðèÿì ýôôåêòèâíîñòè, ãàðàíòèðóþùàÿ äëÿ ëþáîé ïðîãðàììû ôóíê-
öèè ϕ è ëþáîãî íàáîðà x1, . . . , xn àðãóìåíòîâ ïîëó÷åíèå çíà÷åíèÿ ϕ(x1, . . . , xn) ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ýòî çíà÷åíèå ϕ(x1, . . . , xn) îïðåäåëåíî. Ýôôåêòèâíîñòü ýòîé ïðîöåäóðû íàõî-
äèò ñâîå ïîäòâåðæäåíèå â òîì, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ
Un(z, x1, . . . , xn), ò. å. òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà nϕ âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ϕ îò n àðãó-
ìåíòîâ

Un(z, x1, . . . , xn) = ϕ(x1, . . . , xn),

ñàìà îêàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé.
Îòíîñèòåëüíàÿ âû÷èñëèìîñòü. Âñåì îïðåäåëåíèÿì âû÷èñëèìîñòè ñ òîé èëè èíîé

ñòåïåíüþ åñòåñòâåííîñòè ìîæåò áûòü ïðèäàí èíäóêòèâíûé õàðàêòåð, ãäå â êà÷åñòâå áà-
çèñà èíäóêöèè ïîñòóëèðóåòñÿ âû÷èñëèìîñòü íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Îïðåäåëåíèå êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü ðåëÿòèâèçèðîâàíî ê êî-
íå÷íîìó íàáîðó ψ1, . . . , ψl ïðîèçâîëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé (îðàêóëîâ), çíà÷åíèÿ
êîòîðûõ èùóòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, âíåøíèì ïî îòíîøåíèþ ê òåîðèè âû÷èñëèìîñòè ñïîñîáîì.
Êëàññ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ îòíîñèòåëüíî íàáîðà ψ1, . . . , ψl, íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì çà-
ìûêàíèåì ôóíêöèé ψ1, . . . , ψl.

Åñëè â ôîðìàëèçìå îòíîñèòåëüíîé âû÷èñëèìîñòè ðàññìîòðåòü íåêîòîðóþ ïðîãðàììó
P (ψ1, . . . , ψl), òî ïðè ðàçíûõ èñõîäíûõ ôóíêöèÿõ ψ1, . . . , ψl ìû áóäåì ïîëó÷àòü ëèáî ðàç-
íûå ôóíêöèè, çàäàâàåìûå ýòîé ïðîãðàììîé, ëèáî ðàçíûå çíà÷åíèÿ (åñëè çàôèêñèðîâàíû
÷èñëîâûå àðãóìåíòû ïðîãðàììû). Òàêèì îáðàçîì, ñ êàæäîé ïðîãðàììîé ìîæíî ñâÿçàòü
âû÷èñëèìûé îïåðàòîð èëè âû÷èñëèìûé ôóíêöèîíàë.

Çàìêíóòîñòü. Î÷åíü âàæíûì ñâîéñòâîì êëàññà C, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îáúÿñíÿþ-
ùèì åãî óñòîé÷èâîñòü, ÿâëÿþòñÿ åãî çàìêíóòîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ñàìûì ðàçíîîáðàçíûì
îïåðàöèÿì íàä ôóíêöèÿìè (è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì îïåðàöèÿì íàä èõ ãðàôèêîì).
Îòìåòèì ñíà÷àëà ñâîéñòâà êîìïîçèöèîííîé çàìêíóòîñòè: çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ñó-
ïåðïîçèöèè, ñâÿçûâàíèÿ àðãóìåíòîâ êîíñòàíòîé èëè îãðàíè÷åííûì êâàíòîðîì, ïåðåñòà-
íîâêè è îòîæäåñòâëåíèÿ àðãóìåíòîâ, èòåðàöèè è ðàçâåòâëåíèÿ (â ñìûñëå ÿçûêîâ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ). Äëÿ ìíîæåñòâ àíàëîãè÷íàÿ çàìêíóòîñòü èìååò ìåñòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ïðîåêòèðîâàíèÿ. Äàëåå, âû÷èñëèìûå
çàìûêàíèÿ ëþáûõ íàáîðîâ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïðèíàäëåæàò êëàññó C, â ÷àñòíîñòè,
çàìûêàíèÿ îòíîñèòåëüíî ëþáîãî âû÷èñëèìîãî îïåðàòîðà.

Äëÿ êàæäîãî âû÷èñëèìîãî îïåðàòîðà R(ψ) ìîæíî îïðåäåëèòü åãî íàèìåíüøóþ íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó, êîòîðàÿ òàêæå îêàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé (ïåðâàÿ òåîðåìà î
ðåêóðñèè). Íàêîíåö, êëàññ C çàìêíóò îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëèçàöèè, ò. å. äëÿ ëþáîé íóìå-
ðàöèè {ϕi} âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé n àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿ ϕ*(x1, . . . ,xn)=ϕx1(x1,x2, . . . ,xn)
âû÷èñëèìà.

Âû÷èñëèìîñòü óíèâåðñàëüíûõ ôóíêöèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì îïðåäåëåííûõ
ñâîéñòâ çàìêíóòîñòè êëàññà C.

Âàæíûå ïðèìåðû. Îáúåì êëàññà C óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì êîíêðåòíûõ ôóíê-
öèé è ìíîæåñòâ, íàõîäÿùèõñÿ çà åãî ïðåäåëàìè. Íàèáîëåå ïðèíöèïèàëüíûìè êîíñòðóêöè-
ÿìè ÿâëÿþòñÿ: íåâû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ; âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, íå ïðîäîëæàåìàÿ äî âñþäó
îïðåäåëåííîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè (äëÿ ìíîæåñòâ: íåïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî; ïåðå÷èñ-
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ëèìîå, íî íå ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî). Â îñíîâå ýòèõ êîíñòðóêöèé îáû÷íî ëåæèò óíèâåð-
ñàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðîãðàììû. Çíà÷èòåëüíîå ìåñòî â îáùåé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè çàíèìàåò èçó÷åíèå
ïðîãðàìì âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé. Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî âñå

”
ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ“ ñî-

çäàþò èçáûòî÷íûé çàïàñ èçîáðàçèòåëüíûõ ñðåäñòâ: êàæäàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ èìååò
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî çàäàþùèõ åå ïðîãðàìì. Ìàëî òîãî, ïðîãðàììû, çàäàþùèå ôóíê-
öèè, íàñòîëüêî ðàçíîîáðàçíû, ÷òî äëÿ ëþáîé òîòàëüíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f(x) ìîæíî
íàéòè òàêóþ òî÷êó åå ãðàôèêà (n, f(n)),÷òî óêàçàííûå ÷èñëà n è f(n), òðàêòóåìûå êàê
ïðîãðàììû, áóäóò çàäàâàòü îäíó è òó æå âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ (âòîðàÿ òåîðåìà î ðåêóð-
ñèè). Íàðÿäó ñ ýòèì èìååò ìåñòî ïðèíöèïèàëüíûé è, íà ïåðâûé âçãëÿä, ïàðàäîêñàëüíûé
ôàêò: ïðîãðàììà, çàäàâàÿ èñ÷åðïûâàþùóþ èíôîðìàöèþ, ïîçâîëÿþùóþ ïîëó÷àòü çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè ïî çàäàííûì àðãóìåíòàì, â òî æå âðåìÿ íå ãîâîðèò íè÷åãî îá îáùèõ ñâîé-
ñòâàõ ôóíêöèè: êàêîâî áû íè áûëî íåòðèâèàëüíîå ñâîéñòâî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè (ò. å.
ñâîéñòâî, êîòîðûì îáëàäàþò íå âñå ôóíêöèè èç C), íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé
ïî ïðîãðàììå îáíàðóæèâàë áû, îáëàäàåò ëè ôóíêöèÿ, âû÷èñëèìàÿ ïî ýòîé ïðîãðàììå,
óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Â ÷àñòíîñòè, ïî ïðîãðàììå íåëüçÿ îïðåäåëèòü, çàäàåò ëè îíà òî-
òàëüíóþ ôóíêöèþ; äëÿ äâóõ ïðîãðàìì íåëüçÿ îïðåäåëèòü, çàäàþò ëè îíè îäíó è òó æå
ôóíêöèþ, è ò. ï.

Íîðìàëüíûå ôîðìû. Åñòåñòâåííîé ðåàêöèåé íà òàêóþ íåèíôîðìàòèâíîñòü îáùå-
ãî ïîíÿòèÿ ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå êëàññîâ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé è ðàçëè÷íûõ

”
íîðìàëüíûõ ôîðì“ äëÿ ïðîãðàìì. Êëàññû ôóíêöèé îáû÷íî âûäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåõ
èëè èíûõ ñòðóêòóðíûõ îãðàíè÷åíèé íà çàäàþùèå èõ ïðîãðàììû, îäíàêî âïîñëåäñòâèè ýòà
êëàññèôèêàöèÿ èíîãäà ïîäòâåðæäàåòñÿ óñòàíîâëåíèåì âíóòðåííèõ ñâîéñòâ êëàññà, íàïðè-
ìåð, ïî ñêîðîñòè ðîñòà è ò. ï.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå êëàññû: êëàññ C (ñèíîíèì � ÷à-
ñòè÷íî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè), òîòàëüíûå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè (ñèíîíèì � îáùåðåêóð-
ñèâíûå ôóíêöèè), ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè, ðàçëè÷íûå ñóáðåêóðñèâíûå êëàññû,
ïðÿìî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè. Ñðåäè ñóáðåêóðñèâíûõ êëàññîâ âûäåëÿþòñÿ òàêèå, êîòîðûå,
áóäó÷è êàê ìîæíî áîëåå óçêèìè, ñîõðàíÿþò ñïîñîáíîñòü ïîðîæäàòü ëþáîå ïåðå÷èñëèìîå
ìíîæåñòâî.

Ïåðâûì èñòî÷íèêîì íîðìàëüíûõ ôîðì ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììà óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè,
êîòîðàÿ ôèêñèðóåò â ñâîåé ñòðóêòóðå òîò çàïàñ äåéñòâèé è ìèíèìóì îðãàíèçàöèè âû÷èñ-
ëåíèé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå ëþáîé ïðîãðàììû. Ðèñóíîê íîðìàëüíîé ôîð-
ìû ñèëüíî çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ñïîñîáà ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îäíàêî äëÿ ìíîãèõ èç íèõ
õàðàêòåðíî ðàçäåëåíèå

”
êîìáèíàòîðíîé“ è

”
ïîèñêîâîé“ ñòàäèé âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ñ

âîçìîæíîé êîíöåíòðàöèåé ïîñëåäíåé â îäíîé ÷àñòè ïðîãðàììû. Ñëîâà ïîèñêîâûé è êîìáè-
íàòîðíûé � ýòî òèïè÷íûå ïðèìåðû ìàòåìàòè÷åñêèõ ýïèòåòîâ, êîòîðûå íèêîãäà íå îïðå-
äåëÿþòñÿ, èñïîëüçóÿñü ãëàâíûì îáðàçîì â ïðåäèñëîâèÿõ è â êîììåíòàðèÿõ, íî â êîòîðûõ
çà÷àñòóþ ñèäèò âñÿ ñóòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàññóæäåíèÿ. Ìû ïîíèìàåì ïîä êîìáèíàòîð-
íîé ñòàäèåé ìàíèïóëÿöèè, ñâÿçàííûå ñ ýëåìåíòàìè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, ïðè÷åì îáúåì
ýòèõ ìàíèïóëÿöèé èìååò äîñòîâåðíóþ âåðõíþþ îöåíêó, èçâåñòíóþ äî íà÷àëà ñòàäèè. Ïî-
èñêîâàÿ ñòàäèÿ ñâÿçàíà ñ îáîçðåâàíèåì ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, ïðè÷åì áåç
ãàðàíòèè òîãî, ÷òî íóæíûé íàì ýëåìåíò y ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó, è áåç îöåíêè ÷èñëà
øàãîâ, êîòîðûå íàäî ñäåëàòü, ïðåæäå ÷åì äîáðàòüñÿ äî öåëè.

Â ãåäåëåâûõ èçîáðàæåíèÿõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ñóùåñòâóåò öåëàÿ èåðàðõèÿ íîðìàëü-
íûõ ôîðì â âèäå îáùåðåêóðñèâíûõ ïðåäèêàòîâ, ïðåäâàðåííûõ ðàçíûìè êîìáèíàöèÿìè
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êâàíòîðîâ (èåðàðõèÿ Êëèíè). Â ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèÿõ ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ
ôîðìà ñ åäèíñòâåííûì âõîæäåíèåì îïåðàòîðà ïîèñêà. Äëÿ ðåêóðñèâíûõ ïðîãðàìì àíà-
ëîãîì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñ îäíèì ðåêóðñèâíûì óðàâíåíèåì, à äëÿ îïåðàòîðíûõ
àëãîðèòìîâ � ñ îäíèì îïåðàòîðîì öèêëà. Äèîôàíòîâû ìíîæåñòâà ñàìè ïî ñåáå îáðàçóþò
íîðìàëüíóþ ôîðìó, â êîòîðîé êîìáèíàòîðíûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ïîëèíîìà, à
ïîèñê çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåáîðå ïàðàìåòðîâ è íåèçâåñòíûõ.

Ïðîãðàììíûå ïðîöåññîðû. Ñóùåñòâåííîå ìåñòî â êëàññå âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé çà-
íèìàþò íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ôóíêöèè, ñìûñë êîòîðûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ðàáîòà-
þò, ñ ïðîãðàììàìè, ò. å. ñ íîìåðàìè âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé. Ïðîãðàììèñòàì åñòåñòâåííî
íàçûâàòü òàêèå ôóíêöèè ïðîãðàììíûìè ïðîöåññîðàìè. Ñàìûì ïåðâûì èç íèõ ñëåäóåò
íàçâàòü óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ � èíòåðïðåòàòîð ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàïðîãðàì-
ìèðîâàííûé â íåì ñàìîì. Íå ìåíåå ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü èãðàåò òàê íàçûâàåìàÿ s-
m-n-ôóíêöèÿ, èëè ñìåøàííûé âû÷èñëèòåëü sn

m(pm+n, x 1,. . . ,xm), êîòîðûé ïî ïðîãðàì-
ìå p, çàäàþùåé ôóíêöèþ n+m ïåðåìåííûõ ϕ(x 1,. . . ,xn, xn+1,. . . ,xn+m), è ïî çàäàííûì
àðãóìåíòàì x 1,. . . ,xn âû÷èñëÿåò (ãåíåðèðóåò) ïðîãðàììó px, . . . , xn,çàäàþùóþ ôóíêöèþ
ψ(xn+1,. . . ,xn+m) ==ϕ(x 1,. . . ,xn, xn+1,. . . ,xn+m). Âàæíóþ ðîëü èãðàþò

”
òðàíñëÿòîðû“ �

ôóíêöèè, ïåðåâîäÿùèå îáðàçû ôóíêöèé èç îäíîé íóìåðàöèè â äðóãóþ. Ê íèì ïðèìûêà-
þò ïåðåñòàíîâêè � òîòàëüíûå ôóíêöèè, ïåðåâîäÿùèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî N â N. Ñ èõ
ïîìîùüþ âûäåëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé è ìíîæåñòâ, ò. å. òàêèå, êîòîðûå
ñîõðàíÿþòñÿ ïðè âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâêàõ êîîðäèíàòíûõ ìíîæåñòâ. Íè îäíà ðàçâè-
òàÿ òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè íå îáõîäèòñÿ áåç áèáëèîòåêè ñòàíäàðòíûõ ïðîöåäóð, ñâÿçûâà-
þùèõ ôóíêöèè è ìíîæåñòâà: òîòàëüíûå ôóíêöèè, ïåðå÷èñëÿþùèå ãðàôèê âû÷èñëèìîé
ôóíêöèè, ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ñâîåé îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ, è ò. ï. Îáùèì äëÿ âñåõ ýòèõ ñëóæåáíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå ïðåä-
ñòàâèòü èõ â íåêîòîðîé ñòàíäàðòíîé ôîðìå èëè îòíåñòè èõ ê êàê ìîæíî áîëåå ïðîñòîìó
êëàññó. Äëÿ òîòàëüíûõ ôóíêöèé ñòàíäàðòíûì ÿâëÿåòñÿ êëàññ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ
ôóíêöèé, à òàêæå âñþäó, ãäå âîçìîæíî, � ñóáðåêóðñèâíûå êëàññû. Äëÿ íóìåðàöèé íóæ-
íî óìåòü ñâîðà÷èâàòü âçàèìíî îäíîçíà÷íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë â îäíî ÷èñëî; áàçî-
âîé êîíñòðóêöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ïåðåñ÷åòà ïàð, ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
ñåìåéñòâî òðåõ ôóíêöèé z=χ(x,y), x=σ1(z ) è y = σ2(z), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì
òîæäåñòâàì

∀z ≡ χ(σ1(z), σ2(z));

∀x, y : x ≡ σ1(χ(x, y))&t ≡ σ2(χ(x, y)).

Ñëîæíîñòü. Â ïîñëåäíèå ãîäû ñ îáùåé òåîðèåé âû÷èñëèìîñòè íà÷èíàåò ñìûêàòüñÿ
òåîðèÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé. Â åå îñíîâå ëåæàò àáñòðàêöèè ðàçíûõ ôîðì ôè-
çè÷åñêîé ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèé âî âðåìåíè è â ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå îöåíêè îáúåìà òîé
èíôîðìàöèè, êîòîðóþ íàäî çàäàòü â ïðîãðàììå. Òåîðèÿ ñëîæíîñòè ðàññìàòðèâàåò îáû÷-
íî òîëüêî òîòàëüíûå ôóíêöèè è ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî ðåëÿòèâèçèðîâàííîé òåîðèåé,
èñ÷èñëÿÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé ïî îòíîøåíèþ ê ôèêñèðîâàííîìó íàáîðó ýëåìåíòàðíûõ
ñðåäñòâ îáðàáîòêè è õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè (ôóíêöèîíàëüíûé áàçèñ). Èñõîäíûì ïîíÿòè-
åì â òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïðîòîêîëà èëè èñòîðèè âû÷èñëåíèé, èëè ïðîñòî
âû÷èñëåíèÿ: îðãàíèçîâàííàÿ ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèî-
íàëüíóþ çàâèñèìîñòü, ò. å. ïðèâîäÿùàÿ îò x 1, . . . , xn ê ϕ(x 1, . . . , xn). Îðãàíèçîâàííîñòü
âûãëÿäèò êàê (÷àñòè÷íûé) ïîðÿäîê íà ýëåìåíòàðíûõ øàãàõ, îòðàæàþùèé ëîãè÷åñêèå è
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èíôîðìàöèîííûå ñâÿçè ìåæäó íèìè. Ýòîò ïîðÿäîê îò÷àñòè èíäóöèðóåòñÿ ïðîãðàììîé,
îò÷àñòè � óíèâåðñàëüíûì àëãîðèòìîì èñïîëíåíèÿ.

Íà ïðîòîêîëàõ çàäàåòñÿ íåêîòîðàÿ ìåðà, îòðàæàþùàÿ çàòðàòû âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà
íà âû÷èñëåíèÿ, âûïîëíÿåìûå ñîãëàñíî äàííîìó ïðîòîêîëó. Çàòåì ââîäèòñÿ íåêîòîðûé ñïî-
ñîá

”
èíòåãðèðîâàíèÿ“ ìåð ñëîæíîñòè îòäåëüíûõ âû÷èñëåíèé, ïîçâîëÿþùèé ñîïîñòàâèòü

íåêîòîðóþ ñëîæíîñòü äàííîé ïðîãðàììå. Íàâåøèâàíèå êâàíòîðîâ íà ñëîæíîñòè ìíîæå-
ñòâà ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ ïðîãðàìì äàåò îöåíêè ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è â
äàííîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè. Êâàíòîð âñåîáùíîñòè äàåò íèæíþþ îöåíêó (êàêîâà íè
áûëà áû ïðîãðàììà, îíà áóäåò íå ïðîùå ÷åì. . . ); êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ äàåò âåðõíþþ
îöåíêó (ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà ñî ñëîæíîñòüþ íå áîëåå. . . ). Ïîñêîëüêó çàòðàòû ðåñóðñîâ
ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò îáúåìà âõîäíîé èíôîðìàöèè, ñëîæíîñòü îáû÷íî óêàçûâàåòñÿ êàê
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî îáúåì.

Âêëàä ðàçíûõ ìîäåëåé â îáùóþ òåîðèþ.

Ôîðìèðîâàíèå îáùåé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè è åå ïðèìåíåíèå îáîãàòèëè ìàòåìàòèêó
ñåðèåé ïðèíöèïèàëüíûõ äîñòèæåíèé. Íåêîòîðûå ìîäåëè âû÷èñëåíèé èãðàþò âàæíóþ ðîëü
â èíôîðìàòèêå è ïðîãðàììèðîâàíèè. Ðÿä ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè
èìåþò ãëóáîêóþ ìåòîäîëîãè÷åñêóþ è ôèëîñîôñêóþ Èíòåðïðåòàöèþ. Íå ïðåòåíäóÿ íè íà
ïîëíîòó, íè íà ãëóáèíó àíàëèçà, îõàðàêòåðèçóåì âêëàä ðàçíûõ ìîäåëåé âû÷èñëèìîñòè â
îáùóþ òåîðèþ è åå ïðèëîæåíèÿ.

Êëàññè÷åñêèå ìîäåëè. Èçîáðàçèìîñòü íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ âû÷èñëèìûõ ôóíê-
öèé, îõâàòûâàåìûõ êëàññîì ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé, â ëîãè÷åñêîì èñ÷èñëåíèè
ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè ïîçâîëèëà Ãåäåëþ (Ãåäåëü, 1931) óñòàíîâèòü ñâîé çíàìåíèòûé
ðåçóëüòàò î íåïîëíîòå ôîðìàëüíûõ òåîðèé. Î÷åíü âàæíóþ ðîëü äëÿ Òåîðèè âû÷èñëè-
ìîñòè è ìàòåìàòèêè âîîáùå ñûãðàëà êîíöåïöèÿ ãåäåëåâîé íóìåðàöèè, ò. å. îòîáðàæåíèÿ
êîíñòðóêöèé ôîðìàëüíîãî ÿçûêà â ïðåäìåòíóþ îáëàñòü, â äàííîì ñëó÷àå � â N. Âûäå-
ëåííûé ïðè ýòîì êëàññ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé íà äîëãèå ãîäû ñòàë îñíîâíîé

”
ñèñòåìîé ïðîãðàììèðîâàíèÿ“ ðàçíûõ ñëóæåáíûõ ôóíêöèé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè è áûë
ïîäâåðãíóò äåòàëüíîìó èçó÷åíèþ � â ÷àñòíîñòè, ðàñ÷ëåíåí íà èåðàðõèþ ñóáðåêóðñèâ-
íûõ êëàññîâ, çàäàâàåìóþ ðèñóíêîì ôîðìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ãðàäóèðóåìóþ øêàëîé
îöåíîê ñêîðîñòè ðîñòà (Ãæåãîð÷èê, 1953).

Ïîíÿòèå ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè ïî Ýðáðàíó ïîçâîëèëî íàùóïàòü îáúåì êëàññà òîòàëü-
íûõ âû÷èñëèìûõ (îáùåðåêóðñèâíûõ) ôóíêöèé, ðàñïðîñòðàíèòü íà íèõ ïîíÿòèå èçîáðà-
çèìîñòè (Ìîñòîâñêèé, 1947), óñòàíîâèòü ïåðâóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ñ íåçàâèñèìûì îïðåäå-
ëåíèåì âû÷èñëèìîñòè (λ-îïðåäåëèìîñòüþ) (Êëèíè, 1936à), äàòü ïåðâûå ôîðìóëèðîâêè
òåîðåì î íîðìàëüíîé ôîðìå (Êëèíè, 1936) è î íóìåðàöèè (Êëèíè, 1943). Óæå â ïîñëåäíèå
ãîäû â âèäå òàê íàçûâàåìûõ áàçîâûõ òðàíñôîðìàöèé (rewritingrules) ýòîò ïîäõîä ê îïðå-
äåëåíèþ âû÷èñëèìîñòè âîøåë â ïðîãðàììèðîâàíèå ïîä íàçâàíèåì òðàíñôîðìàöèîííîãî
ïîäõîäà (ñì., íàïðèìåð, Äàðëèíãòîí, 1978).

Òåîðèÿ λ-îïðåäåëèìîñòè ìåíåå ðàñïðîñòðàíåíà, íåæåëè äðóãèå ìîäåëè âû÷èñëèìîñòè,
åñëè íå ñ÷èòàòü λ-íîòàöèè ×åð÷à, ñòàâøåé îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ îáîçíà÷åíèé â ìà-
òåìàòèêå. Â òî æå âðåìÿ ýòà ìîäåëü ñûãðàëà áîëüøóþ ðîëü â ñòàíîâëåíèè òåîðèè âû÷èñ-
ëèìîñòè. Áóäó÷è âåñüìà àáñòðàêòíîé ìîäåëüþ, λ-èñ÷èñëåíèå èíòóèòèâíî âûäåëèëî â êà÷å-
ñòâå èñõîäíûõ ïîíÿòèé ñëåäóþùèå íàèáîëåå âàæíûå óíèâåðñàëüíûå êîíñòðóêöèè êëàññà
âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé: îòîáðàæåíèå ôóíêöèé â ïðåäìåòíóþ îáëàñòü (ñïîñîáíîñòü îäíîãî
è òîãî æå òåðìà óïîòðåáëÿòüñÿ è â ðîëè ôóíêöèè, è â ðîëè àðãóìåíòà), íàõîæäåíèå çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè îò çàäàííîãî àðãóìåíòà ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíîé îïåðàöèè (îïåðàöèÿ (tu)
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ïðèìåíåíèÿ t ê u), s-m-n-ôóíêöèþ (ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ
ïóòåì ïîî÷åðåäíîãî ïðèìåíåíèÿ). Íåîáõîäèìîñòü ýêñïëèêàöèè ýòèõ ïîíÿòèé â êîíêðåò-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëÿõ áûëà, âîçìîæíî, òîë÷êîì ê íàõîæäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîíñòðóêöèé â òåîðèè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé. Àíàëîãè÷íî, òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå
â λ-èñ÷èñëåíèè ïðèâåëà ê íàõîæäåíèþ òåîðåì î ðåêóðñèè.

Èçó÷åíèå ñâîéñòâà λ-èñ÷èñëåíèÿ ïîçâîëèëî âïåðâûå äîêàçàòü àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàç-
ðåøèìîñòü êîíêðåòíîé ïðîáëåìû, ñîñòîÿùåé â ñëåäóþùåì. Òåðì â λ-èñ÷èñëåíèè íàçûâà-
åòñÿ âûçîâîì ôóíêöèè, åñëè îí èìååò âèä (λx.f)t. Òåðì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé,
åñëè îí íå ñîäåðæèò âûçîâîâ ôóíêöèè. Òåðì t èìååò íîðìàëüíóþ ôîðìó u, åñëè |−t→u.
Íàïðèìåð, òåðì (λx.xx)y èìååò íîðìàëüíóþ ôîðìó yy, à òåðì (λx.xx) (λx.xx) íîðìàëüíîé
ôîðìû íå èìååò (äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðåäóöèðîâàòü ýòîò âûçîâ, òî îí ïåðåéäåò ñàì â ñå-
áÿ). Ïðîáëåìà, íåðàçðåøèìîñòü êîòîðîé áûëà óñòàíîâëåíà ×åð÷åì (×åð÷, 1936), ñîñòîèò
â òðåáîâàíèè îïðåäåëèòü äëÿ ëþáîãî òåðìà, èìååò ëè îí íîðìàëüíóþ ôîðìó.

Ñîâïàäåíèå λ-îïðåäåëèìîñòè ñ îáùåðåêóðñèâíîñòüþ (Êëèíè, 1936à) ïîçâîëèëî ×åð-
÷ó ñôîðìóëèðîâàòü ñâîé òåçèñ î òîì, ÷òî îáùåðåêóðñèâíûå (è λ-îïðåäåëèìûå) ôóíêöèè
îòâå÷àþò è ïîëíîñòüþ îõâàòûâàþò èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå âû÷èñëèìîé ôóíêöèè.

Ìû åùå áóäåì ãîâîðèòü î ðîëè λ-èñ÷èñëåíèÿ â àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè, à ïîêà
çàìåòèì, ÷òî âíèìàíèå ê ýòîé ìîäåëè âîçðîñëî â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
ßçûê Ëèñï (Ìàêêàðòè, 1960) ïî÷òè áóêâàëüíî ñîäåðæèò â ñåáå ôîðìàëèçì λ-èñ÷èñëåíèÿ;
Ëýíäèí (Ëýíäèí, 1965) óêàçàë íà ñâÿçü êîíñòðóêöèé ÿçûêà Àëãîë 60 ñ λ-èñ÷èñëåíèåì; ñî-
âñåì æå íåäàâíî Áýêóñ (Áýêóñ, 1978) âûäâèíóë ôóíêöèîíàëüíîå èëè àïïëèêàòèâíîå ïðî-
ãðàììèðîâàíèå êàê àëüòåðíàòèâó ñëîæèâøåìóñÿ ñòèëþ ñîñòàâëåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ
èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì.

Ìàøèíû Òüþðèíãà îêàçàëèñü â âûñøåé ñòåïåíè óáåäèòåëüíîé ìîäåëüþ, äåìîíñòðè-
ðóþùåé ìåõàíè÷åñêèé õàðàêòåð âû÷èñëåíèé, îäíîçíà÷íî ïðåäïèñûâàåìûõ ïðîãðàììîé è
ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïîñðåä-
ñòâåííîé î÷åâèäíîñòè. Â ìàøèíàõ Òüþðèíãà ðàáîòà ñ êîëè÷åñòâàìè ïîëíîñòüþ ñâîäèòñÿ
ê ðàáîòå ñî çíàêàìè. Äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà áûë ïîñòðîåí óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì, áû-
ëà äîêàçàíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû îñòàíîâêè è ââåäåíî ïîíÿòèå
îòíîñèòåëüíîé âû÷èñëèìîñòè (Òüþðèíã, 1936). Õàðàêòåðèçàöèè λ-îïðåäåëèìûõ ôóíêöèé
ìàøèíàìè Òüþðèíãà è íàîáîðîò îêàçàëèñü âåñüìà âåñêèì ïîäòâåðæäåíèåì òåçèñà ×åð÷à.
Â äàëüíåéøåì ìàøèíû Òüþðèíãà áëàãîäàðÿ êðàéíåé ýëåìåíòàðíîñòè ñâîèõ øàãîâ ñòàëè
ïîïóëÿðíîé ìîäåëüþ â ðàáîòàõ ïî ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ (ñì., íàïðèìåð, Òðàõòåíáðîò,
1967). Ââåäåíèå ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà ìàíèïóëèðîâàíèå ñ ëåíòîé ïðèâåëî ê ðàçâè-
òîé êëàññèôèêàöèè ìàøèí Òüþðèíãà, ïîëó÷èâøèõ â îáëàñòè ñóáðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé
íàçâàíèå àâòîìàòîâ è îáðàçîâàâøèõ ñâîþ ðàçâèòóþ òåîðèþ.

Ïîíÿòèå ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè ïîçâîëèëî îñîçíàòü ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè
êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè, ïî îòíîøåíèþ ê äèàãîíàëèçàöèè, ïîëó÷èòü â
îêîí÷àòåëüíîé ôîðìå òåîðåìó îá óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè (Êëèíè, 1943), s-m-n-òåîðåìó,
ïåðâóþ (Êëèíè, 1952, � 66) è âòîðóþ (Êëèíè, 1938) òåîðåìû î ðåêóðñèè, óñòàíîâèòü â
îáùåé ôîðìå íåðàñïîçíàâàåìîñòü íåòðèâèàëüíûõ ñâîéñòâ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé íî ïðî-
ãðàììàì (Ðàéñ, 1953), ïîëíîñòüþ ðàçðàáîòàòü ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé âû÷èñëèìîñòè è
ââåñòè íà åãî îñíîâå âû÷èñëèìûå ôóíêöèîíàëû è îïåðàòîðû (Êëèíè, 1952, ÷. III).

Ïðîãðàììèñòñêèå ìîäåëè. Îïåðàòîðíûå àëãîðèòìû è ðåêóðñèâíûå ïðîãðàììû âîç-
íèêëè â òåîðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè è äî ñèõ ïîð ÿâëÿþòñÿ ìîäåëüþ âû÷èñëåíèé,
ïåðèôåðèéíîé äëÿ îáùåé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè. Èõ ðîëü âîçðàñòåò, êîãäà ìû ïðîäîëæèì
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èõ îáñóæäåíèå â ðàçäåëå àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè. Îäíàêî óæå ñåé÷àñ ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî íàëè÷èå ìåõàíèçìà ïðîèçâîëüíîãî äîñòóïà ê ïàìÿòè (ïî àäðåñó èëè èíäåêñó) ñäåëàëî
íåêîòîðûé ïîäêëàññ îïåðàòîðíûõ àëãîðèòìîâ îäíîé èç îñíîâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäå-
ëåé â òåîðèè ñëîæíîñòè (Àõî è äð., 1976). Âûäåëåíèå â êà÷åñòâå îòäåëüíîé êîíñòðóêöèè
ãðàôà ïåðåõîäîâ ïîçâîëèëî êëàññèôèöèðîâàòü ïðîãðàììû ïî ñòðóêòóðå ãðàôà ïåðåõîäîâ
(áåñöèêëîâûå, ñòðóêòóðèðîâàííûå ïðîãðàììû), â ÷àñòíîñòè, îáíàðóæèòü, ÷òî óæå âåñüìà
ðåãóëÿðíîé è ïðîñòîé ñòðóêòóðû äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çàïðîãðàììèðîâàòü ëþáóþ ôóíê-
öèþ (Ïåòåð, 1958; Áåì, ßêîïèíè, 1966), à òàêæå ïîäòâåðäèòü èåðàðõèþ ñóáðåêóðñèâíûõ
ôóíêöèé (Êîíñòåáëü, Áîðîäèí, 1972). Àíàëîãîì òåîðåìû î íîðìàëüíîé ôîðìå äëÿ ðåêóð-
ñèâíûõ ôóíêöèé çäåñü ñëóæèò òåîðåìà î íîðìàëüíîé ôîðìå ñ åäèíñòâåííûì îïåðàòîðîì
öèêëà (Õàðåë, 1980). Ïîñêîëüêó ïðàâèëà ïðîãðàììèðîâàíèÿ îïåðàòîðíûõ àëãîðèòìîâ çà-
äàíû îòíîñèòåëüíî áàçèñà ýëåìåíòàðíûõ ïðåäèêàòîâ è îïåðàöèé, îíè ïîçâîëÿþò èçó÷àòü
êðèòåðèè àëãîðèòìè÷åñêîé ïîëíîòû áàçèñà, ò. å. âîçìîæíîñòè çàäàòü îïåðàòîðíûìè àëãî-
ðèòìàìè ëþáóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ (Íåïîìíÿùèé, 1972).

Ðåêóðñèâíûå ïðîãðàììû ïîçâîëèëè îõàðàêòåðèçîâàòü êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé êàê
íåïîäâèæíûå òî÷êè óðàâíåíèé, â êîòîðûõ äîïóñêàþòñÿ ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ è ïðîñòåéøèå
îïðåäåëåíèÿ ðàçáîðîì ñëó÷àåâ. Ýòî ñî÷åòàíèå êîíêðåòíîé ïðîãðàììíîé êîíñòðóêöèè ñî
ñòîëü àáñòðàêòíûì îïðåäåëåíèåì ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèé îêàçàëîñü î÷åíü óäîáíûì ìåòî-
äîëîãè÷åñêèì ñðåäñòâîì äëÿ îïèñàíèÿ ñìûñëà ïðîãðàìì, ò. å. äëÿ îïèñàíèÿ âû÷èñëÿåìîé
ïðîãðàììîé ôóíêöèè íåêîòîðûìè ñðåäñòâàìè, îòëè÷íûìè îò óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåõíèêà ïîä íàçâàíèåì äåíîòàöèîííîé ñåìàíòèêè ïîëó÷èëà ðàñïðîñòðà-
íåíèå â òåîðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè (Ìàííà, 1974).

Îïåðàòîðíûå àëãîðèòìû è ðåêóðñèâíûå ïðîãðàììû ñòàëè â ïîñëåäíèå ãîäû äîìèíè-
ðóþùèìè ìîäåëÿìè â òåîðèè äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ ïðîãðàìì. Êàê èçâåñòíî, èçîáðàçè-
ìîñòü âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ô â ëîãè÷åñêîì ÿçûêå ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè ïîçâîëÿåò
ñðåäñòâàìè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà äîêàçûâàòü ïðèíàäëåæíîñòü îòäåëüíûõ òî÷åê ãðàôèêó
ôóíêöèè ϕ, íî íå äàåò íèêàêîãî ïîäõîäà ê äîêàçàòåëüñòâó îáùèõ ñâîéñòâ ïðîèçâîëüíîé
âû÷èñëèìîé ôóíêöèè. Ïî ïðîãðàììå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè â åå îïðåäåëå-
íèè ïî Ãåäåëþ ìîæíî èçâëå÷ü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ (Êëèíè, 1952, �
49), íî ýòîãî óæå íåëüçÿ ñäåëàòü äëÿ îáùåðåêóðñèâíîé ôóíêöèè, ïîñêîëüêó åå ïðîãðàì-
ìà íåîòëè÷èìà îò ïðîãðàìì ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé, äëÿ, êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà
óæå óïîìÿíóòàÿ òåîðåìà Ðàéñà î íåðàñïîçíàâàåìîñòè íåòðèâèàëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ñâîéñòâ.

Òåîðèÿ äîêàçàòåëüñòâ ñâîéñòâ ïðîãðàìì ïîä âîçäåéñòâèåì ïðàêòè÷åñêèõ ïîòðåáíîñòåé
ñòðåìèòñÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè ïðåîäîëåâàòü ýòîò áàðüåð íåðàçðåøèìîñòè. Îäèí èç ìåòî-
äîâ � ðàáîòà ñ òàê íàçûâàåìûìè àííîòèðîâàííûìè ïðîãðàììàìè. Ñóòü åãî ñîñòîèò âî
ââåäåíèè ñâîåîáðàçíîãî ïðîãðàììíî-ëîãè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ, îñíîâàííîãî íà ÿçûêå, îáú-
åäèíÿþùåì ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ è ïðîãðàììíûå êîíñòðóêöèè. Àííîòàöèÿ �
ýòî ëîãè÷åñêàÿ ôîðìóëà (óòâåðæäåíèå), îòíåñåííàÿ íåêîòîðîé òî÷êå ïðîãðàììû. Àêñèî-
ìû ïðîãðàììíî-ëîãè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè èíäóêòèâíîå ðàññóæäåíèå,
óïðàâëÿåìîå ñòðóêòóðîé ïðîãðàììû. Ýòî ðàññóæäåíèå, îòïðàâëÿÿñü îò àííîòàöèé, êàê
îò ïîñûëîê, âûâîäèò íåêîòîðîå îáùåå óòâåðæäåíèå î ïðîãðàììå, íàïðèìåð, òîòàëüíîñòü
âû÷èñëÿåìîé åþ ôóíêöèè èëè åå ðàâåíñòâî äðóãîé, íåçàâèñèìî îïðåäåëåííîé ôóíêöèè
(çàäà÷à î ïðàâèëüíîñòè ïðîãðàììû). Óñïåõ äåëà ñîñòîèò â èñêóññòâå âûáîðà àííîòàöèé.
Ýòî, åñòåñòâåííî, òâîð÷åñêàÿ çàäà÷à, íî åå ðåøåíèþ ÷àñòî ñïîñîáñòâóåò òî èëè èíîå àïðè-
îðíîå çíàíèå î ïðîãðàììèðóåìîé çàäà÷å. Èñïîëüçóåìûå ïðè ýòîì ñìåøàííûå ïðîãðàììíî-
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ëîãè÷åñêèå èñ÷èñëåíèÿ îáðàçóþò òî, ÷òî íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêîé ñåìàíòèêîé ÿçûêà ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ (Ôëîéä, 1967; Õîàð, 1967; Áåðñòàëë, 1969).

Ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò ïî-èíîìó ïðè âçãëÿäå íà ñâÿçü ìåæäó ëîãèêîé è ïðîãðàììèðîâàíè-
åì ñ äðóãîé ñòîðîíû. Â ðÿäå ñëó÷àåâ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î çàäà÷å, âûðàæåííàÿ â íåêî-
òîðîì ÿçûêå ñïåöèôèêàöèé, äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü èç ýòîé ñïåöèôèêàöèè ïðîãðàì-
ìó âû÷èñëåíèé ïóòåì ñèñòåìàòè÷åñêîãî ñèíòåçà ïðîãðàììû. Â îñíîâå ýòîé âîçìîæíîñòè
ëåæèò ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò èçâëåêàåìîñòè ðåêóðñèâíîãî îïèñàíèÿ âû÷èñëèìîé ôóíê-
öèè ïî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíñòðóêòèâíîé ëîãèêå (Êëèíè, 1945;
1952, � 82). Ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íûõ ñèíòåçàòîðîâ äëÿ äðóãèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé ñ
äîïîëíèòåëüíûìè òðåáîâàíèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ðàçíûì êðèòåðèÿì ýôôåêòèâíîñòè,
ñîñòàâëÿåò îäèí èç öåíòðàëüíûõ ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íåäàâíî âûÿñíèëîñü, ÷òî ïðîãðàììíûå ïðîöåññîðû òèïà s-m-n-ôóíêöèè, èëè ñìåøàí-
íîãî âû÷èñëèòåëÿ, èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â òðàíñëÿöèè è äðóãèõ ïðèêëàäíûõ
âîïðîñàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ (Åðøîâ, 1977). Ýòî ïðèâåëî ê çàäà÷å ñòðîãîãî îïèñàíèÿ ýòèõ
ïðîãðàììíûõ ïðîöåññîðîâ â ìîäåëÿõ îïåðàòîðíûõ àëãîðèòìîâ è ðåêóðñèâíûõ ïðîãðàìì
(Åðøîâ, 1978, 1980).

Äèîôàíòîâû ìíîæåñòâà. Õàðàêòåðèçàöèÿ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ è âû÷èñëèìûõ
ôóíêöèé äèîôàíòîâûìè ìíîæåñòâàìè áûëà íàéäåíà ñîâñåì íåäàâíî (Ìàòèÿñåâè÷, 1970).
Èçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè åùå â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îòðàæàåò ïóòü åå ñòàíîâ-
ëåíèÿ (Ìàòèÿñåâè÷, 1972). Äâèæóùåé ñèëîé â ðàçâèòèè âîïðîñà áûë âûçîâ Ãèëüáåðòà,
ñôîðìóëèðîâàâøåãî â êà÷åñòâå ñâîåé äåñÿòîé ïðîáëåìû ñëåäóþùóþ: íàéòè àëãîðèòì,
ïîçâîëÿþùèé äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè (äèîôàíòîâûõ
óðàâíåíèé) îïðåäåëèòü èõ ðàçðåøèìîñòü â öåëûõ ÷èñëàõ. Îãðîìíûå è áåçóñïåøíûå óñè-
ëèÿ, çàòðà÷åííûå íà ïîïûòêè ïîçèòèâíîãî ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû, â ñî÷åòàíèè ñ íàêàï-
ëèâàþùèìèñÿ ê ýòîìó âðåìåíè ïðèìåðàìè àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè ïðèó÷àëè
ê ìûñëè âèäåòü â äåñÿòîé ïðîáëåìå Ãèëüáåðòà ïðîñòî åùå îäèí ïðèìåð íåðàçðåøèìîé
ìàññîâîé ïðîáëåìû, îäíàêî ãèïîòåçà Äåéâèñà (Äåéâèñ, 1953) î òîì, ÷òî ýòà ïðîáëåìà ìî-
æåò áûòü íåðàçðåøèìà èç-çà ãîðàçäî áîëåå ôóíäàìåíòàëüíîé ïðè÷èíû, à èìåííî � èç-çà
äèîôàíòîâîñòè ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ, ñðàçó ïðèäàëà ýòîé ïðîáëåìå äîïîëíèòåëüíóþ
ãëóáèíó.

Íå îòâëåêàÿñü íà èñòîðèþ îêîí÷àòåëüíîãî óñòàíîâëåíèÿ äèîôàíòîâîñòè ïåðå÷èñëèìûõ
ìíîæåñòâ, çàìåòèì ëèøü, ÷òî ïîñòðîåíèå òåîðèè âû÷èñëèìîñòè â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè åùå
ïðîäîëæàåòñÿ (Äåéâèñ è äð., 1976) . Íàéäåí óíèâåðñàëüíûé ìíîãî÷ëåí, ò. å. îáëàäàþùèé
ïàðàìåòðîì, âàðüèðîâàíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ëþáûå ïåðå÷èñëåííûå ìíîæåñòâà
ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè. Ñòåïåíü è ÷èñëî ïåðåìåííûõ ïîëèíîìà îêàçàëèñü óäîáíûìè
ïàðàìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ åãî äèîôàíòîâà ìíîæåñòâà.
Ñ ïðèâÿçêîé ê ýòèì ïàðàìåòðàì áûë óñòàíîâëåí ðÿä òåîðåì ðåäóêöèè (íàïðèìåð, ÷òî äî-
ñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ íå áîëåå ÷åì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè), à òàêæå
ïîëó÷åíû îöåíêè ñëîæíîñòè êîíêðåòíûõ ìíîæåñòâ. Ïîæàëóé, íàèáîëåå çàãàäî÷íîé òåîðå-
ìîé î íîðìàëüíîé ôîðìå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ëþáîãî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà èç N
â âèäå ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé íåêîòîðîãî ïîëèíîìà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîëèíîìû îáëàäà-
þò îïðåäåëåííîé óíèâåðñàëüíîé ñïîñîáíîñòüþ êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè. Ýêñïëóàòàöèÿ
ýòèõ ñïîñîáíîñòåé äîñòóïíà ïîêà ÷òî ëèøü íåñêîëüêèì ýêñïåðòàì, è îíè âðåìÿ îò âðå-
ìåíè ïîðàæàþò âîîáðàæåíèå îñòàëüíûõ ìàòåìàòèêîâ ìàãè÷åñêèìè ôîðìóëàìè ìíîãî÷ëå-
íîâ, âû÷èñëÿþùèõ, íàïðèìåð, âñå ïðîñòûå ÷èñëà, èëè � êàê ýòîò ïðîñòåíüêèé ïîëèíîì,
íàéäåííûé Äæîóíçîì (öèò. ïî Ìàíèíó, 1980, ãë. 2, � 8),



Åðøîâ À.Ï. 17

2a4b+ a3b2 − 2a2b3 − a5 − ab4 + 2a,

� âñå ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è è òîëüêî èõ.
Àáñòðàêòíàÿ âû÷èñëèìîñòü.
Ïðåäàíàëèç. Çíàêîìñòâî ñ òåîðèåé âû÷èñëèìîñòè âî âñåì ðàçíîîáðàçèè îáðàçóþ-

ùèõ èõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé îñòàâëÿåò ñìåøàííîå âïå÷àòëåíèå, äàæå åñëè îñòàâàòüñÿ
ñòðîãî â ðàìêàõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Åñòåñòâåííî, ïåðâîå, ê ÷åìó íàñ ïðèó÷àþò, �
ýòî

”
æåëåçíàÿ“ êðóãîâàÿ ïîðóêà âçàèìíîé ñâîäèìîñòè. Äàëåå ìû ìîæåì óñìîòðåòü êîíòó-

ðû � íî íå áîëåå � èíâàðèàíòíîé òåîðèè, óòâåðæäåíèÿ êîòîðîé ìîæíî âûðàçèòü â ëþáîé
âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè è äîêàçàòü â ëþáîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû
âîïëîòèòü êîíòóðû â ðåàëüíîñòü, ìû èìååì, ãðóáî ãîâîðÿ, ñëåäóþùèå àëüòåðíàòèâû: (1)
ïðîâåñòè âñå ïîñòðîåíèÿ â äàííîé ìîäåëè, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèÿ è ñòèëü ðàññóæäåíèé è êîí-
ñòðóêöèé, õàðàêòåðíûé äëÿ åå ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èëè (2)

”
óêðàñòü“ ðåçóëüòàò èç

äðóãîé òåîðèè, ïðèìåíèâ äâàæäû òðàíñëÿöèþ èç îäíîé ìîäåëè â äðóãóþ. Ìîæíî òàêæå
ïðåäàòüñÿ îïïîðòóíèçìó è çàíèìàòüñÿ òî çàèìñòâîâàíèÿìè, òî ñîáñòâåííûìè ïîñòðîåíè-
ÿìè â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî

”
óäîáíåå“.

Â êàêîì-òî ñìûñëå íèêàêîé èç ýòèõ ñïîñîáîâ íå õîðîø. Ïåðâûé ïîäõîä ïðåâðàùàåò íà-
óêó â ìîíîëîãè ãëóõèõ, îñòàâëÿÿ êàæäîãî èññëåäîâàòåëÿ íàåäèíå ñî ñïåöèôèêîé âûáðàí-
íîé ìîäåëè è åå ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, âåñüìà íåóäîáíîãî è èñêóññòâåí-
íîãî. Âòîðîé ïîäõîä çàâåäîìî ñóæàåò âçãëÿä íà òåîðèþ âû÷èñëèìîñòè, ñòàâèò â îñîáîå
ïîëîæåíèå êàêóþ-òî îäíó ñïåöèôè÷åñêóþ âåðñèþ ýòîé òåîðèè, ïîäðûâàåò èíòåðåñ ê ïîèñ-
êàì íåçàâèñèìûõ õàðàêòåðèçàöèé âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé è ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ1. Òðå-
òèé ïîäõîä, îáåñïå÷èâàÿ ñîñóùåñòâîâàíèå è âçàèìíóþ äîïîëíèòåëüíîñòü ðàçíûõ ìîäåëåé,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñàìûì ïðîñâåùåííûì, íî îí óâîäèò îò îòâåòà íà ïðîñòîé âîïðîñ: ïî÷åìó?
Ïî÷åìó âñå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè ñîçäàþò îäèí è òîò æå êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé?
Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîíÿòèå âû÷èñëèìîñòè äåìîíñòðèðóåò íåïîêîëåáèìóþ óñòîé÷èâîñòü,
íîñÿ, ïî ìíåíèþ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ, àáñîëþòíûé õàðàêòåð (ñì., íàïðèìåð, Ðîäæåðñ,
1967, � 1.6), à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùíîñòü âû÷èñëèìîñòè óñêîëüçàåò îò íàñ ïîä ïîêðîâîì
ñòîëü íåïîõîæèõ äðóã íà äðóãà îäåæä êîíêðåòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé è èõ ÿçûêîâ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Åñòåñòâåííî, àâòîð � äàëåêî íå ïåðâûé, êòî ñòàâèò ýòîò âîïðîñ, è íàì ïðåäñòîèò ðàñ-
ñìîòðåòü ñåðèþ î÷åíü èíòåðåñíûõ ðàáîò, â òîé èëè èíîé ìåðå ïûòàþùèõñÿ íà ýòîò âîïðîñ
îòâåòèòü. Îäíàêî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì íåìíîãî ïîðàññóæäàòü çàðàíåå ïî ïîâîäó òî-
ãî, êàê ìîæíî ïîäõîäèòü ê îòâåòó íà âîïðîñ î ñóùíîñòè âû÷èñëèìîñòè, êàêîé ïàðàäèãìîé
ïðè ýòîì ïîëüçîâàòüñÿ. Çäåñü íàì ïðèäåòñÿ ïðåîäîëåâàòü òðàäèöèîííûé çàìêíóòûé êðóã
ðàçâèòèÿ òåîðèè: ãîâîðèòü íàïåðåä î òîì, ÷åãî åùå íå çíàåì; ìû ðàçîìêíåì ýòîò êðóã,
ðàçâåðíóâ åãî â òðè âèòêà àíàëèçà: ïðåäîáçîðíûé, ïîñòîáçîðíûé è çàêëþ÷èòåëüíûé.

Ñóùíîñòü âû÷èñëèìîñòè � ýòî íå÷òî, íàõîäÿùååñÿ â ðàâíîì ïîëîæåíèè ïî îòíîøåíèþ
ê ëþáîé êîíêðåòíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè. Èäåàëüíîé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ àáñòðàêòíàÿ
òåîðèÿ, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé ëþáàÿ êîíêðåòíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ìî-
äåëüþ â ñìûñëå, ïðåäëàãàåìîì òåîðèåé äîêàçàòåëüñòâ. Âûïîëíèìîñòü àêñèîì àáñòðàêò-
íîé òåîðèè ïðîâåðÿåòñÿ â êîíêðåòíîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ äàííîé ìîäåëè. Óæå íà

1Àâòîðó çàïîìíèëàñü ñöåíêà, ïðîèçîøåäøàÿ íà òðåòüåì ñúåçäå ñîâåòñêèõ ìàòåìàòèêîâ â 1966 ã. Äî-

êëàä÷èê, ðàññêàçàâ îá îäíîì èç óòî÷íåíèé ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà, çàâåðøèë èçëîæåíèå ðåçóëüòàòà ñâîäè-

ìîñòè ýòîãî óòî÷íåíèÿ ê äðóãèì ïîíÿòèÿì àëãîðèòìà áîäðîé ôðàçîé:
”
Ýòî, òàêèì îáðàçîì, ëèøíèé ðàç

ïîäòâåðæäàåò òåçèñ ×åð÷à“, â îòâåò íà ÷òî èç çàëà ðàçäàëîñü:
”
Â êàêîì ñìûñëå ëèøíèé?“.
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ýòîì óðîâíå âîçíèêàåò ìíîãî âîïðîñîâ: îò êàêèõ ñâîéñòâ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé ñëåäóåò àá-
ñòðàãèðîâàòüñÿ, êàêèå îáúåêòû ñëåäóåò ñäåëàòü ïàðàìåòðàìè àáñòðàêòíîé òåîðèè, êàêèìè
ñâîéñòâàìè èõ ñëåäóåò íàäåëèòü àêñèîìàòè÷åñêè.

Óæå â íà÷àëå ðàçìûøëåíèé ïî ïîâîäó ýòèõ âîïðîñîâ âîçíèêàåò âîïðîñ ñëåäóþùåãî
óðîâíÿ: ìîæíî ëè â ïðèíöèïå ïîñòðîèòü àáñòðàêòíóþ òåîðèþ âû÷èñëèìîñòè, îñòàâàÿñü
â ïðåäåëàõ íàòóðàëüíîãî ðÿäà N è ïðîñòðàíñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé A? Çàáåãàÿ
íåñêîëüêî âïåðåä, çàìåòèì, ÷òî ýòî îäèí èç ñàìûõ ïðîòèâîðå÷èâûõ âîïðîñîâ òåîðèè âû-
÷èñëèìîñòè. Íåêîòîðûå ñîâðåìåííûå ïèôàãîðåéöû ñ÷èòàþò, ÷òî âñå íàó÷íîå êàê ðàç è
ñêîíöåíòðèðîâàíî â N, A, C, è íóìåðàöèÿìè îñòàëüíûõ òåîðèé ìîæíî ïîëó÷èòü âñå
óòâåðæäåíèÿ, èíòåðåñíûå äëÿ ìàòåìàòèêè. Ýòîìó ïðîòèâîïîñòàâëÿåòñÿ òàêîé âçãëÿä, ÷òî
íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ è ñ ñàìûì
ðàçíûì çàïàñîì ýëåìåíòàðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ è ïîýòîìó ìû îáÿçàíû óìåòü ðàç-
âèâàòü òåîðèþ âû÷èñëèìîñòè â ëþáûõ îáëàñòÿõ.

Çàìåòèì, ÷òî âîïðîñ î âûõîäå çà ïðåäåëû N, A è C ìîæåò èìåòü åùå è ÷èñòî ìåòî-
äîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó ñóùíîñòè, ëåæàùèå â îñíîâå ïîíÿòèÿ âû÷èñëèìîñòè,
ñëèøêîì ïëîòíî óïàêîâàíû èëè ïðîñòî ñëèòû â ïîíÿòèè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Âûõîä æå
íà áîëåå àáñòðàêòíûå îáúåêòû ïîçâîëèò ðàçäåëèòü è, ñòàëî áûòü, ýêñïëèöèðîâàòü ýòè
ñóùíîñòè.

Àíàëèç ñóùíîñòåé � ýòî â âûñøåé ñòåïåíè òîíêîå äåëî, ïîýòîìó ìû òîëüêî íàìåòèì
íåêîòîðûå îñîáåííîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è èõ èñïîëüçîâàíèÿ â òåîðèè âû÷èñëèìîñòè.

1. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì êîíñòðóêòèâíûì îáúåêòîì ñ îäíîé êîí-
ñòàíòîé 0 (íóëü) è åäèíñòâåííûì êîíñòðóêòîì ' (ñ÷åò).

2. Äëÿ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ î÷åíü âàæíîé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó îáúåêòîì êàê
íåêîòîðîé àáñòðàêòíîé èíäèâèäóàëüíîñòüþ (

”
êîëè÷åñòâîì“ äëÿ ÷èñëà) è åãî çíàêîâûì

âûðàæåíèåì èëè ïðåäñòàâëåíèåì. Äëÿ îáúåêòà x∈D è åãî ïðåäñòàâëåíèÿ cx∈W (W �
ïðîñòðàíñòâî ñèìâîëè÷åñêèõ âûðàæåíèé) íåîáõîäèìû äâå ôóíêöèè χ: D→W è δ: W→D
ñî ñâîéñòâàìè χ(x ) =cx, δ(cx )=x, x 1=x 2⇔cx1=cx2. Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñâÿçü ìåæäó
êîëè÷åñòâîì è åãî ïðåäñòàâëåíèåì ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ñ÷åòà ïðåäåëüíî ñèììåòðè÷íà è
ïðîñòà: n↔0 (çàìåòèì, ÷òî ýòî îäíî èç ñàìûõ

”
êîâàðíûõ“ äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ íàòóðàëü-

íîãî ÷èñëà).
3. Ëþáîå ìíîæåñòâî èç N ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíî. Ëþáîå ìíîæåñòâî èìååò ìèíèìàëü-

íûé ýëåìåíò; ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò (ýòî òàêæå î÷åíü
ñèëüíîå ñâîéñòâî, âûðîæäàþùåå ìíîãèå àëãîðèòìè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè, îñîáåííî
ïîèñê).

4. Îñíîâíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â òåîðèè
âû÷èñëèìîñòè äëÿ ôóíêöèé êîäèðîâàíèÿ, îáðàçóþò íà öåëûõ ÷èñëàõ êîëüöî, îáëàäàþ-
ùåå áîãàòûì çàïàñîì òîæäåñòâ. Ýòè òîæäåñòâà èíîãäà èñïîëüçóþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì,
èíîãäà â êîìáèíàòîðíîé (çíàêîâîé) ÷àñòè âû÷èñëåíèé, èíîãäà âî âðåìÿ ðàáîòû ñ êîëè÷å-
ñòâàìè, çàòåìíÿÿ òåì ñàìûì ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.

Ïðè âûõîäå çà ïðåäåëû N, A è C âîçíèêàåò åùå îäíà àëüòåðíàòèâà: ãîâîðÿ î âû-
÷èñëèìîñòè â ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ ìîæíî ëè ïîçâîëèòü ñåáå îïèðàòüñÿ íà òåîðèþ âû-
÷èñëèìîñòè â N? Äëÿ ïèôàãîðåéöåâ ýòîò âîïðîñ íå âîçíèêàåò, ïîñêîëüêó îíè âûðàæàþò
ïðîèçâîëüíóþ âû÷èñëèìîñòü â òåðìèíàõ àðèôìåòè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè. Àâòîðó, îäíàêî,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè äîëæíà ñòðîèòüñÿ áåç ÿâíûõ èëè
êîñâåííûõ ññûëîê íà êîíöåïöèè àðèôìåòè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè.
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Ðàññóæäàÿ îá àáñòðàêòíîì îïðåäåëåíèè êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé íàä ïðîèçâîëü-
íûìè îáëàñòÿìè, ñ ñàìîãî íà÷àëà ìîæíî âûäåëèòü äâà àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîäà. Èõ
ìîæíî íàçûâàòü âû÷èñëèìîñòüþ â áîëüøîì è âû÷èñëèìîñòüþ â ìàëîì. Ïåðâûé ïîäõîä,
ðàññìàòðèâàÿ àáñòðàêòíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, âûäåëÿåò êëàññ âû÷èñëèìûõ
ôóíêöèé (íàä íåóêàçàííûìè îáëàñòÿìè) â öåëîì, ïîñòóëèðóÿ ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè è ñó-
ùåñòâîâàíèå îïðåäåëåííûõ óíèâåðñàëüíûõ ôóíêöèé. Èñòîêè ýòîãî ïîäõîäà ìîæíî óñìîò-
ðåòü â àáñòðàêòíûõ ñèñòåìàõ ×åð÷à (×åð÷, 1941) è Êàððè, (Êàððè, 1930). Âòîðîé ïîäõîä
áîëåå êîíñòðóêòèâåí: ïîñòóëèðóÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðåäìåòíîé îáëàñòè D, îí ñâÿçûâàåò
ñ íåé íàáîð (áàçèñ)

”
ýëåìåíòàðíûõ“ îïåðàöèé, ò. å. ïðåäèêàòîâ Π = {π1, . . . ,πm) è ôóíêöèé

Φ = {ϕ1,. . . ,ϕn), ïðåâðàùàÿ òåì ñàìûì D â àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈W,Π, Φ〉. Êîíñòàíòû
äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü êàê íóëüìåñòíûå îïåðàöèè. Åñëè íåîáõîäèìî, îïåðàöèè òàêæå
íàäåëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè. Êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé, ãðóáî ãîâîðÿ, çàäàåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñèñòåìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ðåïåðòóàðå êîìàíä Π, Φ. Ñðàçó
çàìåòèì, ÷òî â òàêîé ïîäõîä âêëàäûâàþòñÿ áåç îñîáûõ òðóäíîñòåé âñå âû÷èñëèòåëüíûå
ìîäåëè àðèôìåòè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè ñ áàçîâîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé 〈N,=,0,′〉.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ïîíÿòèå àáñòðàêòíîé è îáîáùåííîé âû-
÷èñëèìîñòè. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè, ìû ïðîâîäèì âîäîðàçäåë ìåæäó íèìè â çàâèñèìîñòè
îò òåõ èëè èíûõ àáñòðàêöèé áåñêîíå÷íîãî. Â íàøåì ïîíèìàíèè àáñòðàêòíàÿ âû÷èñëè-
ìîñòü, ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ è áàçèñàõ, îñòàåòñÿ â ïðåäåëàõ
àáñòðàêöèè ïîòåíöèàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè è ñòðîãîãî ïîíèìàíèÿ êîíå÷íîãî. Ìû ïðèõî-
äèì ê îáîáùåííîé âû÷èñëèìîñòè, åñëè äîïóñêàåì îðäèíàëû è òåîðèè âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
Âîïðîñû îáîáùåííîé âû÷èñëèìîñòè â íàøåì îáçîðå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, õîòÿ òðåáîâà-
íèÿ îáîáùåíèé òàêîãî ðîäà âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ñèëüíî âëèÿëè íà ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ àá-
ñòðàêòíîé òåîðèè. Áîëåå øèðîêèé è áîãàòûé èäåÿìè àíàëèç îáîáùåííîé è àáñòðàêòíîé
âû÷èñëèìîñòè áûë ïðîäåëàí Êðàéçåëîì (Êðàéçåë, 1969). Àâòîð ïîçâîëèë ñåáå èñïîëüçî-
âàòü â îáçîðíîé ÷àñòè íåêîòîðûå âûäåðæêè èç äðóãîé ñâîåé ðàáîòû, ïîñâÿùåííîé ýòîìó
æå âîïðîñó (Åðøîâ, 1981).

Àáñòðàêòíàÿ âû÷èñëèìîñòü â áîëüøîì.

Óíèôîðìíî âû÷èñëèòåëüíûå ñòðóêòóðû ïî Âàãíåðó. Â ðàáîòàõ (Âàãíåð, 1963,
1969) àâòîð ðàññìàòðèâàåò â êà÷åñòâå èñõîäíîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè àáñòðàêòíîå ìíîæå-
ñòâî U. Îí ïîñòóëèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ãåäåëèçàöèè, ò. å. îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ G :
U→UU , îáðàç êîòîðîãî çàäàåò íåêîòîðûé çàïàñ óíàðíûõ ôóíêöèé òèïà U→U. Îáîçíà÷àÿ
G(u) = [u], Âàãíåð îïðåäåëÿåò n-ìåñòíûå ôóíêöèè ïî ñõåìå Øåíôèíêåëÿ (Øåíôèíêåëü,
1922):

[u]n (x 1,. . . ,xn) =[[u]n−1 (x 1, . . . , xn−1)] (xn)
è [u]1 = [u]
è îïðåäåëÿåò äëÿ çàäàííîé ïàðû I=〈U,G〉 ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî F (I )

={[u]n|u∈U,n>l}.
Ïàðà 〈U,G〉 íàçûâàåòñÿ óíèôîðìíî ðåôëåêñèâíîé ñòðóêòóðîé (ÓÐÑ), åñëè â U ìîæíî

óêàçàòü òðè ðàçíûõ ýëåìåíòà ∗ (èíäåêñ íåîïðåäåëåííîé ôóíêöèè), α (ôóíêöèÿ ñìåøè-
âàíèÿ � îäèí èç êîìáèíàòîðîâ Êàððè (Êàððè, 1930), òàêæå âîñõîäÿùèé ê Øåíôèíêåëþ
(Øåíôèíêåëü, 1922) è ψ (õîðîøî èçâåñòíàÿ ïðîãðàììèñòàì êîíñòðóêöèÿ åñëè-òî-èíà÷å),
óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1. [u](∗)=∗=[∗](u);
2. [α](f, q) 6=∗, [[α] (f, q)] (x ) =[f ](x [q ](x ));
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3. [[ψ] (c, b, a)] (x ) =

{
a, x = c,
b, x c.

Âàãíåð ïîêàçûâàåò, ÷òî èç ýòèõ àêñèîì âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ìíîãèõ
”
ñòàíäàðòíûõ“

âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé (êîíñòàíòû, òîæäåñòâåííûå ôóíêöèè, ôóíêöèè âûáîðà àðãóìåíòà),
íàëè÷èå ìîùíûõ òåîðåì çàìûêàíèÿ è äðóãèå ñâîéñòâà, îáû÷íî àäðåñóåìûå âû÷èñëèìûì
ôóíêöèÿì è èõ êëàññàì. Ïîêàçûâàåòñÿ äàëåå, ÷òî âN ñóùåñòâóþò ðåêóðñèâíûå êîíñòðóê-
öèè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íà íåì âûïîëíåíèå àêñèîì ÓÐÑ. Âîçíèêàþùèé íà ýòîé ñòðóê-
òóðå êëàññ ôóíêöèé â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûìè ôóíêöèÿìè. Âàãíåð
äàëåå ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé ÓÐÑ ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàòü 1-1-îáðàç
íàòóðàëüíîãî ðÿäà (ñïëèíòåð). Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ñïëèíòåð êàê ïîäìíîæåñòâî â U
èìåë áû â F (I ) âñþäó îïðåäåëåííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, òî òîãäà F (I ), ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå íà ñïëèíòåðå, ñîâïàäàåò ñ C â íåêîòîðîì åñòåñòâåííîì èçîìîðôèçìå.

Áàçèñíûå òåîðèè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé. Óíèôîðìíî ðåôëåêñèâíûå ñòðóêòóðû
I=〈U, G〉 ïîñòóëèðóþò íàëè÷èå íåêîòîðîé ãåäåëèçàöèè G. Âñå ñâîéñòâà êëàññà F (I ) äî-
êàçûâàþòñÿ (õîòÿ è ðàâíîìåðíî) îòíîñèòåëüíî óæå çàäàííîé G. Ñòðîíã (Ñòðîíã, 1968) è
Ôðèäìàí (Ôðèäìàí, 1969), ðàññìàòðèâàÿ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé F ={f }f : Dn→D(n>0)
îòäåëüíî îò ïðåäìåòíîé îáëàñòè D, âûïèñûâàþò äîïîëíèòåëüíûå àêñèîìû, êîòîðûì
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü F, ÷òîáû íà D ìîæíî áûëî áû çàäàòü íåêîòîðóþ ÓÐÑ, îáðà-
çóþùóþ òî, ÷òî ýòè àâòîðû íàçûâàþò áàçèñíîé òåîðèåé ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé (BRFT).

Àêñèîìàòèêà Ñòðîíãà:
(1) F ñîäåðæèò êîíñòàíòíûå ôóíêöèè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà èç D è ôóíêöèè âûáîðà

àðãóìåíòà îò ëþáîãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ;
(2) F ñîäåðæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà êîíñòàíòå;
(3) F çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè;
(4) Äëÿ êàæäîãî m>0 â F èìååòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ôóíêöèé èç F îò m

àðãóìåíòîâ;
(5) äëÿ êàæäûõ m,n>0 â F èìååòñÿ s-m-n-ôóíêöèÿ (óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñìå-

øàííûõ âû÷èñëåíèé).
Àêñèîìàòèêà Ôðèäìàíà:
(1) D èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ;
(2) F ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì äâóìåñòíûå ôóíêöèè íàä D ;
(3) F çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè;
(4) F ñîäåðæèò òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ è ôóíêöèè ïåðåñ÷åòà ïàð;
(5) F ñîäåðæèò âñå îäíîìåñòíûå ôóíêöèè-êîíñòàíòû;
(6) F ñîäåðæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàâåíñòâà;
(7) F ñîäåðæèò óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ äëÿ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé.
Â ïîñëåäíåé àêñèîìàòèêå îòñóòñòâóåò ôóíêöèÿ ñìåøàííîãî âû÷èñëåíèÿ, à åå îòñóò-

ñòâèå êîìïåíñèðóåòñÿ òîíêèìè îòëè÷èÿìè â äðóãèõ àêñèîìàõ. Ôðèäìàí äàëåå äîêàçûâà-
åò, ÷òî àêñèîìû BRFT îáëàäàþò ñâîéñòâîì êàòåãîðè÷íîñòè (îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàí-
íîé D): ëþáûå äâå ãåäåëèçàöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì BRFT, ñîçäàþò èçîìîðôíûå
êëàññû ôóíêöèé.

Èòåðàòèâíûå êîìáèíàòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ñêîðäåâ (Ñêîðäåâ, 1976, 1980) ðàñ-
ñìàòðèâàåò àáñòðàêòíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà â âèäå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ
ïîëóãðóïï, ò. å. ñîäåðæàùèõ òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî êîìïîçè-
öèè è ñ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà: f6g⇔-(ãðàôèê f ) ⊆(ãðàôèê g). Ôóíêöèîíàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî F íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíûì èòåðàòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè îíî:
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1) ñîäåðæèò êîíñòàíòíûå ôóíêöèè, îáðàçóþùèå ìíîæåñòâî C, ñîäåðæàùåå äâà âûäå-
ëåííûõ ýëåìåíòà (èñòèíà è ëîæü);

2) íà F çàäàíà îïåðàöèÿ ïåðåñ÷åòà ïàð, ïðè ýòîì ôóíêöèè âçÿòèÿ ýëåìåíòîâ ïàðû
ïðèíàäëåæàò F;

3) Ñ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïåðåñ÷åòà ïàð;
4) íà F çàäàíà îïåðàöèÿ åñëè-òî-èíà÷å;
5) íà F çàäàíà îïåðàöèÿ âçÿòèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè óðàâíåíèÿ ψ � åñëè χ òî I èíà÷å

ψϕ, ãäå I � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ (èòåðàöèÿ).
Åñëè Φ � êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ èç F, òî ëþáîé ýëåìåíò èç F, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ

èç Φ∪ (òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, âçÿòèå ýëåìåíòîâ ïàðû, èñòèíà, ëîæü) ñ ïîìîùüþ ïðè-
ìåíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé, çàäàííûõ íà F, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé, ðåêóðñèâíîé â
Φ. Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ìîæíî ïîñòðîèòü òåîðèþ ðåêóðñèè, âêëþ÷àþùóþ àíàëîãè òåîðåì
î íîðìàëüíîé ôîðìå, ïåðâîé è âòîðîé òåîðåìàì î ðåêóðñèè è òåîðåìå î íóìåðàöèè.

Âû÷èñëèòåëüíûå òåîðèè. Ìîñêîâàêèñ (Ìîñêîâàêèñ, 1969á ) ïðåäëîæèë íîâûé ïîä-
õîä ê àêñèîìàòèçàöèè âû÷èñëèìîñòè, èñïîëüçóþùèé ïîíÿòèå âû÷èñëåíèÿ. Îí òðåáóåò,
÷òîáû ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü D áûëà áû

”
âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòüþ“, ò. å. ñîäåðæàëà áû

â ñåáå ìíîæåñòâî C ïðîãðàìì ôóíêöèé (èíäåêñîâ), â ñâîþ î÷åðåäü ñîäåðæàùåå â ñåáå
îáðàç N íàòóðàëüíîãî ðÿäà N, à íà C áûë áû çàäàí ïåðåñ÷åò ïàð. Çàòåì Ìîñêîâàêèñ
ââîäèò öåíòðàëüíîå ïîíÿòèå âû÷èñëåíèÿ êàê íàáîðà ýëåìåíòîâ èç D âèäà (e, õ 1, . . . , xn,
y), ãäå e∈C, à íàáîð îáúÿâëÿåò, ÷òî ïðîãðàììà e âû÷èñëÿåò y ïî õ 1, . . . , xn. Äëÿ íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà Θ ôóíêöèÿ f (õ 1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ Θ-ïðåäâû÷èñëèìîé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå e∈C, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè õ 1, . . . , xn, y ãðàôèêà f âû÷èñëåíèå (e, õ 1, . . . ,
xn, y) ïðèíàäëåæèò Θ. Áëàãîäàðÿ ïîñòóëèðîâàííîìó ñâîéñòâó ðåôëåêòèâíîñòè, òîòàëü-
íûì ôóíêöèîíàëàì è îïåðàòîðàì ìîæíî ñîïîñòàâèòü ôóíêöèè è, ñòàëî áûòü, ïåðåíåñòè
íà íèõ ïîíÿòèå Θ-ïðåäâû÷èñëèìîñòè. Ìíîæåñòâî âû÷èñëåíèé Θ íàçûâàåòñÿ ïðåäâû÷èñ-
ëèòåëüíîé òåîðèåé, åñëè ñëåäóþùèå ôóíêöèè, ôóíêöèîíàëû è îïåðàòîðû îêàçûâàþòñÿ
Θ-ïðåäâû÷èñëèìûìè:

1) êîíñòàíòû, òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ è ôóíêöèÿ
”
ñ÷åòà“ â N,

2) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ C è N,
3) ôóíêöèè ïåðåñ÷åòà ïàð íà C,
4) ïîäñòàíîâêà è ïðèìèòèâíàÿ ðåêóðñèÿ ïî N,
5) óíèâåðñàëüíûå ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ, ÷àñòè÷íîãî âû÷èñëåíèÿ (s-m-n-ôóíêöèÿ) è

âû÷èñëåíèÿ ñ ïåðåñòàíîâêîé àðãóìåíòîâ.
Äëÿ òîãî ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé, Ìîñêîâàêèñ ïîñòóëè-

ðóåò, ÷òî êàæäîå âû÷èñëåíèå îáëàäàåò äëèíîé, ò. å. îðäèíàëîì (êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷-
íûì). Ïðè ïåðåõîäå îò ïðåäâû÷èñëèòåëüíîé òåîðèè ê âû÷èñëèòåëüíîé âîçíèêàåò ðàçëè÷èå
ìåæäó ôóíêöèÿìè è ôóíêöèîíàëàìè. Ïðåäâû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé
âñåãäà, à ïðåäâû÷èñëèìûé ôóíêöèîíàë F îáúÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì, òîëüêî åñëè äëèíà
âû÷èñëåíèÿ F, ãðóáî ãîâîðÿ, íå ìåíüøå äëèíû âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé, èíäåêñû êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ àðãóìåíòàìè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà. Êðîìå òîãî, ÷òîáû ïðåäâû÷èñëèòåëüíàÿ
òåîðèÿ áûëà âû÷èñëèòåëüíîé, òðåáóåòñÿ � ïî îïðåäåëåíèþ � ÷òîáû äëèíà âû÷èñëåíèÿ ïî
óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè áûëà áû, êàê ñêàæóò ïðîãðàììèñòû, ìåíüøå äëèíû ÷àñòè÷íîãî
âû÷èñëåíèÿ è ïîñëåäóþùåãî âû÷èñëåíèÿ ïî îñòàòî÷íîé ïðîãðàììå, ñð. (Åðøîâ, 1980).

Ìîñêîâàêèñ ïîêàçàë, ÷òî âû÷èñëåíèÿ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà îáðàçóþò âû÷èñëèòåëü-
íóþ òåîðèþ, è óñòàíîâèë ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé òåîðåìû î ðåêóðñèè äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ
òåîðèé.
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Ôåíñòàä, (Ôåíñòàä, 1974), ðàññìàòðèâàÿ ìíîæåñòâî âû÷èñëåíèé Θ= {eσy}, ãäå σ �
íàáîð àðãóìåíòîâ, ââîäèò âìåñòî äëèíû âû÷èñëåíèÿ òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå

”
áûòü ïîä-

âû÷èñëåíèåì“, ò. å. (eσy)<(e'σ'y ') çíà÷èò, ÷òî âû÷èñëåíèå y èç σ ïî ïðîãðàììå e ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòüþ âû÷èñëåíèÿ y ' èç σ' ïî ïðîãðàììå e'. Ìíîæåñòâî âû÷èñëåíèé ñ óêàçàííûì
îòíîøåíèåì 〈Θ,<〉 íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñòðóêòóðîé, åñëè äëÿ ëþáîãî âû÷èñëåíèÿ
ìíîæåñòâî åãî ïîäâû÷èñëåíèé êîíå÷íî. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà îáúÿâëÿåòñÿ âû÷èñëè-
òåëüíîé òåîðèåé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèÿì Ìîñêîâàêèñà (Ìîñêîâàêèñ, 1969á),
ãäå âìåñòî íåðàâåíñòâ ìåæäó äëèíàìè âû÷èñëåíèé ïîñòóëèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îò-
íîøåíèÿ áûòü ïîäâû÷èñëåíèåì.

Ôåíñòàä, (Ôåíñòàä, 1978) ñòðîèò ìíîæåñòâî
”
ðåêóðñèâíûõ“ ôóíêöèé â àáñòðàêòíîì

ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå â âèäå çàìûêàíèÿ Rω(Φ), ãäå Ô � áàçîâîå (îïîðíîå) ìíî-
æåñòâî ôóíêöèé, êàê íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî ôóíêöèé, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòî-
ðîâ êîìïîçèöèè, âçÿòèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè, ñîäåðæàùåå ïðàâèëî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
åñëè-òî-èíà÷å è ñëåäóþùèå

”
êîìáèíàòîðû“ � òåðìèí, âîñõîäÿùèé ê Êàððè (Êàððè,

1930):I (f ) =f, K (f, g) = f è S (f,g,h) =f (h)(g(h)). Îí ïîêàçûâàåò, ÷òî Rω(Φ) ïðåäñòàâèìî
â âèäå âû÷èñëèòåëüíîé òåîðèè.

Âû÷èñëèìîñòü íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
îäíè è òå æå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ àáñòðàêòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì A= 〈D,C,Φ, Π, R〉, ãäå
R:Φ∪Π→N. Çäåñü R� òèï àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, Φ= {ϕ1,. . . ,ϕm} (m>0) � ôóíêöèî-
íàëüíûå ñèìâîëû, Π= {π1,. . . ,πn} (n>0) � ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû, îáðàçóþùèå â ñîâîêóï-
íîñòè ñèãíàòóðó ñèñòåìû A; D � íîñèòåëü (ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü), C � êîíñòàíòû íîñèòåëÿ.
Ïðè ýòîì C è/èëè Φ ìîãóò îòñóòñòâîâàòü. Ñèñòåìó áåç Φ áóäåì èíîãäà íàçûâàòü ðåëÿöè-
îííîé ñèñòåìîé, îñòàâëÿÿ ñëîâî ìîäåëü äëÿ òåîðåòèêî-ìîäåëüíîãî óïîòðåáëåíèÿ. Îáîçíà-
÷åíèå òèïà, ò. å. R, áóäåì äëÿ êðàòêîñòè, êàê ïðàâèëî, îïóñêàòü. Ñóïåðïîçèöèè îïåðàöèé èç
Φ ñ àðãóìåíòàìè-êîíñòàíòàìè è ïåðåìåííûìè áóäóò íàçûâàòüñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè òåðìà-
ìè. Ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ñ ôóíêöèîíàëüíûìè òåðìàìè â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ íàçûâàåòñÿ
ïðåäèêàòíûì òåðìîì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îòäåëüíûì îïåðàöèÿì è ïðåäèêàòàì áóäåò
ïðèäàí êîíêðåòíûé ñìûñë, íàïðèìåð, òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èëè ïðåäèêàò ðàâåíñòâà.
Ñàìó ñèñòåìó ìû áóäåì èíîãäà íàçûâàòü áàçîâîé äëÿ ñîçäàâàåìîãî åþ êëàññà ôóíêöèé.
Ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî îïðåäåëåíèé àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè èìåþò ïðîòîòèïû, ñðåäè
àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ãðóïïèðîâêà ðàçíûõ îïðåäåëåíèé áóäåò àíàëîãè÷íîé.

Íóìåðàöèîííàÿ âû÷èñëèìîñòü. Èäåÿ îïðåäåëÿòü àáñòðàêòíóþ âû÷èñëèìîñòü, îïè-
ðàÿñü íåïîñðåäñòâåííî íà àðèôìåòè÷åñêèå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè, ïðèíàäëåæèò Ìàëüöåâó
(Ìàëüöåâ, 1961). Ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâîëüíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈D,Φ, Π〉, Ìàëüöåâ
ïîñòóëèðóåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ D íóìåðàöèè α, ò. å. îòîáðàæåíèÿ α: N→D, êîòîðîå ïîç-
âîëÿåò ñâÿçàòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f : Dr→D ñ íåêîòîðîé àðèôìåòè÷åñêîé F : Nr→N
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

f(αx1, . . . , αxr) = αF (x1, . . . , xr).

Íàëè÷èå íóìåðàöèè ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü íà ôóíêöèè f ñâîéñòâà âû÷èñëèìîñòè èõ
ïðîîáðàçîâ F. Ýòó èäåþ ðàçâèë Ëàêîìá (Ëàêîìá, 1969), ðàññìàòðèâàÿ àáñòðàêòíóþ âû-
÷èñëèìîñòü â ðåëÿöèîííûõ ñèñòåìàõ ñ ðàâåíñòâîì 〈D,Π, =〉, ãäå D � íóìåðîâàííûé íîñè-
òåëü. Ïðåäèêàò P(x 1, . . . , xr) àáñòðàêòíî âû÷èñëèì â Π, åñëè îí ðåêóðñèâåí äëÿ ëþáîé
íóìåðàöèè D. Äëÿ öåëåé íàøåãî àíàëèçà âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî Ëàêîìá ïîëó÷èë ÷è-
ñòî ñèìâîëè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ âû÷èñëèìîãî ïðåäèêàòà P(x 1, . . . , xr) ïîñðåäñòâîì
ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîãî ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôîðìóë â àëôàâèòå Π∪{P, =, ïðåäìåòíûå



Åðøîâ À.Ï. 23

ïåðåìåííûå x 1, . . . , xr, êîíå÷íûé íàáîð ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò}. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëå-
íèÿ àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè ïî Ëàêîìáó ïîäòâåðæäàåòñÿ òåì, ÷òî â 〈N, 0, =, '〉 åãî
âû÷èñëèìîñòü ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé îòíîñèòåëüíîé âû÷èñëèìîñòüþ.

Èíâàðèàíòíàÿ îïðåäåëèìîñòü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçîáðàçèìîñòè â ôîðìàëüíîé
àðèôìåòèêå. Åå ïðèìåíåíèå ê îïðåäåëåíèþ àáñòðàêòíîé ðåêóðñèâíîñòè áûëî ïðåäëîæåíî
Êðàéçåëîì, (Êðàéçåë, 1963). Áîëåå êîíêðåòíûå îïðåäåëåíèÿ áûëè äàíû Ôðàññå (Ôðàññå,
1959). Ðàññìàòðèâàåòñÿ (äëÿ ïðîñòîòû) ðåëÿöèîííàÿ ñèñòåìà 〈D,Π〉. Â ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ ââîäÿòñÿ â êà÷åñòâå ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ π1,. . . ,πn, ñèìâîë îïðåäåëÿåìîãî
ïðåäèêàòà P, à òàêæå èíäèâèäóàëüíûå êîíñòàíòû cx äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x∈D. Ïóñòü
Φ(P) � ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ è ïóñòü CΦ (D,Π) � êëàññ âñåõ ìîäåëåé ôîðìóëû
Φ, ïîëó÷àåìûõ âñåâîçìîæíûìè ðàñøèðåíèÿìè áàçîâîé ñèñòåìû ñ ñîõðàíåíèåì íîñèòåëÿ.
Òîãäà ïðåäèêàò P(x 1, . . . , xn), êîòîðûé ñîõðàíÿåò ñâîè çíà÷åíèÿ íà êàæäîì ðàñøèðåíèè
èç CΦ(D, Π), åñòü ïðåäèêàò, èíâàðèàíòíî îïðåäåëèìûé ïîñðåäñòâîì Φ(P). Ïîñêîëüêó â
ðåëÿöèîííîé ñèñòåìå 〈N, Π, =〉 èíâàðèàíòíàÿ îïðåäåëèìîñòü ñîâïàäàåò ñ îòíîñèòåëüíîé
âû÷èñëèìîñòüþ, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü åå îïðåäåëåíèåì âû÷èñëèìîñòè â 〈D, Π〉.

Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïîçâîëÿåò äàòü èíâàðèàíòíîé îïðåäåëèìîñòè ñëå-
äóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ è ÷èñòî ñèìâîëè÷åñêóþ ôîðìó. Ñ êàæäûì r -ìåñòíûì ïðå-
äèêàòíûì ñèìâîëîì π ñâÿçûâàåòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ôîðìóë ∆(π) âèäà π(cx 1, . . . ,
cxr)èëè π(cx 1, . . . , cxr) â çàâèñèìîñòè îò èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè π(x 1, . . . , xr). Ïóñòü
∆(Π) =∆(π1)∪. . .∪∆(πn). Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû
〈D,Π〉. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âû÷èñëèìîãî â 〈D,Π〉 ïðåäèêàòà P(x 1, . . . , xn) ñïðàâåäëèâî

P(x 1, . . . , xr)⇔∆(Π)∪{Φ(P)}|−P(cx 1, . . . , cxr)
è
P(x 1, . . . , xr)⇔∆(Π)∪{Φ(P)}|−P(cx 1, . . . , cxr).
Ïðîñòàÿ è ïîèñêîâàÿ âû÷èñëèìîñòè. Ìîñêîâàêèñ (Ìîñêîâàêèñ, 1969) ïðèõîäèò

ê àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè â ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå D ïóòåì îáîáùåíèÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé ïî Êëèíè. Ðàñøèðÿÿ D âûäåëåííûì ýëåìåí-
òîì 0, îí ïîñòóëèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ïåðåñ÷åòà ïàð z= (x, y), îòîáðàæàþùåé
D*×D*→D*(D* � çàìûêàíèå D∪{0} îòíîñèòåëüíî (x, ó)), à òàêæå ôóíêöèé ðàçáîðà ïà-
ðû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ äàëåå ñóùåñòâîâàíèå ïðåäèêàòîâ ðàâåíñòâà ýëåìåíòó 0 è ïðèíàäëåæ-
íîñòè ýëåìåíòà èç D* ìíîæåñòâó D. Ïîñëå ýòîãî â D* âûäåëÿåòñÿ îáðàç N íàòóðàëüíîãî
ðÿäà (ñïëèíòåð) 0, 1, 2,. . . â âèäå îáúåêòîâ 0, (0, 0), ((0, 0), 0) è ò. ä. ñ îáðàçîì ôóíê-
öèè ñ÷åòà â âèäå (n+1)∼(n, 0). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ñïëèíòåðà Ìîñêîâàêèñ îïèñûâàåò
êëàññ

”
ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ“ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè è àðãóìåíòàìè èç D* îòíîñè-

òåëüíî íåêîòîðîãî ñïèñêà Φ={ϕ1, . . . ,ϕm} ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé íàä D*. Õàðàêòåðíîé
îñîáåííîñòüþ ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî Φ ìîæåò ñîäåðæàòü ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè
è ÷òî ïîñòðîåíèå êëàññà ôóíêöèé ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîñòðîåíèåì èõ ïðîãðàìì-èíäåêñîâ �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîõðàíÿþùèõ èíôîðìàöèþ î ñòðîåíèè ôóíê-
öèè è óïàêîâàííûõ ñ ïîìîùüþ ïåðåñ÷åòà ïàð â îáúåêòû èç N. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàê
îïðåäåëåííûå

”
ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå“ ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ïóñòîãî Φ ìîäåëèðóþò

àðèôìåòè÷åñêèå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè.
Ìîñêîâàêèñ ïðèõîäèò ê

”
÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûì“ ôóíêöèÿì, ïîñòóëèðóÿ âû÷èñëè-

ìîñòü óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè íàä D*. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ýòà ôóíêöèÿ îêàçûâàåòñÿ îïðå-
äåëåííîé ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ïåðâûé àðãóìåíò ýòîé ôóíêöèè îêàçûâàåòñÿ èíäåêñîì,
ïîñòðîåííûì â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûìè èíäóêòèâíûìè ïðàâèëàìè. Íåîáõîäèìîñòü

”
ñèí-

òàêñè÷åñêîãî àíàëèçà“ èíäåêñà òðåáóåò äîïóùåíèÿ îïåðàöèé ïîèñêà (àíàëîãè÷íûõ ïîèñêó
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â µ-îïåðàòîðå äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé) âî ìíîæåñòâå, êîòîðîå ìîæåò áûòü êàê óïî-
ðÿäî÷åííûì, òàê è íåò. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ êëàññ PC èëè òàê íàçûâàåìàÿ ïðîñòàÿ
âû÷èñëèìîñòü, à âî âòîðîì ñëó÷àå � êëàññ SC èëè ïîèñêîâàÿ âû÷èñëèìîñòü.

Äëÿ òàê îïðåäåëåííûõ êëàññîâ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé Ìîñêîâàêèñ ñòðîèò ýëåìåíòàð-
íóþ òåîðèþ, âêëþ÷àþùóþ òåîðåìû î íîðìàëüíîé ôîðìå, òåîðåìû î ðåêóðñèè, òåîðåìû î
çàìêíóòîñòè è ò. ï.

Ñêîðäåâ (Ñêîðäåâ, 1980) íàõîäèò àëãåáðàèçèðîâàííóþ õàðàêòåðèçàöèþ ïðîñòîé è ïî-
èñêîâîé âû÷èñëèìîñòåé äëÿ ñëó÷àÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé â D*×D* (ò. å. ìíîãîçíà÷íûõ
ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà), êîòîðàÿ áîëåå ÷åòêî óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ñ ÷àñòè÷íî ðåêóð-
ñèâíûìè ôóíêöèÿìè, ïðåäñòàâëåííûìè â âèäå àëãåáðû Ðîáèíñîíà. Ïóñòü F � ìíîæåñòâî
âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé â D*×D*. Äëÿ ëþáûõ äâóõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ϕ è ψ îïðå-
äåëÿþòñÿ òðè áàçîâûõ îïåðàöèè: îáû÷íàÿ êîìïîçèöèÿ, ñî÷åòàíèå {(p, s): ∃q∃r((p, q) ∈ϕ&
(p,r)∈ψ&(q, r)=s} è èòåðàöèÿ (ãðóáî ãîâîðÿ, êîìïîçèöèÿ ϕ ñ ñàìèì ñîáîé, ïîêà ψ, ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ, íå îêàæåòñÿ ðàâíîé íóëþ íà î÷åðåäíîì çâåíå âîçíèêàþùåé
öåïî÷êè çíà÷åíèé). Ïóñòü, äàëåå, äàíû ïðîèçâîëüíûå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ϕ1,. . . ,ϕm è
òðè áàçîâûõ îòíîøåíèÿ L =

”
p åñòü ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû q“, R =

”
p åñòü âòîðîé ýëåìåíò

ïàðû q“ è
”
ìàêñèìàëüíîå“ îòíîøåíèå U = D*×D*. Òîãäà çàìûêàíèå ϕ1,. . . ,ϕm, L è R

òðåìÿ óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè äàåò F∩ÐÑ, à òî æå çàìûêàíèå ϕ1,. . . ,ϕm,L, R è U äàåò
F∩SÑ.

Òüþðèíãîâû âû÷èñëåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè. Ôðèäìàí (Ôðèäìàí, 1969à)
îïèñàë ìîäåëü âû÷èñëåíèé T, êîòîðàÿ îáîáùàåò ïîíÿòèå ìàøèíû Òüþðèíãà íà ïðîèçâîëü-
íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈D, C,Φ, Π〉. Îáîáùåíèå íîñèò âåñüìà ïðÿìîëèíåéíûé õàðàê-
òåð: íà îäíó êëåòêó ëåíòû ïîìåùàåòñÿ îäèí ýëåìåíò èç D èëè âñïîìîãàòåëüíûé ñèìâîë.
Âñå ôóíêöèè, âû÷èñëÿåìûå Ò-ìàøèíàìè, íàçûâàþòñÿ Ò-ðåêóðñèâíûìè. Ôðèäìàí ââîäèò
âàæíóþ õàðàêòåðèçàöèþ Ò-ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Ä òàê íàçûâàåìûõ
ýôôåêòèâíûõ îïðåäåëåíèé, êîòîðàÿ îáîáùàåò îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðàçáîðîì ñëó÷àåâ
íà áåñêîíå÷íîå, íî ïåðå÷èñëèìîå (â ñìûñëå àðèôìåòè÷åñêîé ïåðå÷èñëèìîñòè, ïîäðàçó-
ìåâàþùåé íåêîòîðóþ íóìåðàöèþ) ìíîæåñòâî ñëó÷àåâ. Îòäåëüíûì ñëó÷àåì ó Ôðèäìàíà
ÿâëÿåòñÿ

”
êëàóçà“ âèäà p→t, ãäå p � ëèáî ïóñòî, ëèáî � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ êîíúþíê-

öèÿ ïðåäèêàòíûõ òåðìîâ èëè èõ îòðèöàíèé, a t � ôóíêöèîíàëüíûé òåðì. Îòñóòñòâèå p
îçíà÷àåò òîæäåñòâåííóþ èñòèíó. Ðîëü ýôôåêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ èãðàåò ïåðå÷èñëèìîå
ìíîæåñòâî êëàóç, òàêîå, ÷òî êîíúþíêöèÿ óñëîâèé äâóõ ðàçíûõ êëàóç âñåãäà ïðîòèâîðå-
÷èâà. Òàêèì îáðàçîì îäíà êëàóçà

”
îòâå÷àåò“ çà îäíó òî÷êó ãðàôèêà ôóíêöèè: äëÿ òîãî

÷òîáû âû÷èñëèòü ϕ(x 1, . . . , xn), ïåðå÷èñëÿåì êëàóçû, ïîêà íå íàéäåì òàêóþ p→t, ÷òî p(x 1,
. . . , xn). Òîãäà ϕ(x 1, . . . , xn)=t(x 1, . . . , xn). Ôðèäìàí ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäîå âû÷èñëåíèå
â T-ìîäåëè ñîçäàåò ïðîòîêîë, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ îáðàçóåò ýôôåêòèâíîå îïðåäåëåíèå.
Îáðàòíîå äîêàçàòåëüñòâî Ä→Ò àïåëëèðóåò ê òåçèñó ×åð÷à (â ïðèìåíåíèè ê ìîäåëè Ò) è
ê ïåðå÷èñëèìîñòè ýôôåêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ.

Ôðèäìàí èçó÷àåò, êàêèì äîïîëíèòåëüíûé ñâîéñòâàì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü T-
ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè äëÿ âûïîëíåíèÿ îñíîâíûõ òåîðåì ýëåìåíòàðíîé îáùåé òåîðèè âû-
÷èñëèìîñòè. Ýòèõ ñâîéñòâ îêàçûâàåòñÿ òðè:

(1) Ò-ðåêóðñèâíîñòü ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà,
(2) Ò-ðåêóðñèâíîñòü ïåðåñ÷åòà ïàð,
(3) êîíå÷íàÿ ïîðîæäàåìîñòü D ñ ïîìîùüþ Ò-ðåêóðñèâíûõ òîòàëüíûõ ôóíêöèé.
Â äàëüíåéøåì îí ïîêàçûâàåò, ÷òî (1) & (3) ⇒ (2).



Åðøîâ À.Ï. 25

Îïåðàòîðíûå àëãîðèòìû è ðåêóðñèâíûå ïðîãðàììû. Ýòè ìîäåëè ñ ñàìîãî íà-
÷àëà áûëè ââåäåíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìîñòè â ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå (Åð-
øîâ, 1960; Ìàêêàðòè, 1961). Â îïåðàòîðíûõ àëãîðèòìàõ êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé íàä
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé 〈D, C,Φ, Π〉 � ýòî âñå ôóíêöèè, ïðîãðàììèðóåìûå â

”
ñèñòåìå êî-

ìàíä“ (Φ, Π). Â ðåêóðñèâíûõ ïðîãðàììàõ êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé � ýòî íàèìåíüøèå
íåïîäâèæíûå òî÷êè ðåêóðñèâíûõ ïðîãðàìì, ñòðîÿùèõñÿ èç óñëîâíûõ òåðìîâ â ñèãíàòóðå
áàçîâîé ñèñòåìû. Â îïåðàòîðíûõ àëãîðèòìàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû ïðîãðàìì, âêëþ÷à-
þùèõ íåêîòîðûå äåéñòâèÿ â íàòóðàëüíîì ðÿäó. Íàèáîëåå ÷àñòûå âàðèàíòû � ýòî ñõåìû ñî
ñ÷åò÷èêàìè, ò. å. ñ îïåðàöèÿìè x+1, x�1 è ïðåäèêàòîì x=0. Ñ÷åò÷èêè èñïîëüçóþòñÿ ëèáî
äëÿ êîäèðîâàíèÿ, ëèáî â ïðîãðàììàõ ñ ìàññèâàìè � îäíîñòîðîííèìè ëåíòàìè ñ ïðÿìûì
äîñòóïîì â ëþáóþ êëåòêó ïî åå íîìåðó.

Îáùàÿ òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè â ýòèõ ìîäåëÿõ ïðàêòè÷åñêè íå ðàçâèâàëàñü, îäíàêî â èí-
òåðåñàõ òåîðåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ýòèõ ìîäåëÿõ âíèìàòåëüíî èçó÷àëèñü èíâà-
ðèàíòíûå, èëè àáñòðàêòíûå, ñâîéñòâà ïðîãðàìì, ò. å. òàêèå, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â ëþáîé
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå ñ äàííîé ñèãíàòóðîé. Òàêèå ñâîéñòâà åñòåñòâåííî ïðèïèñûâàòü íå
ôóíêöèÿì, âû÷èñëÿåìûì ïðîãðàììàì, à ñàìèì ïðîãðàììàì, èëè, áîëåå òî÷íî, èõ ñõåìàì,
ò. å. ñèíòàêñè÷åñêèì êîíñòðóêöèÿì, âûðàæàþùèì ïðîãðàììû â ñîîòâåòñòâóþùåì ÿçûêå
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè îñòàíîâèìñÿ íà ñõåìàõ îïåðàòîðíûõ àëãîðèòìîâ. Ýòè ñõåìû âïåð-
âûå ðàññìîòðåíû Êðèíèöêèì (Êðèíèöêèé, 1959, 1970) è ïîëó÷èëè âïîñëåäñòâèè â ëèòåðà-
òóðå íàçâàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì èëè ãðàô-ñõåì ñ ïàìÿòüþ. Ðàñïðîñòðàíèì èõ êîíñòðóê-
öèþ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì 〈D, C, Φ, Π〉. Ðîëü ëîãè÷åñêèõ óñëîâèé èãðàþò ïðî-
èçâîëüíûå ïðåäèêàòíûå òåðìû è èõ áóëåâû êîìïîçèöèè; îïåðàòîðû ïðèñâàèâàíèÿ èìåþò
âèä y:= t, ãäå t � ôóíêöèîíàëüíûå òåðìû ñ îïåðàöèÿìè èç Φ. Âàæíåéøèì îòíîøåíè-
åì äëÿ ñõåì ïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè: äâå ñõåìû
S 1è S 2â ñèãíàòóðå Φ, Π ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè âû÷èñëÿþò îäíó è òó æå
ôóíêöèþ äëÿ ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äàííîé ñèãíàòóðîé. Äëÿ íåêîòîðûõ ñèãíà-
òóð è êëàññîâ ñõåì ýòî îòíîøåíèå îêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì. ßíîâ (ßíîâ, 1957) è Ðàòëåäæ
(Ðàòëåäæ, 1964) óñòàíîâèëè ýòî äëÿ ñèãíàòóð ñ óíàðíûìè îïåðàöèÿìè è ñõåì, èñïîëüçó-
þùèõ òîëüêî îäíó ïåðåìåííóþ è ïðåäèêàòíûå òåðìû áåç ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ. Â
ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ñèãíàòóð ýòî îòíîøåíèå ðàçðåøèìî òîëüêî äëÿ ñõåì áåç öèêëîâ èëè
íåïîñðåäñòâåííî ê íèì ñâîäÿùèõñÿ (Êðèíèöêèé, 1959; Èãàðàøè, 1968). Â îáùåì æå ñëó÷àå
îòíîøåíèå ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îêàçàëîñü íåðàçðåøèìûì (Ïàòåðñîí, 1968;
Ëåòè÷åâñêèé, 1969).

Ïîìèìî ýòîãî, èçó÷åíèå ñõåì ïðîãðàìì ïîçâîëèëî ñäåëàòü îäíî âåñüìà èíòåðåñíîå íà-
áëþäåíèå. Ïðèäàäèì â ñõåìå ïðîãðàììû ïðåäèêàòíûì ñèìâîëàì ïðîèçâîëüíûå èñòèííîñò-
íûå çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èç òåêñòà ïðîãðàììû íåïîñðåäñòâåííî èçâëåêàåòñÿ êîíêðåò-
íàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðîòîêîë, èëè ïðîêðóòêà, êàê ãîâîðÿò ïðîãðàì-
ìèñòû. Ïðè ýòîì ñ íåïîñðåäñòâåííîé î÷åâèäíîñòüþ îáíàðóæèâàþòñÿ òðè àëüòåðíàòèâíûõ
âîçìîæíîñòè: ëèáî ýòîò ïðîòîêîë çíà÷èì, ò. å. ïî íåìó â íåêîòîðîé êîíêðåòíîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñèñòåìå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî âû÷èñëåíèå, ëèáî îí ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâ, ëèáî îí
áåñêîíå÷åí. Òàêèå ïðîòîêîëû ìîæíî ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ äåòàëüíîñòè ñâåðíóòü â îäèí
èëè íåñêîëüêî òåðìîâ â ñèãíàòóðå (Φ, Π), èñïîëüçóÿ óïîòðåáëåííûå â ïðîãðàììå ñèìâîëû
êîíñòàíò è ïåðåìåííûõ. Çàìåòèì, ÷òî ýòè òåðìû íå ñîäåðæàò êîíñòàíò, îáîçíà÷àþùèõ
çíà÷åíèÿ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, íî ñîäåðæàò ïðèïèñàííûå ïðåäèêàòíûì ñèìâîëàì çíà÷å-
íèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ïðèïèñûâàþòñÿ íå âõîæäåíèåì ïðåäèêàòíûõ
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ñèìâîëîâ â ïðîãðàììó, à âõîæäåíèÿì èõ â ïðîòîêîë. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ ïîÿâëÿåòñÿ
ïîðîæäàþùèé ïðîöåññ, óïðàâëÿåìûé âûáîðîì çíà÷åíèé ïðåäèêàòîâ, ðåçóëüòàòîì êîòîðî-
ãî ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òåðìîâ â ñèãíàòóðå (Φ, Π). Ýòî ìíîæåñòâî íàçîâåì
ôîðìàëüíîé ðàçâåðòêîé ñõåìû ïðîãðàììû. Ñëîâî ôîðìàëüíûé ïîä÷åðêèâàåò òî, ÷òî ïðè
åãî ïîñòðîåíèè íå èñïîëüçóåòñÿ êàêàÿ áû òî íè áûëî èíòåðïðåòàöèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ è
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ. ×èñòî ñèìâîëè÷åñêèé õàðàêòåð ôîðìàëüíîé ðàçâåðòêè ïîçâîëÿåò
ãîâîðèòü î ÿçûêå, âîñïðèíèìàþùåì ýòî ìíîæåñòâî.

Íåêîòîðûå êëàññû ôîðìàëüíûõ ðàçâåðòîê ïðîäåìîíñòðèðîâàëè äâà ïðèíöèïèàëüíî
âàæíûõ ñâîéñòâà:

(1) Îíè ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþò ôóíêöèîíàëüíîå íàçíà÷åíèå ïðîãðàììû, ò. å. à) ïðè
çàäàííîé èíòåðïðåòàöèè îïåðàöèé è çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ, âõîäíûõ ïåðåìåííûõ è. ïðè ïî-
ðîæäåíèè ôîðìàëüíûõ ïðîòîêîëîâ èç ôîðìàëüíîé ðàçâåðòêè îäíîçíà÷íî âûõâàòûâàåòñÿ
ïðîòîêîë, âû÷èñëÿþùèé íóæíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè; á) ñõåìû, èìåþùèå îäèíàêîâûå ôîð-
ìàëüíûå ðàçâåðòêè, îêàçûâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè.

Òàêèå ôîðìàëüíûå ðàçâåðòêè óìåñòíî íàçûâàòü äåòåðìèíàíòàìè ñõåì ïðîãðàìì.
(2) Íåêîòîðûå äåòåðìèíàíòû âîñïðèíèìàþòñÿ ñóáðåêóðñèâíûìè ÿçûêàìè, ñóùåñòâåí-

íî áîëåå ïðîñòûìè, íåæåëè ÿçûêè, âîñïðèíèìàþùèå ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà.
Ïåðâûé ïðèìåð òàêîãî äåòåðìèíàíòà ïðèâåë ßíîâ, (ßíîâ, 1957.) äëÿ óêàçàííîãî âûøå

ïîäêëàññà ñõåì, ïîëó÷èâøèõ íàçâàíèå ñõåì ßíîâà. Äëÿ åãî ñèãíàòóðû Φ = {A1, . . . ,An}è
Π = {p1, . . . ,pm} äåòåðìèíàíò áûë îáðàçîâàí ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè âèäà

(σ1
(0). . .σm

(0)) Ai0 . . . (σ1
(k). . .σm

(k)) Aik

ãäå σj� ýòî pjèëè pj, è âîñïðèíèìàëñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà-
÷àëî, ÷òî ñâîéñòâî ñõåì ßíîâà èìåòü îäèíàêîâûé äåòåðìèíàíò îêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì,
ïîñêîëüêó ðàçðåøèìà ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.

Äåòåðìèíàíò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñõåì ïðîãðàìì áûë ïîñòðîåí Èòêèíûì (Èòêèí, 1972).
Åãî ïðîòîêîëû ñòðîèëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: áðàëñÿ ïðîèçâîëüíûé ïóòü îò âõîäà äî âû-
õîäà èç ñõåìû ïðîãðàììû. Êàæäîìó âõîæäåíèþ ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà â ýòîò ïóòü ïðè-
ñâàèâàëîñü çíà÷åíèå, ïðåäïèñàííîå äàííûì ïóòåì (âûõîäíàÿ âåðøèíà ôîðìàëüíî ñ÷èòà-
ëàñü ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì, àðãóìåíòàìè êîòîðîãî áûëè âñå ïåðåìåííûå ïðîãðàììû). Â
àðãóìåíòû êàæäîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà ñòàâèëîñü åãî

”
òåðìàëüíîå çíà÷åíèå“ � ôóíê-

öèîíàëüíûé òåðì ñ àðãóìåíòàìè èç êîíñòàíò è âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííûé ïóòåì
çàìûêàíèÿ ïîäñòàíîâîê, âûçûâàåìûõ îïåðàòîðàìè ïðèñâàèâàíèÿ, ïîïàâøèìè íà âûáðàí-
íûé ïóòü. Ýòîò äåòåðìèíàíò âîñïðèíèìàåòñÿ äâóõëåíòî÷íûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì è, ñòà-
ëî áûòü, òîæå ðàçðåøèì.

Ïîñòàíàëèç. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ ïî àáñòðàêòíîé è îáîáùåííîé
âû÷èñëèìîñòè, ðàâíî êàê è â òåîðåòèêî-ïðîãðàììíûõ ðàáîòàõ, ñîäåðæèòñÿ ãîðàçäî áîëü-
øå èäåé è òîíêîñòåé, íåæåëè òå, êîòîðûå àâòîð â ñîñòîÿíèè áûë óñìîòðåòü è îáñóäèòü.
Ïðèõîäèòñÿ ñîæàëåòü, ÷òî òàêîé èíòåðåñíûé ìàòåðèàë ðàññåÿí, â îñíîâíîì, ïî òðóäàì
êîíôåðåíöèé è æóðíàëàì è â öåëîì ñ òðóäîì äîñòóïåí îäíîìó ÷èòàòåëþ. Ïîýòîìó è êðè-
òèêà, è àïîëîãèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ýòîì ðàçäåëå, áóäóò íåèçáåæíî ïîâåðõíîñòíûìè.

Îáúåì êëàññà àáñòðàêòíî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà ñõåìà ýêâèâàëåíò-
íîñòåé è ñâîäèìîñòåé ðàçíûõ îïðåäåëåíèé àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè. Àâòîð íå óâåðåí,
÷òî ñõåìà èñ÷åðïûâàþùàÿ. Ñäåëàåì ê íåé íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ.

Îïðåäåëåíèÿ àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè èìåþò ðàçíûå ôîðìàëüíûå ïàðàìåòðû, ñî-
çäàâàÿ êîíñòðóêöèè ðàâíîé îáùíîñòè è ÷àñòî ïðè íåñîâïàäàþùèõ ïðåäïîñûëêàõ. Íåêî-
òîðûå ýêâèâàëåíòíîñòè äîêàçûâàþòñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ.
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Óíèôîðìíûå ðåôëåêñèâíûå ñòðóêòóðû (ÓÐÑ) è áàçèñíàÿ ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé òåî-
ðèÿ (ÁÐÔÒ) � ýòî ñèñòåìû ðàçíîé ñòåïåíè îáùíîñòè. Â ïåðâîé íóìåðàöèÿ çàäàíà èçíà-
÷àëüíî, ïîñòðîåíèå âòîðîé îáåñïå÷èâàåòñÿ áîëåå ïîäðîáíûìè àêñèîìàìè. Ñâÿçü âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ òåîðèé ñ ÁÐÔÒ ëèøü òîëüêî îáîçíà÷åíà Ôåíñòàäîì (Ôåíñòàä, 1974). Íå èñ-
êëþ÷åíî, îäíàêî, ÷òî òàêàÿ ñâÿçü èçó÷àåòñÿ â êíèãå Ôåíñòàäà (Ôåíñòàä, 1978à), êîòîðàÿ
áûëà àâòîðó íåäîñòóïíà. Îò ñåáÿ äîáàâèì, ÷òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ñðàâíèòåëüíî ïðÿ-
ìîé ñïîñîá âëîæåíèÿ ïðîñòîé è ïîèñêîâîé âû÷èñëèìîñòåé (ÏÏÂ) â ÁÐÔÒ â ñèëó ÿâíîãî
ïîñòðîåíèÿ èíäåêñîâ è ïîñòóëèðîâàíèÿ âû÷èñëèìîñòè óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè. Âàðèàíò
âû÷èñëèòåëüíîé òåîðèè, ïðåäëîæåííûé Ôåíñòàäîì (Ôåíñòàä, 1978), ñáëèæàåòñÿ ñ òåîðèåé
êîìáèíàòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äóìàåòñÿ, ÷òî òðåóãîëüíèêè ñâîäèìîñòåé ÍÂ� ÏÏÂ�ÈÎ è ÒÂ�(ÎÀ, ÐÏ)�ÝÎ íà ðèñ.
2 äîñòîâåðíî è èíòóèòèâíî óáåäèòåëüíî ôîðìèðóþò îáúåì êëàññà ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ
â íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå 〈D, C, Φ, Π, R〉. Ïðè ñâÿçè ÏÏÂ-ÈÎ è ÏÏÂ�ÍÂ
(Ìîñêîâàêèñ, 1969à) âêëþ÷àåò ñî ñòîðîíû ÏÏÂ â ñèãíàòóðó Ï ïðåäèêàò ðàâåíñòâà. Âî
âñåõ òðåõ ìîäåëÿõ � ÏÏÂ, ÈÎ è ÍÂ � îïðåäåëåíèå àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè ìîæåò
áûòü ðåëÿòèâèçèðîâàíî ê ëþáîìó íàáîðó êîíñòàíò C èç D. Ïðè èçó÷åíèè ñâîäèìîñòåé
îêàçûâàåòñÿ âåñüìà óäîáíûì íàëè÷èå äëÿ íóìåðàöèîííî-âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïðèìèòèâ-
íî ðåêóðñèâíîãî äåòåðìèíàíòà èç áóëåâûõ ôîðìóë (ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòîò òåðìèí,
òàê êàê ýòà õàðàêòåðèçàöèÿ, óñòàíîâëåííàÿ Ëàêîìáîì, âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ
äåòåðìèíàíòà).

Ýôôåêòèâíûå îïðåäåëåíèÿ Ôðèäìàíà (Ôðèäìàí, 1969à) � ýòî ïðîñòî çàäàíèå àá-
ñòðàêòíî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè åå ïåðå÷èñëèìûì äåòåðìèíàíòîì. Ñâÿçè ÒÂ→ÝÎ è
ÎÀ→ÝÎ óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðîñòîé äåìîíñòðàöèåé òîãî ôàêòà, ÷òî ïðîòîêîëû âû÷èñëåíèé
â òüþðèíãîâûõ âû÷èñëåíèÿõ è îïåðàòîðíûõ àëãîðèòìàõ íåïîñðåäñòâåííî òðàíñëèðóþò-
ñÿ â ïåðå÷èñëèìûé äåòåðìèíàíò, îáðàçîâàííûé êëàóçàìè Ôðèäìàíà. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ÝÎ→ÒÂ Ôðèäìàí àïåëëèðóåò ê òåçèñó ×åð÷à (â ïðèìåíåíèè ê ìîäåëè Ò) è ê ïåðå÷èñëè-
ìîñòè ÝÎ-äåòåðìèíàíòà. Â èçó÷åíèè îïåðàòîðíûõ àëãîðèòìîâ Ôðèäìàí èñïîëüçóåò ñâîé
âàðèàíò ìîäåëè ÎÀ è îòìå÷àåò, ÷òî ïðîãðàììèñòû îáðàòèëè åãî âíèìàíèå íà ñâÿçü åãî
ìîäåëè ñ ìîäåëüþ ãðàô-ñõåì ñ ïàìÿòüþ â âàðèàíòå Ïàòåðñîíà (Ïàòåðñîí, 1968). Â ñâÿçè
ÒÂ->-ÎÀ Ôðèäìàí èñïîëüçóåò ñõåìû ïðîãðàìì ñî ñ÷åò÷èêàìè, ïîñêîëüêó ÎÀ-ïðîãðàììû
ìîãóò èñïîëüçîâàòü òîëüêî îãðàíè÷åííîå, íåçàâèñèìîå îò âû÷èñëåíèé, ÷èñëî ÿ÷ååê ïàìÿ-
òè, à òàêæå ïîñòóëèðóåò íàëè÷èå ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà. Ñ÷åò÷èêè ìîäåëèðóþò ïåðåáîð è
âû÷èñëåíèå ïî ãåäåëåâûì íîìåðàì êëàóñ äåòåðìèíàíòà. Îïåðàòîðíûå àëãîðèòìû (ÎÀ)
è ðåêóðñèâíûå ïðîãðàììû (ÐÏ) áåç äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé ê ñèãíàòóðå îáëàäàþò
ðàçíîé ñèëîé âû÷èñëèìîñòè: ÎÀ ñâîäèòñÿ ê ÐÏ â òîé æå ñèãíàòóðå, îäíàêî, êàê ïîêàçàëè
Ïàòåðñîí è Õüþèòò (Ïàòåðñîí, Õüþèòò, 1970), ñóùåñòâóåò ÐÏ, äëÿ êîòîðîé íåò ýêâèâà-
ëåíòíîãî ÎÀ â òîé æå ñèãíàòóðå (íà ñàìîì äåëå äîêàçûâàåòñÿ îòñóòñòâèå ÎÀ ñ òåì æå
äåòåðìèíàíòîì).

Ñâÿçü ýôôåêòèâíîé îïðåäåëèìîñòè è íóìåðàöèîííîé âû÷èñëèìîñòè àêêóðàòíî íå ïðî-
ñëåæåíà, íî òðàíñëÿöèÿ êëàóç Ôðèäìàíà â áóëåâûé äåòåðìèíàíò Ëàêîìáà ïðè íàëè÷èè
ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà î÷åâèäíûõ òðóäíîñòåé íå îáíàðóæèâàåò.

Âëîæèìîñòü àðèôìåòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ìîäåëÿõ àáñòðàêò-
íîé âû÷èñëèìîñòè äåìîíñòðèðóåòñÿ áóêâàëüíàÿ âëîæèìîñòü òîé èëè èíîé ìîäåëè àðèô-
ìåòè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè, íî íå êàæäîé. Ìû îãðàíè÷èìñÿ êîíñòàòàöèÿìè, õîòÿ áîëåå
ãëóáîêèé àíàëèç áûë áû âåñüìà èíòåðåñåí.
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Èçîáðàçèìîñòü ïî Ãåäåëþ íàõîäèò ñâîå ïðÿìîå îáîáùåíèå â èíâàðèàíòíîé îïðåäåëè-
ìîñòè.

Ðåêóðñèâíàÿ îïðåäåëèìîñòü ïî Ýðáðàíó�Ãåäåëþ äîïóñêàåò òðèâèàëüíîå îáîáùåíèå
íà ñèñòåìó âèäà 〈D, Φ, =〉, åñëè ââåñòè â èñ÷èñëåíèå ðàâåíñòâ â âèäå àêñèîì ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî ðàâåíñòâ, ïðåäñòàâëÿþùåå äèàãðàììó ñèñòåìû 〈D, Φ, =〉, ò. å. ðàâåíñòâ âèäà
ϕi(cx 1,. . . ,cxri)=cy, âûðàæàþùèõ èíôîðìàöèþ î òîì, ÷òî ϕi(x 1,. . . ,xri)=y. Â ëèòåðàòóðå ïî
ïðîãðàììèðîâàíèþ (íàïðèìåð, Äàðëèíãòîí, 1978) ðàññìàòðèâàåòñÿ èñ÷èñëåíèå ðàâåíñòâ
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû 〈D, Φ,Π,=〉, â êîòîðîé ðåêóðñèâíîå îïèñàíèå çàïèñûâàåòñÿ â
ñèíòàêñèñå óñëîâíûõ òåðìîâ (Ìàêêàðòè, 1961), à ïðàâèëà âûâîäà íàçûâàþòñÿ

”
ïåðåïèñû-

âàíèÿìè“. Òåîðèÿ ýòîé ìîäåëè ïîêà íåáîãàòà: â áëèçêèõ ôîðìàëèçìàõ äîêàçàíà òåîðåìà
î íåïîäâèæíîé òî÷êå (Ìàííà, 1974), ñõåìà ñìåøàííûõ âû÷èñëåíèé, èëè àíàëîã s-m-n-
òåîðåìû (Åðøîâ, 1978).

Ëÿìáäà-îïðåäåëèìîñòü ïî ×åð÷ó ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíîé ìîäåëüþ, â êî-
òîðóþ âêëàäûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ âû÷èñëèìîñòü ïóòåì îòîæäåñòâëåíèé âûäåëåííûõ
òåðìîâ ñ ýëåìåíòàìè ñèñòåìû 〈N,0, =, '〉. Àâòîð íå íàøåë, îäíàêî, àíàëîãè÷íîãî ïðÿìîãî
âëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì â òîò èëè èíîé âàðèàíò λ-èñ÷èñëåíèÿ. Ñëåäóåò, îäíàêî, îò-
ìåòèòü î÷åâèäíóþ ñâÿçü λ-èñ÷èñëåíèÿ ñ òåîðèÿìè àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè â áîëüøîì
(ÓPC, ÁÐÔÒ). Ñòðîíã (Ñòðîíã, 1968) ðàññìàòðèâàåò ñâîþ òåîðèþ êàê âàðèàíò êîìáèíà-
òîðíîé ëîãèêè (Êàððè, 1930, Êàððè è Ôåéñ, 1958).

×àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè ïî Êëèíè íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàþòñÿ â ïðîñòóþ è
ïîèñêîâóþ âû÷èñëèìîñòè.

Ìàøèíû Òüþðèíãà ñî âðåìåíåì áûëè îáîáùåíû íà òåîðèþ âû÷èñëèìîñòè â àëôà-
âèòíûõ ôóíêöèÿõ (ñð. Ìàðêîâ, 1951). Îáîáùåíèå íà Ò-ìîäåëü (Ôðèäìàí, 1969à) ñëåäóåò
ïðèçíàòü âåñüìà ïðÿìîëèíåéíûì.

Îïåðàòîðíûå àëãîðèòìû è ðåêóðñèâíûå ïðîãðàììû ñ ñàìîãî íà÷àëà áûëè îïðåäåëåíû
äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïîêà ÷òî íåò íèêàêîãî ïîäõîäà ê òîìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü êàêîé-òî àíàëîã äèîôàíòîâûõ
ìíîæåñòâ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé. Â òî æå âðåìÿ òàêîå îáîáùåíèå áûëî
áû âåñüìà èíòåðåñíî, òàê êàê äèîôàíòîâû ìíîæåñòâà â î÷åíü ÷èñòîé ôîðìå îòäåëÿþò,
òðè îñíîâíûõ ñòîðîíû ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëåíèé: êîìáèíàòîðíûé ïåðåáîð (àðãóìåíòîâ
è ïàðàìåòðîâ ìíîãî÷ëåíà), ïðÿìîå âû÷èñëåíèå (çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà) è îòîæäåñòâëåíèå
(ïðîâåðêà íà ðàâåíñòâî). Êðîìå òîãî, òàêîå îáîáùåíèå ïîçâîëèò, ïî-âèäèìîìó, ëó÷øå ðàçî-
áðàòüñÿ â êîäèðóþùèõ ñâîéñòâàõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Íåñêîëüêî ñëîâ î ïîëíîòå âîñïðîèçâåäåíèÿ îáùåé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè. Â òîé èëè
èíîé ìîäåëè íàéäåíû ðàçíûå ôîðìóëèðîâêè âñåõ îñíîâíûõ òåîðåì, îñîáåííî â áàçèñ-
íûõ òåîðèÿõ, òåîðèè êîìáèíàòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðîñòîé è ïîèñêîâîé âû÷èñëèìîñòÿõ
è òüþðèíãîâûõ âû÷èñëåíèÿõ. Ïðîèçâîäèò áîëüøîå âïå÷àòëåíèå äîêàçàòåëüíàÿ ñèëà àê-
ñèîì óíèôîðìíûõ ðåôëåêñèâíûõ ñòðóêòóð. Â òî æå âðåìÿ áðîñàåòñÿ â ãëàçà íåêîòîðàÿ
ïðîèçâîëüíîñòü èñõîäíûõ ïîñûëîê â ïîñòðîåíèè àáñòðàêòíîé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè. Â
òåîðèè, åñëè ìîæíî òàê âûðàçèòüñÿ, ïðåîáëàäàåò íàáëþäàòåëüíûé ïîäõîä.

Àáñòðàãèðîâàííîñòü îò àðèôìåòè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè. Àíàëèç ýòîãî îáñòîÿ-
òåëüñòâà îáíàæàåò ñàìûå ÷óâñòâèòåëüíûå ìåñòà áîëüøèíñòâà ðàáîò ïî àáñòðàêòíîé âû-
÷èñëèìîñòè. Ìíîãèå àâòîðû (íàïðèìåð, Êðàéçåë, 1969; Ôðèäìàí, 1969à; Ãðèëüî, 1974)
îáðàùàþò âíèìàíèå íà áîëüøóþ òðóäíîñòü îòñòðàíèòüñÿ îò ÿâíîé èëè ñêðûòîé îïîðû
íà àðèôìåòè÷åñêóþ âû÷èñëèìîñòü. Íàáëþäàÿ öèòèðîâàííûå ðàáîòû, ìîæíî íàéòè äâà
ãëàâíûõ óïîòðåáëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè. Îäíî èç íèõ � ýòî âûäåëåíèå
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â ïðåäìåòíîé îáëàñòè îáðàçà íàòóðàëüíîãî ðÿäà (ñïëèíòåðà) êàê ñðåäñòâà îáåñïå÷åíèÿ
ñâîéñòâ ðåôëåêñèâíîñòè (íóìåðóåìîñòè) èëè êàê ñðåäñòâà ïåðåñ÷åòà ïðåäìåòíîé îáëàñòè.
Âòîðîå � ýòî îïðåäåëåíèå àáñòðàêòíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ
ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà (ñì. ïåðå÷èñëèìîñòü äåòåðìèíàíòîâ ó Ëàêîìáà â íóìåðàöèîí-
íîé âû÷èñëèìîñòè è ó Ôðèäìàíà â ýôôåêòèâíîé îïðåäåëèìîñòè). Îáà èñïîëüçîâàíèÿ, ïî
ìíåíèþ àâòîðà, ñêðûâàþò ñóùíîñòè. Ïåðâîå óâîäèò â ñòîðîíó îò âûÿñíåíèÿ àáñòðàêò-
íûõ óñëîâèé êîäèðóåìîñòè ïðîãðàìì è ïðåäñòàâëåíèÿ êîëè÷åñòâ â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå.
Âòîðîå � âîîáùå îòáðàñûâàåò ïîèñêè ñóùíîñòè âû÷èñëèìîñòè íà èñõîäíûå ïîçèöèè.

Åñëè íå ãîâîðèòü î òåîðèè àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè â áîëüøîì (ÓÐÑ, ÁÐÔÒ), íàè-
áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûì ïîäõîäîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíàÿ îïðåäåëèìîñòü. Ïðàâäà,
èç ñîîáðàæåíèé ñêîðåå ôèëîñîôñêîãî, íåæåëè òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ýòîé òî÷êå çðåíèÿ
ìîæåò áûòü ïðîòèâîïîñòàâëåíî ïðåäïî÷òåíèå êàêîé-íèáóäü ÷èñòî àëãîðèòìè÷åñêîé ìîäå-
ëè òèïà ÎÀ èëè ÒÂ (ñì., íàïðèìåð, Öåéòèí, 1981). Â ëþáîì âàðèàíòå, îäíàêî, îñòàåòñÿ
ïîêà ÷òî îòêðûòàÿ ïðîáëåìà îáåñïå÷åíèÿ ðåôëåêñèâíîñòè èëè � áîëåå îáùî � ïðèäà-
íèÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè ñâîéñòâà áûòü íîñèòåëåì èíôîðìàöèè, ñâîéñòâà, âûðàæåííîãî â
òåðìèíàõ ñèãíàòóðû áàçîâîé ñèñòåìû.

Àáñòðàãèðîâàííîñòü îò ñèíòàêñèñà ïðîãðàìì. Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè ýòà çàäà÷à
â åå ìàòåìàòè÷åñêîì âûðàæåíèè, ïîõîæå, äàæå íå âîçíèêàëà. Êàê íè ñòðàííî, âïåðâûå
îáðàòèëè âíèìàíèå íà âíåïðîãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîãðàììíûõ ñóùíîñòåé ñàìè ïðî-
ãðàììèñòû. Â òåîðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè ïîñòåïåííî ñîçðåë âçãëÿä íà ïðîãðàììó
êàê íà óïàêîâêó ìíîæåñòâà âû÷èñëåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè èñïîëíåíèè ïðîãðàììû äëÿ
ðàçíûõ åå âõîäíûõ äàííûõ. Ýòî ìíîæåñòâî âû÷èñëåíèé îêàçûâàëîñü áîëåå óñòîé÷èâûì
îáúåêòîì, íåæåëè ðàçíûå îáëè÷üÿ ïðîãðàììû. Â òî æå âðåìÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðî-
ãðàììû íàõîäèëè â ýòîì ìíîæåñòâå áîëåå ÿâíîå âûðàæåíèå, íåæåëè â åå êîíêðåòíîì
òåêñòå. Òàê ïîÿâèëèñü ïîíÿòèÿ ðàçíûõ ïðîãðàììíûõ èíâàðèàíòîâ, â òîì ÷èñëå è óæå
óïîìÿíóòûå äåòåðìèíàíòû. Â ðàññìîòðåííûõ ñòàòüÿõ ïî àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè ìû
íàõîäèì àíàëîãè÷íûå êîíñòðóêöèè òîëüêî â äâóõ ìîäåëÿõ: êëàóçû Ôðèäìàíà â ÝÎ è
áóëåâû õàðàêòåðèçàöèè Ëàêîìáà â ÍÂ. Åñòåñòâåííî, íå íàäî çàáûâàòü è î ïåðå÷èñëåíèè
ãðàôèêà âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè ïî Êàëüìàðó (Êàëüìàð, 1943).

Äðóãóþ ôîðìó àáñòðàãèðóåìîñòè îò ïðîãðàìì ìû íàõîäèì â âû÷èñëèòåëüíûõ òåî-
ðèÿõ. Ýòà àáñòðàêöèÿ èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà, îäíàêî îíà íå ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îá
èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèÿõ.

Åùå îäèí ïîäõîä ê àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè. Ïîñëå âñåãî ñêàçàííîãî íàì
î÷åíü ëåãêî âûðàçèòü îñíîâíóþ èäåþ: âçÿòü ïîíÿòèå äåòåðìèíàíòà çà îïðåäåëåíèå âû÷èñ-
ëèìîé ôóíêöèè. Âòîðàÿ ÷àñòü îñíîâíîé èäåè � ñòðîèòü äåòåðìèíàíò äëÿ ñèãíàòóðû, à íå
äëÿ êîíêðåòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, ò. å. íå ïðèâëåêàÿ èíòåðïðåòàöèè îïåðàöèîííûõ
ñèìâîëîâ. Äàäèì áîëåå òî÷íóþ ñõåìó îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü äàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = 〈D, C,Φ, Π, R〉. Ïóñòü Xn= {x1, . . . ,xn} �
ñèìâîëû ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî TA

n âû÷èñëèòåëüíûõ òåðìîâ (ï>0). Ëþáàÿ
êîíñòàíòà c∈C è ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ xi∈Xn � ýòî âû÷èñëèòåëüíûé òåðì. Åñëè ϕi � ôóíê-
öèîíàëüíûé ñèìâîë è R(ϕi)=r è t1, . . . ,tr � âû÷èñëèòåëüíûå òåðìû, òî ϕi(t1, . . . ,tr) �
âû÷èñëèòåëüíûé òåðì. Åñëè πj � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë è R(πj)=s è t1, . . . ,ts � âû÷èñ-
ëèòåëüíûå òåðìû, òî πj(t1, . . . ,ts) �ïðåäèêàòíûé òåðì. Åñëè p � ïðåäèêàòíûé òåðì è t
âû÷èñëèòåëüíûé òåðì, òî (p:t) è (p:t)�âû÷èñëèòåëüíûå òåðìû. Îïðåäåëèì äëÿ âû÷èñëè-
òåëüíûõ òåðìîâ ôóíêöèþ îöåíêè val. Åñëè x � çíà÷åíèå êîíñòàíòû cx èëè ïåðåìåííîé õ,
òî valcx=x, valx=x. Äàëåå valϕi(t1, . . . ,tr) = ϕi(valt1, . . . ,valtr); valπj(t1, . . . ,ts)=πj(valt1,
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. . . ,valts). Íàêîíåö, val(p:t)=åñëè valp, òî valt èíà÷å íå îïðåäåëåí,are(p:t) ==åñëè valp,
òî íåîïðåäåëåí, èíà÷å valt. Çíà÷åíèå ëþáîãî èç òåðìîâ íå îïðåäåëåíî, åñëè êàêîé-ëèáî
èç åãî àðãóìåíòîâ íå îïðåäåëåí,

Ñõåìà îïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèÿ f:Dn→D íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé â A, åñëè ñóùåñòâóåò
êîíå÷íî ïîðîæäåííîå ìíîæåñòâî Detf⊆TAn(äåòåðìèíàíò ôóíêöèè f ), òàêîå, ÷òî

(1) ∀ (x 1, . . . , xn, y)∈F∃t(x1, . . . , xn)∈DetF :val t (x 1, . . . , xn) =y ;
(2) ∀ (x 1, . . . , xn, y) ∀t (x 1, . . . , xn)∈DetF :valt (x 1, . . . , xn) = y⇒(x 1, . . . , xn, y)∈F.
Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå èñêëþ÷àåò ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé.
Åñòåñòâåííî, ãëàâíûé ïðîáåë â ýòîé ñõåìå îïðåäåëåíèÿ � ýòî íåóêàçàííîñòü ñïîñîáà

ïîðîæäåíèÿ äåòåðìèíàíòà. Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû, èç òåîðèè ñõåì ïðîãðàìì, ìû íà-
äååìñÿ, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü êàêîé-ëèáî àâòîìàòíûé ÿçûê, áëàãîäàðÿ ÷èñòî êîìáèíàòîð-
íîìó ñïîñîáó ïîðîæäåíèÿ äåòåðìèíàíòà. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ÎÀ äåòåðìèíàíòîì ìîæåò
áûòü êîíå÷íûé äâóõëåíòî÷íûé àâòîìàò. Äëÿ ðåêóðñèâíûõ ïðîãðàìì Ðîçåí (Ðîçåí, 1975)
ïîêàçàë, ÷òî äåòåðìèíàíò, âåñüìà ïîõîæèé íà íàø, îïèñûâàåòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì
ÿçûêîì. Ýòîò ðåçóëüòàò, îäíàêî, åùå íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ îêîí÷àòåëüíûì: ÊÑ-ãðàììàòèêè
èìåþò íåðàçðåøèìóþ ïðîáëåìó ýêâèâàëåíòíîñòè, à ðàçðåøèìîñòü äåòåðìèíàíòîâ ðåêóð-
ñèâíûõ ïðîãðàìì � îòêðûòàÿ ïðîáëåìà ñ øàíñàìè íà óñïåõ (ñì. ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò
Ñàáåëüôåëüäà (Ñàáåëüôåëüä, 1981)).

Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå � ÷èñòî ñèíòàêñè÷åñêîå. Îíî çàäàåò ïó÷îê âû÷èñëèìûõ
ôóíêöèé, êîòîðûå äëÿ ðàçíûõ èíòåðïðåòàöèé îïåðàöèîííûõ ñèìâîëîâ áóäóò èìåòü îäèí è
òîò æå äåòåðìèíàíò, à ðèñóíîê ãðàôèêîâ áóäåò, ïîìèìî êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé, ðàçëè÷àòüñÿ
åùå è îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ. Äàæå â ðàìêàõ îäíîé èíòåðïðåòàöèè êàæäûé äåòåðìèíàíò
ìîæåò âîïëîùàòüñÿ â áåñêîíå÷íîì ðàçíîîáðàçèè ïðîãðàìì.

Ñàìûì òâåðäûì îðåøêîì äëÿ òàêîãî ðîäà îïðåäåëåíèÿ áóäåò ðåàëèçàöèÿ ñâîéñòâ ðå-
ôëåêñèâíîñòè. Äî ñèõ ïîð íå ÿñíî, ìîæíî ëè áóäåò íàéòè ñõåìíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
î âû÷èñëèìîñòè óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ýòîìó � ýòî èñ-
ïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ óíèâåðñàëüíûõ ãðàììàòèê â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ.

Äðóãîé ïîäõîä � ýòî àêñèîìàòèçàöèÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè êàê ìíîæåñòâà êîíñòðóê-
òèâíûõ îáúåêòîâ. Òàêàÿ àêñèîìàòèêà, ïî-âèäèìîìó, ñîçäàñò íà íîñèòåëå íåêîòîðóþ ïðè-
ñóùóþ åìó ñèñòåìó îòíîøåíèé è êîíñòðóêòîðîâ, îáðàçóþùèõ ñèñòåìó îïåðàöèé, êîòîðàÿ
÷åðåç òî èëè èíîå îïðåäåëåíèå âû÷èñëèìîñòè áóäåò ñîçäàâàòü íà äàííîì íîñèòåëå íåêîòî-
ðûé

”
àáñîëþòíûé“ êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé, è ýòîò íîñèòåëü óæå ïîòîì ìîæíî áóäåò

ðåëÿòèâèçèðîâàòü ê ëþáîé ñèñòåìå ñ äàííûì íîñèòåëåì.
Òàêîé ïîäõîä, îäíàêî, îñòàâëÿåò â ñòîðîíå ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòåé, äëÿ êîòîðûõ

òðåáîâàíèå èõ êîíñòðóêòèâíîñòè áóäåò èçáûòî÷íûì. Â òàêîì ñëó÷àå îïåðàöèè áàçîâîé
ñèãíàòóðû ñòàíîâÿòñÿ äëÿ íàñ îðàêóëàìè ïî ñóùåñòâó, è íàì íå îñòàåòñÿ íè÷åãî äðóãîãî,
êàê ÷èñòî àêñèîìàòè÷åñêè ïîïðîáîâàòü âûðàçèòü èõ êîäèðóþùèå ñâîéñòâà.

Àâòîðó ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà èíòåðåñíûì èçó÷èòü âîïðîñ ïîðîæäåíèÿ äåòåðìèíàíòîâ
èç èíâàðèàíòíûõ îïðåäåëåíèé âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ëîãè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè.

Çàêëþ÷åíèå. Àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïî ìíîãèì
ïîêàçàòåëÿì. Ìû íå áóäåì ïîâòîðÿòü ãëóáîêèé àíàëèç Êðàéçåëà (Êðàéçåë, 1969) è ëèøü
äîáàâèì ê åãî àðãóìåíòàì, ÷òî îäíî èç ñåðüåçíûõ óïîòðåáëåíèé òàêîé òåîðèè áóäåò ëå-
æàòü â ïðîãðàììèðîâàíèè, ãäå ðåëÿòèâèçàöèÿ ñâîéñòâ ïðîãðàììû ê çàäàííîé

”
ñèñòåìå

êîìàíä“ ñîñòàâëÿåò îäèí èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ. Äðóãèì ïðèíöèïîì ñèñòåìíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êàê ìîæíî áîëåå ïîëíîå èçó÷åíèå ñõåìíûõ, ò. å. èíâàðèàíòíûõ
ñâîéñòâ ïðîãðàììû.
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Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî îáúåì ïîíÿòèÿ àáñòðàêòíî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè óæå íàùóïàí.
Îäíàêî ëîãè÷åñêèé àíàëèç ïðåäïîñûëîê àáñòðàêòíîé âû÷èñëèìîñòè ìîæåò áûòü ïðîäîë-
æåí. Àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè ìîæåò ñûãðàòü ñâîþ ðîëü â óñèëåíèè ïîçèòèâíîé
ñòîðîíû òåîðèè. Äåéñòâèòåëüíî, íå òàê óæ èíòåðåñíî ðàçûñêèâàòü àáñòðàêòíîå îáîáùåíèå
íåðàçðåøèìîé àðèôìåòè÷åñêîé çàäà÷è, õîòÿ è çäåñü âîçìîæåí ïîçíàâàòåëüíûé ïðîãðåññ
áëàãîäàðÿ ðàçäåëåíèþ ñóùíîñòåé. Äðóãîé, ñîâåðøåííî íå çàòðîíóòîé ñòîðîíîé òåîðèè
ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ñèíòåçà ïðîãðàìì èç ðàçíûõ ôîðì àïðèîðíîãî çíà÷åíèÿ î
çàäà÷å â ðàçíûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ. Ýòà ñòîðîíà ïðîáëåìû, îäíàêî, òðåáóåò ñâîåãî
àíàëèçà.


