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To solve systems of linear equations with sparse coe�cient matrices, iterative Krylov subspace
methods such as conjugate gradients (CG) and preconditioned conjugate gradients (PCG) are widely
used. The convergence rate and numerical reliability of these methods may su�er from rounding errors.
One way to reduce the impact of rounding errors is to use arithmetic over numbers with increased
word length, which is called multiple-precision arithmetic. In the paper, we consider multiple-precision
iterative CG and PCG solvers for graphics processing units (GPUs) and evaluate their convergence
rate. The preconditioned implementation uses a diagonal preconditioner, which is well suited for
parallel computing. The residue number system is employed to support multiple-precision �oating-point
arithmetic. The matrix-vector product is implemented as a hybrid kernel, in which a double-precision
matrix, represented in the CSR storage format, is multiplied by a dense multiple-precision vector. A
two-stage algorithm is used to compute the parallel multiple-precision dot product. Experimental
results with sparse matrices of di�erent sizes show that higher arithmetic precision improves the
convergence rate of iterative methods.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè êî-
ýôôèöèåíòîâ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà. Îäíàêî
ñõîäèìîñòü ýòèõ ìåòîäîâ ìîæåò óõóäøàòüñÿ èç-çà îøèáîê îêðóãëåíèÿ, âîçíèêàþùèõ ïðè âû-
ïîëíåíèè âû÷èñëåíèé â àðèôìåòèêå ôèêñèðîâàííîé ðàçðÿäíîñòè. Ñíèçèòü âëèÿíèå îøèáîê
îêðóãëåíèÿ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàíèå àðèôìåòèêè ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè, îáåñïå÷èâàþùåé
âûïîëíåíèå îïåðàöèé ñ ÷èñëàìè ïîâûøåííîé ðàçðÿäíîñòè. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåàëèçà-
öèè èòåðàöèîííûõ ðåøàòåëåé ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè íà áàçå ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
áåç ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ è ñ äèàãîíàëüíûì ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì äëÿ ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññî-
ðîâ âèäåîêàðò. Äëÿ ïîääåðæêè âû÷èñëåíèé ñ ÷èñëàìè ïîâûøåííîé ðàçðÿäíîñòè èñïîëüçóåòñÿ
ñèñòåìà îñòàòî÷íûõ êëàññîâ. Ìàòðè÷íî-âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðåàëèçîâàíî â âèäå ãèáðèä-
íîãî ÿäðà, â êîòîðîì ìàòðèöà äâîéíîé òî÷íîñòè, ïðåäñòàâëåííàÿ â ôîðìàòå CSR, óìíîæà-
åòñÿ íà âåêòîð ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè. Ïàðàëëåëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëÿåòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõýòàïíîãî àëãîðèòìà. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàçðåæåííûìè ìàò-
ðèöàìè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîâûøåííàÿ òî÷íîñòü àðèôìåòèêè ïîçâîëÿåò
óñêîðèòü ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçðåæåííàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, àðèô-
ìåòèêà ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè, ñèñòåìà îñòàòî÷íûõ êëàññîâ, CUDA.

Ââåäåíèå. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ÷àñòî âîçíèêàþò
èç äèñêðåòèçàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìåòîäàìè êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ, êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èëè êîíå÷íûõ îáúåìîâ. Ìàòðèöû èç ýòèõ ïðèëîæåíèé
îáû÷íî áîëüøèå è ðàçðåæåííûå � ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü èõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëåíà íóëÿìè.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíèìè èç ñàìûõ óñïåøíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ëèíåéíûõ
ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà, òàêèå êàê ìåòîä ñî-
ïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (CG, PCG), îáîáùåííûé ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES),
BiCG, BiCGSTAB, CGS è MINRES [1]. Ýòè ìåòîäû ñîñòîÿò â âûïîëíåíèè ðÿäà ìàòðè÷íî-
âåêòîðíûõ è âåêòîðíûõ îïåðàöèé, òàêèõ êàê Ax, ATx, rT r, r + βp è äð., à èõ ñõîäèìîñòü
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çàâèñèò îò ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ A. ×àñòî ñâîéñòâà ìàòðèöû
A íå îáåñïå÷èâàþò ïðèåìëåìóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé, ïîýòîìó âìåñòî èñõîäíîé
ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b ðåøàþò ñèñòåìó M−1Ax = M−1b, ãäå M � ïðåäîáóñëàâëèâà-
òåëü. Âûáîð ýôôåêòèâíîãî ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ èãðàåò âàæíåéøóþ ðîëü â ïðèìåíåíèè
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ [2].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàæå ïðè òùàòåëüíîì âûáîðå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ ñõîäèìîñòü è
íàäåæíîñòü èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ìîæåò áûòü äîâîëüíî ïëîõîé èç-çà îøèáîê îêðóãëå-
íèÿ, âîçíèêàþùèõ ïðè âûïîëíåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé â àðèôìåòèêå ôèêñèðî-
âàííîé ðàçðÿäíîñòè [3]. Â ÷àñòíîñòè, â [4] ðàññìîòðåíû âîïðîñû âëèÿíèÿ ïîãðåøíîñòåé
âû÷èñëåíèé íà ýôôåêòèâíîñòü èòåðàöèîííûõ ëèíåéíûõ ðåøàòåëåé íà áàçå CG ìåòîäà è
ïîêàçàíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ëîêàëüíûå îøèáêè îêðóãëåíèÿ ìîãóò ñóùåñòâåííî çàìåäëÿòü
ñõîäèìîñòü èòåðàöèé, â îñîáåííîñòè â àëãîðèòìàõ, îïòèìèçèðîâàííûõ äëÿ ïàðàëëåëüíûõ
àðõèòåêòóð. Èíîãäà ïðîáëåìà ñõîäèìîñòè íå ðåøàåòñÿ äàæå òùàòåëüíûì ïîäáîðîì ïðå-
äîáóñëàâëèâàòåëÿ. Áîëåå òîãî, ìíîãèå îáëàäàþùèå õîðîøèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ñâîéñòâà-
ìè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè (íàïðèìåð, îñíîâàííûå íà íåïîëíîì LU ðàçëîæåíèè) âêëþ÷àþò
ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, ÷òî çàòðóäíÿåò èõ ýôôåêòèâíóþ ðå-
àëèçàöèþ íà ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåìàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíóþ ðîëü ïðèîáðåòàþò ïîäõîäû,
ïîçâîëÿþùèå ñíèçèòü âëèÿíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ íà ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé. Îäíèì èç
òàêèõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè (ðàçðÿäíîñòè) êîìïüþòåðíîé àðèôìåòèêè.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ ðÿä ðàáîò â äàííîì íàïðàâëåíèè:

1) Â [5] ïðåäñòàâëåíû ðåàëèçàöèè âûñîêîòî÷íûõ èòåðàöèîííûõ ðåøàòåëåé íà áàçå ðàç-
ëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ: BiCG, CGS, BiCGSTAB è GPBiCG.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ â ðÿäå ñëó÷àåâ òðåáó-
åòñÿ òî÷íîñòü áîëåå 2000 áèò (äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé).

2) Â [6] ðåàëèçîâàíî îïòèìèçèðîâàííîå óìíîæåíèå ðàçðåæåííîé ìàòðèöû äâîéíîé òî÷-
íîñòè íà âåêòîð ÷åòâåðíîé òî÷íîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì íàáîðà ðàñøèðåíèé AVX2. Äëÿ
äîñòèæåíèÿ ÷åòâåðíîé òî÷íîñòè èñïîëüçîâàí àðèôìåòè÷åñêèé ôîðìàò double-double, â
êîòîðîì ÷èñëî õðàíèòñÿ â âèäå íåâû÷èñëåííîé ñóììû äâóõ ñòàíäàðòíûõ (double) ÷èñåë ñ
ïëàâàþùåé òî÷êîé, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïðèáëèçèòåëüíî 106 áèò ìàíòèññû.

3) Â [7] èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü BiCG ìåòîäà ïðè ðåøåíèè ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ëè-
íåéíûõ ñèñòåì ñ ìàòðèöàìè Òåïëèöà. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ðåøàòåëÿ áåç ïðåäîáó-
ñëàâëèâàòåëÿ, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñøèðåííîé (÷åòâåðíîé) òî÷íîñòè ïîçâîëÿåò äîáèòü-
ñÿ ñõîäÿùåãîñÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, â îòëè÷èå îò ðåàëèçàöèè íà îñíîâå ñòàíäàðòíîé
àðèôìåòèêè.

4) Â [8] ðåàëèçîâàí èòåðàöèîííûé CG ðåøàòåëü ÷åòâåðíîé è ñìåøàííîé (double +
double-double) òî÷íîñòè, èñïîëüçîâàííûé ïðè ðåøåíèè ñèììåòðè÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì,
âîçíèêàþùèõ â àíàëèçå âûñîêî÷àñòîòíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé. Ïðåäñòàâëåííûå ðå-
çóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðèìåíåíèå ñìåøàííîé òî÷íîñòè ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî
èòåðàöèé è âðåìÿ ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíîé àðèôìåòèêîé äâîéíîé òî÷íîñòè.

5) Â [9] ïîêàçàíî, ÷òî CUDA-ðåàëèçàöèè CG è BiCGSTAB ìåòîäîâ â double-double
àðèôìåòèêå áåç ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ îêàçûâàþòñÿ áûñòðåå è òî÷íåå ïðè ðåøåíèè íåêîòî-
ðûõ çàäà÷, ÷åì ðåàëèçàöèè â ñòàíäàðòíîé àðèôìåòèêå äâîéíîé òî÷íîñòè ñ ïðåäîáóñëàâ-
ëèâàíèåì íà áàçå íåïîëíîãî LU ðàçëîæåíèÿ.

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷íîñòè êîìïüþòåðíîé àðèôìåòèêè íà ñõîäè-
ìîñòü èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ íà ïðèìåðå ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè CG è PCG ðåøàòåëåé
ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè äëÿ ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ âèäåîêàðò (GPU). Ðàññìàòðèâàå-
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Ðèñ. 1. Îáîáùåííàÿ ñòðóêòóðà áèáëèîòåêè MPRES-BLAS

ìûå ðåøàòåëè âõîäÿò â ñîñòàâ áèáëèîòåêè ïîäïðîãðàìì ëèíåéíîé àëãåáðû MPRES-BLAS
[10].

1. Áèáëèîòåêà MPRES-BLAS. MPRES-BLAS � ýòî áèáëèîòåêà îïåðàöèé ëèíåéíîé
àëãåáðû ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè äëÿ GPU ñ ïîääåðæêîé CUDA. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷è-
ñåë ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé áèáëèîòåêà èñïîëüçóåò ñèñòåìó îñòàòî÷íûõ êëàññîâ (ÑÎÊ) [11].
ÑÎÊ îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïåðåä ïîçèöèîííûìè ñèñòåìàìè ñ÷èñëåíèÿ, ãëàâíûì
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïåðåíîñîâ ìåæäó öèôðàìè ÷èñëà, ÷òî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü
ìíîãîðàçðÿäíûå îïåðàöèè ãðóïïàìè ïîêîìïîíåíòíûõ îïåðàöèé íåáîëüøîé ðàçðÿäíîñòè,
êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Îáùàÿ ñòðóêòóðà MPRES-BLAS ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñ. 1.

Áèáëèîòåêà ðåàëèçóåò ðÿä ïëîòíûõ ìàòðè÷íûõ, ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ è âåêòîðíûõ îïå-
ðàöèé ëèíåéíîé àëãåáðû, ïîäîáíûõ BLAS, à òàêæå ïîääåðæèâàåò ðàçðåæåííîå ìàòðè÷íî-
âåêòîðíîå óìíîæåíèå â ôîðìàòàõ CSR, ELLPACK, JAD è DIA. Êðîìå ýòîãî, MPRES-
BLAS ìîæåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíîé àðèôìåòè÷åñêîé áèáëèîòåêè, òàê êàê
ïðåäîñòàâëÿåò áàçîâûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè íà CPU è GPU.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè MPRES-BLAS òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ìîäó-
ëåé {m1,m2, . . . ,mn}. Ìîäóëè äîëæíû áûòü ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûìè öåëûìè ÷èñëàìè.
Åñëè M � ïðîèçâåäåíèå âñåõ ìîäóëåé, òî òî÷íîñòü àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â áèòàõ
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì p = ⌊log2

√
M⌋ − 1. Â áèáëèîòåêå èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðåäîïðåäå-

ëåííûõ íàáîðîâ ìîäóëåé, îáåñïå÷èâàþùèõ ðàçëè÷íûå óðîâíè òî÷íîñòè, íî ïîëüçîâàòåëü
òàêæå ìîæåò ñàìîñòîÿòåëüíî çàäàòü íîâûé íàáîð.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé â MPRES-BLAS îïðåäåëåí òèï äàííûõ
mp_float_t. Ïåðåìåííûå ýòîãî òèïà ìîãóò áûòü îáúÿâëåíû è îïðåäåëåíû êàê íà ñòî-
ðîíå õîñòà, òàê è íåïîñðåäñòâåííî èç êîäà óñòðîéñòâà. Îáìåí äàííûìè ìåæäó õîñòîì è
óñòðîéñòâîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì âûçîâà ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé CUDA API. Ïîìèìî òè-
ïà äàííûõ mp_float_t, â áèáëèîòåêå òàêæå îïðåäåëåíû äâà âåêòîðíûõ òèïà, mp_array_t è
mp_collection_t, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëåíèé ñ ìàññèâàìè ìíîãîðàç-
ðÿäíûõ ÷èñåë íà GPU. Òèï mp_array_t õðàíèò ìàññèâ â ðàçëîæåííîé ôîðìå, òî åñòü êàê
íàáîð ìàññèâîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ îòäåëüíûå ÷àñòè ÷èñåë ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè. Â ñâîþ
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î÷åðåäü, mp_collection_t ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ½îáëåã÷åííûé“ âàðèàíò mp_array_t.
Âåêòîðíûå òèïû õîðîøî ïîäõîäÿò äëÿ ïëîòíûõ ÿäåð ëèíåéíîé àëãåáðû ñ ðåãóëÿðíûì äî-
ñòóïîì ê ïàìÿòè, íî íå äàþò ñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ ïðè ðåàëèçàöèè ðàçðåæåííûõ
ÿäåð ñ íåðåãóëÿðíûì ïàòòåðíîì äîñòóïà. Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ðåàëèçàöèÿõ
ëèíåéíûõ ðåøàòåëåé CG è PCG èñïîëüçóåòñÿ òèï äàííûõ mp_float_t.

2. Ðåøàòåëè CG è PCG ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè. Â àëãîðèòìàõ 1 è 2 ïðåäñòàâ-
ëåí ïñåâäîêîä èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ áåç ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ
(CG) è ñ äèàãîíàëüíûì ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì (PCG) äëÿ ðåøåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ÑËÀÓ. Ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü M = diag(1/a11, 1/a22, . . . , 1/ann)
ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëÿåòñÿ íà õîñòå è êîïèðóåòñÿ â ïàìÿòü GPU ïåðåä âûïîëíåíèåì
ìåòîäà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âûáðàííûé ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü îáû÷íî óñòóïàåò ïî ÷èñëó
èòåðàöèé áîëåå êëàññè÷åñêèì âàðèàíòàì, òàêèì êàê íåïîëíîå ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî, îí
îáëàäàåò ðÿäîì äîñòîèíñòâ. Ïðåæäå âñåãî, îí î÷åíü ïðîñòî âû÷èñëÿåòñÿ è ïîäõîäèò äëÿ
ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè.

Àëãîðèòì 1. CG ðåøàòåëü ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè.

1: k ← 1
2: r ← b− Ax0 ▷ mp_spmv_csr, mp_di� (GPU)
3: ∥r0∥ ← ∥r∥ ▷ mp_norm2 (CPU + GPU)
4: while ∥r∥ > tol · ∥r0∥ and k ⩽ Nmax do ▷ mp_norm2 (CPU + GPU)
5: ρk ← rT r ▷ mp_dot (GPU)
6: if k = 1 then
7: p← r
8: else

9: β = ρk/ρk−1 ▷ mp_div (CPU)
10: p← r + βp ▷ mp_axpy (GPU)
11: end if

12: q ← Ap ▷ mp_spmv_csr (GPU)
13: α← ρk/p

T q ▷ mp_dot, mp_div (CPU + GPU)
14: x← x+ αp ▷ mp_axpy (GPU)
15: r ← r − αq ▷ mp_axpy (GPU)
16: end while

Â êîììåíòàðèÿõ ê ïñåâäîêîäó óêàçàíû èñïîëüçóåìûå ôóíêöèè áèáëèîòåêè MPRES-
BLAS, à òàêæå ïëàòôîðìû íà êîòîðûõ îíè âûïîëíÿþòñÿ. Îïèñàíèå ôóíêöèé ïðåäñòàâ-
ëåíî â òàáëèöå 1. Ïîñêîëüêó ðÿä îïåðàöèé, òàêèõ êàê äåëåíèå è èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî
êîðíÿ, ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè äëÿ ÑÎÊ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíè ðåàëèçîâàíû â âèäå îáåðòêè
íàä ôóíêöèÿìè áèáëèîòåêè MPFR1 è âûïîëíÿþòñÿ íà CPU.

Îïåðàöèÿ ðàçðåæåííîãî ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ (SpMV) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì
âû÷èñëèòåëüíûì ÿäðîì èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Ðàññìàòðèâàåìûå ðåàëèçàöèè èñïîëüçó-
þò ÿäðî ñìåøàííîé òî÷íîñòè mp_spmv_csr, êîòîðîå óìíîæàåò ìàòðèöó äâîéíîé òî÷íîñòè
(double) íà âåêòîð ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè. Äëÿ õðàíåíèÿ ìàòðèöû èñïîëüçóåòñÿ ôîðìàò
ñæàòûõ ñòðîê (CSR), è êàæäûé ïîòîê GPU îáðàáàòûâàåò îäíó ñòðîêó, ãåíåðèðóÿ îäèí
ýëåìåíò âûõîäíîãî âåêòîðà. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî äîñòóïà ê ïðîìåæóòî÷íûì ðåçóëüòàòàì
èñïîëüçóåòñÿ ðàçäåëÿåìàÿ ïàìÿòü.

1https://www.mpfr.org/
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Àëãîðèòì 2. PCG ðåøàòåëü ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè.

1: k ← 1
2: r ← b− Ax0 ▷ mp_spmv_csr, mp_di� (GPU)
3: ∥r0∥ ← ∥r∥ ▷ mp_norm2 (CPU + GPU)
4: while ∥r∥ > tol · ∥r0∥ and k ⩽ Nmax do ▷ mp_norm2 (CPU + GPU)
5: z ←Mr ▷ mp_prod_d (GPU)
6: ρk ← rT z ▷ mp_dot (GPU)
7: if k = 1 then
8: p← z
9: else

10: β = ρk/ρk−1 ▷ mp_div (CPU)
11: p← z + βp ▷ mp_axpy (GPU)
12: end if

13: q ← Ap ▷ mp_spmv_csr (GPU)
14: α← ρk/p

T q ▷ mp_dot, mp_div (CPU + GPU)
15: x← x+ αp ▷ mp_axpy (GPU)
16: r ← r − αq ▷ mp_maxpy (GPU)
17: k ← k + 1
18: end while

Ðèñ. 2. ×èñëî èòåðàöèé ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé CG è PCG ðåøàòåëåé
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Òàáëèöà 1

Èñïîëüçóåìûå ôóíêöèè ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè èç áèáëèîòåêè MPRES-BLAS

Ôóíêöèÿ Îïèñàíèå

mp_spmv_csr Ðàçðåæåííîå
ìàòðè÷íî-
âåêòîðíîå óìíî-
æåíèå (SpMV)

Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíû â ôîðìà-
òå äâîéíîé òî÷íîñòè, âõîäíîé è âûõîäíîé âåêòîðû � â
ôîðìàòå ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè. Êàæäàÿ ñòðîêà ìàò-
ðèöû îáðàáàòûâàåòñÿ îäíèì ïîòîêîì GPU.

mp_diff Âû÷èòàíèå âåêòî-
ðîâ

Êàæäûé ïîòîê GPU âûïîëíÿåò âû÷èñëåíèå îäíîãî ýëå-
ìåíòà âåêòîðà-ðàçíîñòè. Îïåðàöèÿ ïîëíîñòüþ ïàðàë-
ëåëüíà.

mp_norm2 Åâêëèäîâà íîðìà
âåêòîðà

Ñóììà êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ âåêòîðà âû÷èñëÿåòñÿ íà
GPU â àðèôìåòèêå ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè ñ èñïîëüçî-
âàíèåì äâóõýòàïíîãî àëãîðèòìà ñóììèðîâàíèÿ. Âû÷èñ-
ëåííàÿ ñóììà äàëåå êîïèðóåòñÿ â RAM, è êâàäðàòíûé
êîðåíü âû÷èñëÿåòñÿ íà CPU ñ èñïîëüçîâàíèåì âûñîêî-
òî÷íîé áèáëèîòåêè MPFR. Ðåçóëüòàòíàÿ íîðìà ïðåîá-
ðàçóåòñÿ â ôîðìàò äâîéíîé òî÷íîñòè.

mp_prod_d Óìíîæåíèå âåêòîðà
äâîéíîé òî÷íîñòè
íà âåêòîð ìíîãî-
êðàòíîé òî÷íîñòè

Êàæäûé ïîòîê GPU âûïîëíÿåò âû÷èñëåíèå îäíîãî ýëå-
ìåíòà âåêòîðà-ïðîèçâåäåíèÿ. Îïåðàöèÿ ïîëíîñòüþ ïà-
ðàëëåëüíà.

mp_dot Ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå âåêòîðîâ

Èñïîëüçóåòñÿ äâóõýòàïíûé àëãîðèòì íà GPU. Ïåðâîå
ÿäðî âûïîëíÿåò âû÷èñëåíèÿ ñ ìíîæåñòâîì áëîêîâ ïîòî-
êîâ, ñîõðàíÿÿ ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû â ãëîáàëüíóþ
ïàìÿòü. Âòîðîå ÿäðî èñïîëüçóåò îäèí áëîê ïîòîêîâ äëÿ
ñóììèðîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ.

mp_div Äåëåíèå äâóõ ÷èñåë
ñ ïëàâàþùåé òî÷-
êîé

Îïåðàíäû êîïèðóþòñÿ â RAM, âûïîëíÿåòñÿ äåëåíèå ñ
èñïîëüçîâàíèåì âûñîêîòî÷íîé áèáëèîòåêè MPFR, ðå-
çóëüòàò êîïèðóåòñÿ îáðàòíî â ïàìÿòü GPU.

mp_axpy Ìàñøòàáèðîâàííîå
ñëîæåíèå âåêòîðîâ

Êàæäûé ïîòîê GPU âûïîëíÿåò âû÷èñëåíèå îäíîãî ýëå-
ìåíòà ðåçóëüòàòíîãî âåêòîðà ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè.
Îïåðàöèÿ ïîëíîñòüþ ïàðàëëåëüíà.

Òàáëèöà 2

Ðàññìàòðèâàåìûå ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííûõ ðåøàòåëåé

Îáîçíà÷åíèå Îïèñàíèå

CG-double Äâîéíàÿ òî÷íîñòü (double), áåç ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ (GPU)
CG-106 Òî÷íîñòü 106 áèò, áåç ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ (GPU)
CG-212 Òî÷íîñòü 212 áèò, áåç ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ (GPU)
CG-424 Òî÷íîñòü 424 áèò, áåç ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ (GPU)

PCG-diag-double Äâîéíàÿ òî÷íîñòü (double), äèàãîíàëüíîå ïðåäîáóñëàâëèâàíèå (GPU)
PCG-diag-106 Òî÷íîñòü 106 áèò, äèàãîíàëüíîå ïðåäîáóñëàâëèâàíèå (GPU)
PCG-diag-212 Òî÷íîñòü 212 áèò, äèàãîíàëüíîå ïðåäîáóñëàâëèâàíèå (GPU)
PCG-diag-424 Òî÷íîñòü 424 áèò, äèàãîíàëüíîå ïðåäîáóñëàâëèâàíèå (GPU)

PCG-ichol-double Äâîéíàÿ òî÷íîñòü (double), íåïîëíîå ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî (MATLAB pcg)
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Òàáëèöà 3

Ðàçðåæåííûå ìàòðèöû äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ

Ìàòðèöà Ñòðîê Íåíóëåâûõ Ïðèëîæåíèå

bcsstm10 1 086 22 092 Äèíàìè÷åñêèé àíàëèç â ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé
plbuckle 1 282 30 644 Ñòðóêòóðíàÿ ìåõàíèêà
bcsstk27 1 224 56 126 Äèíàìè÷åñêèé àíàëèç â ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé
aft01 8 205 125 567 Ìîäåëèðîâàíèå àêóñòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ

3. Ýêñïåðèìåíòû. Ìû îöåíèëè âëèÿíèå òî÷íîñòè íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöè-
îííûõ CG è PCG ðåøàòåëåé. Â òàáëèöå 2 ïåðå÷èñëåíû ðàññìîòðåííûå ðåàëèçàöèè.

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà ñèñòåìå, îñíàùåííîé NVIDIA RTX 2080 GPU (46 ïî-
òîêîâûõ ìóëüòèïðîöåññîðîâ, 8 Ãá ïàìÿòè GDDR6, àïïàðàòíàÿ ñîâìåñòèìîñòü 7.5), Intel
Core i5 7500 (3.40 GHz), 32 Ãá ïàìÿòè DDR4. Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå: Ubuntu 20.04.2
LTS, CUDA Toolkit 11.1 / NVIDIA Driver 455.32.00.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëèñü ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå òåñòî-
âûå ìàòðèöû èç êîëëåêöèè SuiteSparse (https://sparse.tamu.edu/). Îïèñàíèå ìàòðèö
ïðåäñòàâëåíî â òàáëèöå 3.

Ïàðàìåòðû ýêñïåðèìåíòà:
� Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå: x0 = (0,0,0, . . . ,0)T ;
� Ïðàâàÿ ÷àñòü: b = (1,1,1, . . . ,1)T ;
� Òî÷íîñòü: tol = 10−8;
� Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé: 15 000.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2. Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ðåøàòåëåé áåç

ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ íàáëþäàåòñÿ ÿðêî âûðàæåííàÿ çàâèñèìîñòü ÷èñëà èòåðàöèé îò òî÷-
íîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû bcsstm10 ðåøàòåëþ äâîéíîé òî÷íîñòè CG-double ïîòðå-
áîâàëîñü 11 210 èòåðàöèé, â òî âðåìÿ êàê ðåøàòåëþ CG-424 ïîòðåáîâàëîñü òîëüêî 1 420
èòåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè â 8 ðàç ïðèâåëî ê ïðîïîðöèîíàëüíîìó ñíè-
æåíèþ ÷èñëà èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Äëÿ
ðåøàòåëåé ñ äèàãîíàëüíûì ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì íàèáîëåå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå òî÷íî-
ñòè íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè íàáëþäàåòñÿ òàêæå â ñëó÷àå ìàòðèöû bcsstm10, à äëÿ äðóãèõ
ìàòðèö îíî âûðàæåíî â ìåíüøåé ñòåïåíè. Â öåëîì ýôåêòèâíîñòü äèàãîíàëüíîãî ïðåäîáó-
ñëàâëèâàíèÿ ñðàâíèìà ñ ýôôåêòèâíîñòüþ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ Õîëåöêîãî äëÿ âñåõ ðàñ-
ñìîòðåííûõ ïðèìåðîâ.

Äëÿ ìàòðèöû aft01 ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ (∥b − Ax∥/∥b∥), ïîëó÷åííî-
ãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîé àðèôìåòèêè äâîéíîé òî÷íîñòè (CG-double), ñîñòàâèëà
1.02 × 10−8, è òàêèì îáðàçîì îêàçàëàñü âûøå çàäàííîãî ïðåäåëà tol = 10−8. Ýòî âûçâàíî
îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ, êîòîðûå íàêàïëèâàþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè íåâÿçêè r = r − αq íà
êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà. Â ñâîþ î÷åðåäü, â ðåàëèçàöèÿõ ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè ôàê-
òè÷åñêàÿ îøèáêà ðåøåíèÿ íàõîäèòñÿ â äîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ äëÿ âñåõ òåñòîâûõ ñëó÷àåâ.
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå àðèôìåòèêè ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè íå òîëüêî óëó÷øàåò
ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, íî òàêæå ïîâûøàåò èõ íàäåæíîñòü.

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû èòåðàöèîííûå CG è PCG ðåøàòåëè ìíîãîêðàò-
íîé òî÷íîñòè äëÿ ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ âèäåîêàðò, ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòüþ áèáëèîòåêè
âûñîêîòî÷íûõ ïîäïðîãðàìì ëèíåéíîé àëãåáðû MPRES-BLAS. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ
ïîêàçûâàþò, ÷òî âëèÿíèå òî÷íîñòè àðèôåòèêè íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ìå-
òîäîâ çàâèñèò îò ðåøàåìîé çàäà÷è è ìîæåò áûòü âåñüìà ñóùåñòâåííûì. Êðîìå ýòîãî, ïðè
ïîâûøåííîé òî÷íîñòè óëó÷øàåòñÿ íàäåæíîñòü ðåøàòåëåé.
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Âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîäáîð îïòèìàëüíîãî ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ
òåñòîâûõ ìàòðèö íåïîëíîå ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî îáåñïå÷èâàåò íàèìåíüøåå ÷èñëî èòå-
ðàöèé (çà èñêëþ÷åíèåì ìàòðèöû bcsstm10). Âìåñòå ñ òåì, åãî ïîñòðîåíèå è ïðèìåíåíèå
âêëþ÷àåò ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, è ïîýòîìó ðåàëèçàöèÿ íà
ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåìàõ îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíîé. Â ýòîì îòíîøåíèè ìû ïîëàãàåì,
÷òî èñïîëüçîâàíèå àðèôìåòèêè ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè ñîâìåñòíî ñ ½ìÿãêèì“ ïàðàë-
ëåëüíûì ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì, òàêèì êàê äèàãîíàëüíûé ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü, ìîæåò
îêàçàòüñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì ïîäõîäîì äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷.
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