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The security of many information and computer systems is critically important, since their failure
can lead to large losses. Behavioral equivalences play an important role in the speci�cation and
veri�cation both to compare distinct systems and to reduce the structure of a system without
a�ecting its behavior. Various behavioral equivalences for concurrent and distributed systems have
been promoted in the literature and the relationships between them have been fairly well-studied. Two
dichotomies are usually considered when comparing the equivalences. The �rst dichotomy is the �linear
time � branching time� spectrum. Here, various possibilities of taking into account the choice points
between the alternative actions of systems are discussed.

Alternative choice points are completely ignored in the linear time semantics. As a result, the
system behavior is described by the set of all sequences of system actions. Trace equivalence is a typical
example of linear time equivalence. The standard example of branching time equivalence is bisimulation
assuming that systems should behave in the same way, mutually simulating each other. Bisimulation
carefully takes into account the branching structure of the systems behaviors. The second dichotomy
is the so-called �interleaving � partial� order spectrum. Here, it determines how to take into account
partial order representing causal dependences between system actions. The essence of the interleaving
approach is to represent the concurrency relation as a nondeterministic choice between the executions
of linearly ordered actions, rather than directly. The advantage of the interleaving interpretation of
concurrency is its simplicity, mathematical elegance, and allowing for the analysis of some safety and
liveness properties of systems. However the di�erence between concurrency and nondeterminism is lost.
A way to overcome the limitations of the interleaving approach is to model concurrency as a lack of
causality dependence between system actions, which is presented, as a rule, by a partial order.

In the step semantics located between the boundaries of the spectrum, concurrency is presented as
a step � a set of concurrent actions.

Petri nets (PN) is one of the generally accepted models for analysis of concurrent and distributed
systems. The PN consists of two di�erent sets of elements � places and transitions and a labeling
function mapping each transition to an action. A state of the PN is called a marking � a subset of
places that receive tokens when the net functions. A transition is enabled at a marking if the input
places of the transition contain tokens. The �ring of a transition enabled at a marking results in the
new marking in which tokens are consumed from the input places and tokens are produced to the
output places of the transition.

In veri�cation systems, there is an obvious need for considering time. Di�erent timed extensions of
Petri nets have been proposed. Time Petri Nets (TPNs) are now a well-established model to describe
and study safety-critical systems that require veri�cation of real time (quantitative) characteristics, in
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addition to functional (qualitative) properties. In the TPN, each transition is associated with a time
interval. With that, each transition is assumed to have its own local clock. A state of the TPN contains
a current marking and readings of the local clocks of enabled transitions. A transition can �re from a
state only if the transition is enabled at the corresponding marking and its clock reaches a moment
in time that is within the interval associated. So, the �ring of an enabled transition can be suspended
for a certain time. Along with that, the �ring itself takes no time. State changes are divided in two
types: either time elapses, i.e. the clocks of enabled transitions go forward, or a transition �res, i.e. a
current marking is changed to a new one and the clocks of the transitions that become enabled at the
new marking (newly enabled transitions) are reset to zero.

There are two policies of time elapsing in TPNs, which de�ne strong and weak semantics. In the
former semantics, time elapsing cannot exceed the upper bounds of enabled transitions and, therefore,
an enabled transition must �re no later than the upper bound of its time interval is reached. On the
contrary, any time elapsing is allowed in the latter semantics and, therefore, enabled transitions are
not forced to �re. It is known that the two semantics are incomparable w.r.t. timed weak bisimulation.

Memory policies in TPNs determine when the local clocks of enabled transitions are reset.
Intermediate and atomic memory policies are put forward in the literature. The former treats
intermediary marking, i.e. the marking after consumption of tokens from the input places and before
production of tokens to the output places of a transition t that �res. A transition t′ is regarded as newly
enabled and its clock is reset to zero after the �ring of t whenever t′ is disabled at the intermediary
marking and becomes enabled at the new marking, i.e. after production of tokens to the output places
of t. Instead, the latter policy considers a �ring as one-step. The clock of t′ is reset to zero only if it
is disabled at the marking before t �res and becomes enabled at the new marking after t �res. It is
known that the marking reachability/coverability and boundedness problems are undecidable for time
Petri nets with strong semantics and any memory policy, whereas the problems are decidable in the
case of TPNs with weak intermediate semantics but not with weak atomic semantics.

The aim of this paper is to de�ne trace and bisimulation equivalences in the dichotomy of
�interleaving � partial order� in terms of time Petri nets with weak time and intermediate memory
policies.

Key words: time Petri nets, weak time semantics, intermediate memory policy, behavioral
equivalences, interleaving semantics, step semantics, partial order semantics, time processes, trace and
bisimulation equivalences.
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Íåïðåðûâíî-âðåìåííûå ñåòè Ïåòðè (ÍÂÑÏ) � ðàñøèðåíèå ñåòåé Ïåòðè, ãäå êàæäûé ïåðå-
õîä èìååò ëîêàëüíûå ÷àñû è âðåìåííîé èíòåðâàë. Äàííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü êàê
ôóíêöèîíàëüíûå (êà÷åñòâåííûå), òàê è ðåàëüíî-âðåìåííûå (êîëè÷åñòâåííûå) õàðàêòåðèñòèêè
ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÍÂÑÏ ñî ñëàáîé âðåìåííîé ñòðàòåãèåé (õîä
ìîäåëüíîãî âðåìåíè íå ôîðñèðóåò ñðàáàòûâàíèÿ ñåòåâûõ ïåðåõîäîâ) è ñ ïðîìåæóòî÷íîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ñòðàòåãèåé (ïðè ñìåíå ñîñòîÿíèé ñåòè ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà ïîðîæäàåò ¾ïðî-
ìåæóòî÷íóþ¿ ðàçìåòêó). Â òåðìèíàõ äàííîé ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ è èññëåäóþòñÿ ÿçûêîâûå
è áèñèìóëÿöèîííûå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðè ÿçûêîâîì ïîäõîäå ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âàðèàíòîâ åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (ïðîöåññîâ). Ïðè áèñèìóëÿöèîí-
íîì ïîäõîäå ó÷èòûâàþòñÿ òî÷êè âûáîðà àëüòåðíàòèâíûõ äåéñòâèé ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû. Ýê-
âèâàëåíòíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñåìàíòèêàõ èíòåðëèâèíãà (ïðîöåññ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äåéñòâèé), øàãà (ïðîöåññ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ ïàðàëëåëüíûõ äåéñòâèé), ÷àñòè÷-
íîãî ïîðÿäêà (ïðîöåññ � ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî äåéñòâèé) è â ïðîöåññíî-ñåòåâîé
ñåìàíòèêå (ïðîöåññ � àöèêëè÷åñêàÿ áåñêîíôëèêòíàÿ ñåòü). Àíàëèçèðóþòñÿ âçàèìîñâÿçè ìåæ-
äó äàííûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè, ïðèâîäèòñÿ èõ èåðàðõèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåïðåðûâíî-âðåìåííûå ñåòè Ïåòðè, ñëàáàÿ âðåìåííàÿ ñòðàòåãèÿ, ïðîìå-
æóòî÷íàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðàòåãèÿ, ïîâåäåí÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñåìàíòèêà èíòåðëè-
âèíãà, øàãà, ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, ïðîöåññíî-ñåòåâàÿ ñåìàíòèêà, ÿçûêîâàÿ è áèñèìóëÿöèîííàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ââåäåíèå. Áåçîïàñíîñòü ìíîãèõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêè âàæ-
íîé, ïîñêîëüêó èõ ñáîè ìîãóò ïðèâåñòè ê áîëüøèì è ïîðîé íåïîïðàâèìûì ïîñëåäñòâèÿì.
Âàæíóþ ðîëü ïðè âåðèôèêàöèè è ñïåöèôèêàöèè ñèñòåì èãðàþò ïîâåäåí÷åñêèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñðàâíèâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåì îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ àñïåê-
òîâ èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò ñëóæèòü äëÿ ïîñëåäóþùåãî óïðîùåíèÿ
èõ ñòðóêòóðû. Â ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåíî áîëüøîå ÷èñëî ïîâåäåí÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíî-
ñòåé äëÿ ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, èçó÷åíû âçàèìîñâÿçè
ìåæäó íèìè [1]. Ïðè èõ ñðàâíåíèè ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü äâå äèõîòîìèè. Ïåðâàÿ äèõîòî-
ìèÿ � ýòî ¾ëèíåéíîå � âåòâÿùååñÿ âðåìÿ¿. Êðèòåðèåì äàííîé äèõîòîìèè ÿâëÿåòñÿ ñòå-
ïåíü, ñ êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ òî÷êè íåäåòåðìèíèðîâàííîãî âûáîðà àëüòåðíàòèâíûõ äåé-
ñòâèé ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû. Â ñåìàíòèêå ¾ëèíåéíîãî âðåìåíè¿ òî÷êè àëüòåðíàòèâíîãî
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âûáîðà ïîëíîñòüþ èãíîðèðóþòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîâåäåíèå ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû
îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì ¾ëèíåéíûõ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âûïîëíåíèé ñèñòåìû. Òèïè÷íûì
ïðèìåðîì ëèíåéíîé âðåìåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÿçûêîâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Â
ñåìàíòèêå ¾âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè¿ òî÷êè âûáîðà (âåòâëåíèÿ) òùàòåëüíî îòñëåæèâàþòñÿ
è ôèêñèðóþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåäåíèå ñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, îïèñûâàåòñÿ ãðàôîâûìè
ìîäåëÿìè. Ïðèìåðîì ýêâèâàëåíòíîñòè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèîííàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü. Êðèòåðèåì âòîðîé äèõîòîìèè (¾èíòåðëèâèíã � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¿)
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü, ñ êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ìåæäó äåéñòâèÿìè ìîäåëè-
ðóåìîé ñèñòåìû. Ïðè èíòåðëèâèíãîâîì ïîäõîäå ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì ïîëíîñòüþ ïðåíå-
áðåãàþò. Ïàðàëëåëüíîå âûïîëíåíèå äåéñòâèé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê íåäåòåðìèíèðîâàííîìó
âûáîðó ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè âûïîëíåíèÿìè èõ àòîìàðíûõ ïîääåéñòâèé. Ìîäåëè,
îñíîâàííûå íà ÷àñòè÷íîì ïîðÿäêå, ïîçâîëÿþò ÿâíûì îáðàçîì çàäàâàòü ïðè÷èííóþ çàâè-
ñèìîñòü è ïàðàëëåëèçì ìåæäó äåéñòâèÿìè ñèñòåìû. Ìåæäó ãðàíèöàìè äàííîãî ñïåêòðà
íàõîäèòñÿ øàãîâàÿ ñåìàíòèêà, â êîòîðîé ïàðàëëåëèçì ñèñòåìû ìîäåëèðóåòñÿ âûïîëíåíè-
åì øàãà � ìíîæåñòâà ïàðàëëåëüíûõ äåéñòâèé.

Ñåòü Ïåòðè � ìîäåëü, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ îïèñàíèÿ è àíàëèçà ïàðàëëåëüíûõ è ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñèñòåì. Ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå äâóäîëüíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà äàí-
íàÿ ìîäåëü íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò äåéñòâèÿ ñèñòåìû (ïîìå÷åííûå ïåðåõîäû ñåòè), èõ
óñëîâèÿ (ìåñòà ñåòè) è îòíîøåíèÿ ìåäó íèìè. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íàëè-
÷èåì ôèøêè â ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå ñåòè. Ðàçìåùåíèå ôèøåê ïî ìåñòàì íàçûâàåòñÿ
ðàçìåòêîé, êîòîðàÿ çàäàåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Åñëè â êàæäîì âõîäíîì ìåñòå ïåðåõîäà
åñòü ôèøêà, òî ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøåííûì, ò. å. âñå óñëîâèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
äåéñòâèÿ âûïîëíåíû. Ñìåíà ñîñòîÿíèÿ â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî äåéñòâèÿ ïðîèñõîäèò ïðè
ñðàáàòûâàíèè ðàçðåøåííîãî ïåðåõîäà, êîãäà óäàëÿþòñÿ ôèøêè èç åãî âõîäíûõ ìåñò è
äîáàâëÿþòñÿ íîâûå ôèøêè â åãî âûõîäíûå ìåñòà.

×àñòî ïðè âåðèôèêàöèè, êðîìå êà÷åñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü è
ðåàëüíî-âðåìåííûå, ò. å. êîëè÷åñòâåííûå, ïàðàìåòðû ñèñòåìû. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî âîçíèê-
ëî áîëüøîå ÷èñëî âðåìåííûõ ðàñøèðåíèé äëÿ ðàíåå èçó÷åííûõ ìîäåëåé, îäíèì èç êîòî-
ðûõ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî-âðåìåííàÿ ñåòü Ïåòðè (ÍÂÑÏ). Êàæäîìó ïåðåõîäó áàçîâîé
(¾áåçâðåìåííîé¿) ñåòè Ïåòðè â äàííîé ìîäåëè ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ëîêàëüíûå ÷àñû
è âðåìåííîé èíòåðâàë, â ãðàíèöàõ âðåìåíè êîòîðîãî ïåðåõîä ìîæåò ñðàáîòàòü. Ñîñòîÿ-
íèå ÍÂÑÏ îïèñûâàåòñÿ ðàçìåòêîé è âåêòîðîì ïîêàçàíèé ëîêàëüíûõ ÷àñîâ ðàçðåøåííûõ
ïåðåõîäîâ. Ðàçðåøåííûé ïåðåõîä ìîæåò ñðàáîòàòü â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè, åñëè çíà÷åíèå
åãî ëîêàëüíûõ ÷àñîâ ïðèíàäëåæèò åãî âðåìåííîìó èíòåðâàëó. Ïîñêîëüêó ñàìî ñðàáàòû-
âàíèå ïåðåõîäà íå çàíèìàåò âðåìåíè, òî ðàçäåëÿþò äâà ñïîñîáà èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ: õîä
âðåìåíè è äåéñòâèå â ðåçóëüòàòå ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà.

Â ðåçóëüòàòå õîäà âðåìåíè ñèíõðîííî óâåëè÷èâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ÷àñîâ ðàç-
ðåøåííûõ ïåðåõîäîâ. Â çàâèñèìîñòè îò ñðî÷íîñòè ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäîâ â ÍÂÑÏ ðàñ-
ñìàòðèâàþò ñèëüíóþ è ñëàáóþ âðåìåííûå ñòðàòåãèè. Ñèëüíàÿ ñòðàòåãèÿ îãðàíè÷èâàåò
õîä âðåìåíè â ñîñòîÿíèè, ãäå îíî ìîæåò ñïðîâîöèðîâàòü âûõîä çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ÷à-
ñîâ ðàçðåøåííîãî ïåðåõîäà çà ïðåäåëû âåðõíåé ãðàíèöû åãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà. Òàêîé
ïåðåõîä îáÿçàí ñðàáîòàòü â ñðî÷íîì ïîðÿäêå ëèáî ñòàòü ¾çàáëîêèðîâàííûì¿ â ðåçóëüòàòå
ñðàáàòûâàíèÿ äðóãîãî ïåðåõîäà. Íàïðîòèâ, â ÍÂÑÏ ñî ñëàáîé âðåìåííîé ñòðàòåãèåé õîä
âðåìåíè íå îãðàíè÷èâàåòñÿ, ò. å. âðåìÿ íå çàñòàâëÿåò ñðàáàòûâàòü ïåðåõîäû. Èçâåñòíî, ÷òî
äâå ñåìàíòèêè ÿâëÿþòñÿ íåñðàâíèìûìè ïî âûðàçèòåëüíîñòè [2].
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Ïðè ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäà ïðîèñõîäèò ñìåíà ðàçìåòêè è ñáðîñ ëîêàëüíûõ ÷àñîâ íåêî-
òîðûõ ïåðåõîäîâ. Õàðàêòåð äàííûõ ñáðîñîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè ñòðàòåãè-
ÿìè ÍÂÑÏ. Â ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåíû òðè ïðîñòðàíñòâåííûå ñòðàòåãèè: ïðîìåæóòî÷-
íàÿ, àòîìàðíàÿ è óñòîé÷èâî àòîìàðíàÿ. Ïðîìåæóòî÷íàÿ, êàê ñëåäóåò èç íàçâàíèÿ, ðàñ-
ñìàòðèâàåò ïðîìåæóòî÷íóþ ðàçìåòêó ïðè ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäà â ìîìåíò, êîãäà ôèøêè
áûëè óäàëåíû èç âõîäíûõ ìåñò, íî åùå íå áûëè äîáàâëåíû â âûõîäíûå ìåñòà. ×àñû ðàçðå-
øåííîãî â íîâîé ðàçìåòêå ïåðåõîäà, êîòîðûé íå ÿâëÿëñÿ ðàçðåøåííûì â ïðîìåæóòî÷íîé
ðàçìåòêå, ñáðàñûâàþòñÿ, ò. å. ïðèíèìàþò íóëåâîå çíà÷åíèå. Íàïðîòèâ, ïðè èñïîëüçîâàíèè
àòîìàðíîé èëè óñòîé÷èâî àòîìàðíîé ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðàòåãèé ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåäåëèìîå (àòîìàðíîå) äåéñòâèå. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñû ðàçðåøåí-
íîãî ïåðåõîäà â íîâîé ðàçìåòêå áóäóò ñáðîøåíû, òîëüêî åñëè îí íå ÿâëÿëñÿ ðàçðåøåí-
íûì â ñòàðîé ðàçìåòêå. ×àñû ïåðåõîäà, êîòîðûé ñðàáàòûâàåò è îñòàåòñÿ ðàçðåøåííûì â
íîâîé ðàçìåòêå, âñåãäà ñáðàñûâàþòñÿ â ïðîìåæóòî÷íîé è àòîìàðíîé ñòðàòåãèÿõ, íî ýòî
ïðàâèëî íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà óñòîé÷èâî àòîìàðíóþ ñòðàòåãèþ. Äëÿ ñèëüíûõ ÍÂÑÏ
ïðîñòðàíñòâåííûå ñòðàòåãèè áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå [3], à äëÿ ñëàáûõ â ðàáîòå [4]. Â
äàííûõ ðàáîòàõ ïîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìû äîñòèæèìîñòè è îãðàíè÷åííîñòè íåðàçðåøèìû
äëÿ ÍÂÑÏ ñ ñèëüíîé âðåìåííîé è ëþáîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðàòåãèÿìè, òîãäà êàê ýòè
ïðîáëåìû ðàçðåøèìû â ñëó÷àå ÍÂÑÏ ñî ñëàáîé âðåìåííîé è ïðîìåæóòî÷íîé ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ñòðàòåãèÿìè.

Îäíîé èç çàäà÷ â îáëàñòè âðåìåííûõ ìîäåëåé ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì
îñòàåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîëíîãî íàáîðà ïîâåäåí÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé â äèõîòîìèÿõ ¾ëè-
íåéíîå � âåòâÿùååñÿ âðåìÿ¿ è ¾èíòåðëèâèíã � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¿, à òàêæå àíàëèç èõ
âçàèìîñâÿçåé. Â ðàáîòå [5] èçó÷åíà èåðàðõèÿ ïîâåäåí÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ ÍÂÑÏ
ñ ñèëüíîé ñåìàíòèêîé è ïðîìåæóòî÷íîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðàòåãèåé. Ðàáîòà [6] îïðåäå-
ëÿåò äëÿ ÍÂÑÏ ñî ñëàáîé âðåìåííîé è óñòîé÷èâî àòîìàðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðàòåãè-
ÿìè ðàçëè÷íûå ñåìàíòè÷åñêèå ìîäåëè â äèõîòîìèè ¾èíòåðëèâèíã � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¿.
Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåííîé ïðîöåññ êàê èñòèííî ïàðàëëåëüíàÿ ñåìàíòèêà, îñ-
íîâàííàÿ íà àöèêëè÷åñêèõ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñåòÿõ. Ãëàâíîé öåëüþ äàííîé ñòàòüè
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ÿçûêîâûõ è áèñèìóëÿöèîííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé â äèõîòîìèè ¾èí-
òåðëèâèíã � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¿ â òåðìèíàõ ÍÂÑÏ ñî ñëàáîé âðåìåííîé è ïðîìåæóòî-
÷íîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðàòåãèÿìè.

Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ. Â ðàçäåëå 1 ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå ÍÂÑÏ è
îïèñàíî åå ïîâåäåíèå. Îïðåäåëåíû øàãîâûå è èíòåðëèâèíãîâûå ñåìàíòèêè ÍÂÑÏ. Ðàç-
äåë 2 ñòàòüè ïîñâÿùåí ïðîöåññíîé ñåìàíòèêå ÍÂÑÏ, ïðåäñòàâëåííîé âðåìåííûìè ïðîöåñ-
ñàìè. Äàííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ïðè÷èííóþ çàâèñèìîñòü è ïàðàëëåëèçì ìåæäó äåéñòâèÿ-
ìè ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû è ñîñòîèò èç ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñåòè, âðåìåííîé ôóíêöèè,
à òàêæå ãîìîìîðôèçìà â ÍÂÑÏ. Â ðàçäåëå 3 îïðåäåëÿþòñÿ ÿçûêîâûå è áèñèìóëÿöèîííûå
ýêâèâàëåíòíîñòè â äèõîòîìèè ¾èíòåðëèâèíã � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¿, ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç
èõ èåðàðõèè. Ðàçäåë 4 çàâåðøàåò ñòàòüþ, ïðèâîäÿ ðåçóëüòàòû è ïëàíû ïî äàëüíåéøåé
ðàáîòå.

1. Íåïðåðûâíî-âðåìåííûå ñåòè Ïåòðè. Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëå-
íèÿ ñòðóêòóðû è ïîâåäåíèÿ ñåòåé Ïåòðè è èõ âðåìåííîãî ðàñøèðåíèÿ � íåïðåðûâíî-
âðåìåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Îïðåäåëåíèå 1.

� (Ïîìå÷åííàÿ íàä Act) ñåòü Ïåòðè (ÑÏ) � ýòî íàáîð N = (P, T, F, M0, L), ãäå P �
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìåñò è T � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ, òàêèå, ÷òî P ∩ T = ∅ è
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P ∪ T ̸= ∅; F ⊆ (P×T )∪(T×P ) � îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè; ∅ ̸= M0 ⊆ P � íà÷àëüíàÿ
ðàçìåòêà; L : T → Act � ïîìå÷àþùàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ýëåìåíòà x ∈ P ∪ T îïðåäåëèì
ìíîæåñòâî •x = {y | (y,x) ∈ F} âõîäíûõ è ìíîæåñòâî x• = {y | (x,y) ∈ F} âûõîäíûõ
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå äëÿ ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ X ⊆ P ∪ T îáîáùàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
äî ìíîæåñòâ •X =

⋃
x∈X

•x è X• =
⋃

x∈X x•.
� Ðàçìåòêà M ÑÏ N � ýòî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P . Ïåðåõîä t ∈ T ðàç-

ðåøåí â ðàçìåòêå M , åñëè •t ⊆ M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç En(M) ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåõî-
äîâ, ðàçðåøåííûõ â ðàçìåòêå M . Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊆ T íàçûâàåòñÿ øàãîì, åñëè
(•t ∪ t•) ∩ (•t′ ∪ t′•) = ∅ äëÿ âñåõ t ̸= t′ èç U . Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(U) =

∑
t∈U L(t) ìóëüòè-

ìíîæåñòâî äåéñòâèé øàãà U . Øàã U ðàçðåøåí â ðàçìåòêå M , åñëè U ⊆ En(M). Ñðàáà-
òûâàíèå øàãà, ðàçðåøåííîãî â ðàçìåòêå M , ïðèâîäèò ê íîâîé ðàçìåòêå M ′ (îáîçíà÷àåòñÿ

M
U−→ M ′), ãäå M ′ = (M\•U) ∪ U•. Ðàçìåòêà M ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé â N , åñëè ñóùå-

ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ U1 . . . Un, òàêàÿ, ÷òî M0
U1−→ M1 . . .Mn−1

Un−→ Mn = M
(n ≥ 0). ÑÏ N íàçûâàåòñÿ áåñêîíòàêòíîé, åñëè äëÿ ëþáîé äîñòèæèìîé ðàçìåòêè M è
ëþáîãî øàãà U , ðàçðåøåííîãî â M , âåðíî, ÷òî (M\•U) ∩ U• = ∅.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ áåçîïàñíûå ñåòè Ïåòðè, ò. å. ïðè ôóíêöèîíèðîâàíèè ñåòè
êàæäîå åå ìåñòî èìååò íå áîëåå îäíîé ôèøêè. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò îïðåäåëåííîãî ðà-
íåå ñâîéñòâà áåñêîíòàêòíîñòè è ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ðàçìåòîê ìíîæåñòâà
âìåñòî ìóëüòèìíîæåñòâ.

Ïóñòü Q≥0 � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è Interv = {[a,b],[a,b) |
a ∈ Q≥0, b ∈ (Q≥0 ∪ {∞}), a ≤ b}. Íåïðåðûâíî-âðåìåííàÿ ñåòü Ïåòðè ïîëó÷àåòñÿ â ðå-
çóëüòàòå ñîïîñòàâëåíèÿ êàæäîìó ïåðåõîäó áàçîâîé (áåçâðåìåííîé) ñåòè Ïåòðè âðåìåííîãî
èíòåðâàëà èç Interv.

Îïðåäåëåíèå 2.
� (Ïîìå÷åííàÿ íàä Act) íåïðåðûâíî-âðåìåííàÿ ñåòü Ïåòðè (ÍÂÑÏ) � ýòî ïàðà T N =

(N , D), ãäå N = (P, T, F, M0, L) � áàçîâàÿ (ïîìå÷åííàÿ íàä Act) ñåòü Ïåòðè è D :
T → Interv � ñòàòè÷åñêàÿ âðåìåííàÿ ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ïåðåõîäó èç
T âðåìåííîé èíòåðâàë èç Interv.

� Ñîñòîÿíèå ÍÂÑÏ T N � ýòî ïàðà S = (M,I), ãäå M � ðàçìåòêà è I : En(M) → R≥0

� äèíàìè÷åñêàÿ âðåìåííàÿ ôóíêöèÿ. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå T N � ýòî ïàðà S0 = (M0,I0),
ãäå M0 � íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà è I0(t) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ En(M0).

Äëÿ ÍÂÑÏ âîçìîæíû äâà ñïîñîáà èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ: õîä âðåìåíè è ìóëüòèìíî-
æåñòâî äåéñòâèé â ðåçóëüòàòå ñðàáàòûâàíèÿ øàãà.

� Õîä âðåìåíè τ ∈ R≥0 â ñîñòîÿíèè S = (M,I) ïðèâîäèò ê íîâîìó ñîñòîÿíèþ S ′ =

(M ′, I ′) (îáîçíà÷àåòñÿ S
τ−→ S ′), ãäå M ′ = M è I ′(t) = I(t) + τ äëÿ âñåõ t ∈ En(M ′).

� Øàã U , ðàçðåøåííûé â ðàçìåòêå M , ìîæåò ñðàáîòàòü â ñîñòîÿíèè S = (M,I),
åñëè I(t) ∈ D(t) äëÿ âñåõ t ∈ U . Â ýòîì ñëó÷àå ñðàáàòûâàíèå øàãà U ïðèâîäèò ê íîâîìó

ñîñòîÿíèþ S ′ = (M ′, I ′) (îáîçíà÷àåòñÿ S
U−→ S ′ èëè S

L(U)−→ S ′), òàêîìó, ÷òî:
� M ′ = (M\•U) ∪ U•;

� ∀t ∈ En(M ′) : I ′(t) =

{
0, åñëè ↑enabled(t,M,U),
I(t), èíà÷å;

ãäå ïðåäèêàò ↑ enabled(t,M,U) = (t /∈ En(M\•U) ∨ t ∈ U) ∧ t ∈ En((M\•U) ∪ U•)1.
óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü ñáðîñà ÷àñîâ ïåðåõîäà t, êîòîðûé èëè ñðàáîòàë, èëè íå áûë

1Â ñëó÷àå àòîìàðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðàòåãèè îïðåäåëÿåòñÿ òàê: ↑ enabled(t,M,U) = (t /∈ En(M)∨
t ∈ U)∧ t ∈ En(M ′), à â ñëó÷àå óñòîé÷èâî àòîìàðíîé � òàê: ↑ enabled(t,M,U) = t /∈ En(M)∧ t ∈ En(M ′).
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p2

p1

p4

p3

b,t2[0,2]

a,t3[1,3]

b,t1[0,2]

a,t4[0,1]

Ðèñ. 1. ÍÂÑÏ T̃ N

ðàçðåøåííûì â ïðîìåæóòî÷íîé ðàçìåòêå M\•U è ñòàë ðàçðåøåííûì â ðàçìåòêå M ′ ïîñëå
ñðàáàòûâàíèÿ øàãà U .

Áóäåì ïèñàòü S
σ−→ S ′, åñëè σ = θ0 U1 θ1 . . . Un θn, S = S0 θ0−→ S̃0 U1−→ S1 θ1−→

S̃1 . . . S̃n−1 Un−→ Sn θn−→ S̃n = S ′ (n ≥ 0), θi ∈ R≥0 (0 ≤ i ≤ n) è Uj ∈ 2T (1 ≤ j ≤ n).
Â ýòîì ñëó÷àå σ � (øàãîâûé) ïðîáåã T N èç ñîñòîÿíèÿ S (â ñîñòîÿíèå S ′). Áóäåì
íàçûâàòü σ èíòåðëèâèíãîâûì ïðîáåãîì, åñëè | Uj |= 1 äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ n. Ïóñòü
RUN s(i)(T N , S) � ìíîæåñòâî âñåõ øàãîâûõ (èíòåðëèâèíãîâûõ) ïðîáåãîâ èç S â T N è
RUN s(i)(T N ) = RUN s(i)(T N , S0). Ñîñòîÿíèå S ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìûì â T N (îáîçíà÷à-
åòñÿ S ∈ RS(T N )), åñëè îíî ïðèñóòñòâóåò â íåêîòîðîì ïðîáåãå èç RUN s(i)(T N ).

ÍÂÑÏ T N íàçûâàåòñÿ áåñêîíòàêòíîé, åñëè áàçîâàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ áåñêîíòàêòíîé.
Êðîìå òîãî, ÍÂÑÏ ÿâëÿåòñÿ T -çàêðûòîé, åñëè •t ̸= ∅ è t• ̸= ∅ äëÿ âñåõ ïåðåõîäîâ ñåòè.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî áåñêîíòàêòíûå è T -çàêðûòûå ÍÂÑÏ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ T̃ N , ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 1. Íà ãðàôèêå ìåñòà ñåòè
èçîáðàæåíû îêðóæíîñòÿìè, ïåðåõîäû èçîáðàæåíû áàðüåðàìè, îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè
ïðåäñòàâëåíî íàïðàâëåííûìè äóãàìè. Ðÿäîì ñ ýëåìåíòàìè ñåòè óêàçàíû èõ èìåíà. Êàæ-
äîìó ïåðåõîäó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âðåìåííîé èíòåðâàë èç Interv è äåéñòâèå èç Act.
Íà÷àëüíîé ðàçìåòêå ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ìåñò ñ ôèøêàìè (æèðíûìè òî÷êàìè). Ïî-
êàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ = 2 {t1,t2} 2 {t3} 1 {t4} 5 ÿâëÿåòñÿ øàãîâûì ïðîáåãîì

ÍÂÑÏ T̃ N , ò. å. σ ∈ RUN s(T̃ N ).
� Èçíà÷àëüíî ñåòü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè S0 = (M0, I0), ãäå M0 = {p1, p2} � íà÷àëüíàÿ

ðàçìåòêà, En(M0) = {t1, t2, t4} � ìíîæåñòâî ðàçðåøåííûõ ïåðåõîäîâ â äàííîé ðàçìåòêå è
I(t) = 0 äëÿ êàæäîãî ïåðåõîäà t èç En(M0). Õîä âðåìåíè ðàçìåðîì 2 ñìåíèò ñîñòîÿíèå

S0 íà S̃0 (S0
2−→ S̃0), â êîòîðîì ñîõðàíèòñÿ ðàçìåòêà, à ÷àñû ïåðåõîäîâ óâåëè÷àòñÿ íà äâå

åäèíèöû, ò. å. S̃0 = (M̃0, Ĩ0) = (M0, Ĩ0), ãäå Ĩ0(t) = 2 äëÿ êàæäîãî t ∈ En(M̃0) = {t1, t2, t4}.
Çàìåòèì, ÷òî òàêîé õîä âðåìåíè áûë áû íåâîçìîæåí â ñëó÷àå ñèëüíîé ñåìàíòèêè, ïî-
ñêîëüêó çíà÷åíèå âðåìåíè íà ÷àñàõ ïåðåõîäà t4 (Ĩ0(t4) = 2) ïðåâûñèëî âåðõíþþ ãðàíèöó
åãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà (D(t4) = [0,1]).

� Ïîñêîëüêó {t1, t2} ⊆ En(M̃0) � øàã, ðàçðåøåííûé â ðàçìåòêå M̃0, Ĩ0(t1) ∈ D(t1) è

Ĩ0(t2) ∈ D(t2), òî {t1, t2} ìîæåò ñðàáîòàòü â ñîñòîÿíèè S̃0. Ñðàáàòûâàíèå øàãà {t1, t2} èç

S̃0 ïðèâåäåò ê íîâîìó ñîñòîÿíèþ S1 = (M1, I1) (S̃0
{t1,t2}−→ S1), ãäå M1 = (M̃0\•{t1, t2}) ∪

{t1, t2}• = {p3, p4}, En(M1) = {t3} è I1(t3) = 0, ïîñêîëüêó ïåðåõîä t3 íå ÿâëÿëñÿ ðàçðå-

øåííûì â ðàçìåòêå M̃0\•{t1, t2}. Õîä âðåìåíè 2 èç ñîñòîÿíèÿ S1 ïðèâåäåò ê ñîñòîÿíèþ

S̃1 = (M̃1, Ĩ1) = (M1, Ĩ1) ñ Ĩ1(t3) = I1(t3) + 2 = 2.



8 Òåîðåòè÷åñêàÿ è ñèñòåìíàÿ èíôîðìàòèêà

� Ðàçðåøåííûé øàã {t3} ⊆ En(M̃1) = {t3} ãîòîâ ñðàáîòàòü èç S̃1, ïîñêîëüêó Ĩ1(t3) =

2 ∈ D(t3) = [1,3]. Ñëåäîâàòåëüíî, S̃1
{t3}−→ S2 = (M2, I2), ãäå M2 = (M̃1\•{t3}) ∪ {t3}• =

{p1, p2}, En(M2) = {t1, t2, t4} è I2(t) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ En(M2), ò. ê. âñå òðè ïåðåõîäà èç

En(M2) íå áûëè ðàçðåøåííûìè â ïðîìåæóòî÷íîé ðàçìåòêå. Äàëåå, S2
1−→ S̃2 óâåëè÷èò

çíà÷åíèÿ äàííûõ ïåðåõîäîâ íà åäèíèöó, ò. å. S̃2 = (M̃2, Ĩ2) = (M2, Ĩ2), ãäå Ĩ2(t) = 1 äëÿ

êàæäîãî t ∈ En(M̃2) = {t1, t2, t4}.
� Øàã {t4} ãîòîâ ñðàáîòàòü èç S̃2, òàê êàê {t4} ⊆ En(M̃2) è Ĩ2(t4) ∈ D(t4). Ïîñëå

ñðàáàòûâàíèÿ ðàçìåòêà íå èçìåíèòñÿ (M3 = M̃2). Êðîìå òîãî, ÷àñû ïåðåõîäîâ t4 è t2
áóäóò ñáðîøåíû, ïîñêîëüêó îíè íå áûëè ðàçðåøåííûìè â ïðîìåæóòî÷íîé ðàçìåòêå {p1}.
Çíà÷èò, I3(t1) = 1 è I3(t2) = I3(t4) = 0. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå àòîìàðíîé ñòðàòåãèè áûëè áû
ñáðîøåíû òîëüêî ÷àñû ïåðåõîäà t4, êàê ïåðåõîäà, êîòîðûé ñðàáîòàë, à â ñëó÷àå óñòîé÷èâî

àòîìàðíîé ñòðàòåãèè ñáðîñîâ áû íå áûëî. Íàêîíåö, S3 = (M3, I3)
5−→ S̃3, ãäå S̃3 = (M3, Ĩ3),

Ĩ3(t1) = 6 è Ĩ3(t2) = Ĩ3(t4) = 5.

Ïîëó÷èëè S0
2−→ S̃0

{t1,t2}−→ S1
2−→ S̃1

{t3}−→ S2
1−→ S̃2

{t4}−→ S3
5−→ S̃3, ò. å. σ =

2 {t1,t2} 2 {t3} 1 {t4} 5 ∈ RUN s(T̃ N ).
2. Âðåìåííûå ïðîöåññû. Â äàííîì ðàçäåëå îïðåäåëÿþòñÿ âðåìåííûå ïðîöåññû êàê

èñòèííî-ïàðàëëåëüíàÿ ñåìàíòèêà ÍÂÑÏ. Â îñíîâå äàííîé ìîäåëè ëåæàò àöèêëè÷åñêèå
ñåòè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ïðè÷èííóþ çàâèñèìîñòü è ïàðàëëåëèçì ìåæäó
äåéñòâèÿìè ñèñòåìû, âðåìåííàÿ ôóíêöèÿ è ãîìîìîðôèçì â ÍÂÑÏ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
ñîîòâåòñòâóþùóþ áåçâðåìåííóþ ñåìàíòè÷åñêóþ ìîäåëü ñåòåé Ïåòðè.

Îïðåäåëåíèå 3.

(Ïîìå÷åííàÿ íàä Act) ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ ñåòü (ÏÑÑ) � ýòî êîíå÷íàÿ àöèêëè÷íàÿ
ñåòü N = (B, E, G, l), ãäå B � ìíîæåñòâî óñëîâèé; E � ìíîæåñòâî ñîáûòèé; G ⊆
(B × E) ∪ (E × B) � îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè, òàêîå, ÷òî | b• |≤ 1 è | •b |≤ 1 äëÿ âñåõ
b ∈ B è E = •B = B•; l : E → Act � ïîìå÷àþùàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ ÏÑÑ N = (B,E,G, l) ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ:
� •N = {b ∈ B | •b = ∅}, N• = {b ∈ B | b• = ∅} (ìíîæåñòâî âõîäíûõ è âûõîäíûõ

óñëîâèé ñåòè);
� x ⪯ x′ ⇐⇒ x G∗x′, ãäå x, x′ ∈ B ∪ E (îòíîøåíèå ïðè÷èíû);
� x ⌣ x′ ⇐⇒ ¬(x ⪯ x′) ∧ ¬(x′ ⪯ x), ãäå x, x′ ∈ B ∪ E (îòíîøåíèå ïàðàëëåëèçìà);
� íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî E ′ ⊆ E íàçûâàåòñÿ øàãîì â ÏÑÑ N , åñëè e ⌣ e′ äëÿ âñåõ

e ̸= e′ ∈ E ′, â ýòîì ñëó÷àå l(E ′) =
∑

e∈E′ l(e) � ìóëüòèìíîæåñòâî äåéñòâèé E ′;
� íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî B′ ⊆ B íàçûâàåòñÿ⌣-ìíîæåñòâîì âN , åñëè b ⌣ b′ äëÿ âñåõ

b ̸= b′ ∈ B′. Ñå÷åíèå C â N � ýòî ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ⌣-ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì
÷åðåç CUT (N) ìíîæåñòâî âñåõ ñå÷åíèé â ÏÑÑ N .

Äëÿ C,C ′ ∈ CUT (N) îïðåäåëèì:
� C

e−→ C ′, åñëè •e ⊆ C è C ′ = (C\•e) ∪ e•;
� C ⪯ C ′ ⇐⇒ C →∗ C ′ è C ≺ C ′ ⇐⇒ C →+ C ′, (îòíîøåíèå ïðè÷èíû íà ñå÷åíèÿõ );
� C ⌣ C ′ ⇐⇒ ¬(C ⪯ C ′) ∧ ¬(C ′ ⪯ C) (îòíîøåíèå ïàðàëëåëèçìà íà ñå÷åíèÿõ );
� ↓ C = {e ∈ E | e ⪯ (e′ ∈ •C)} (ìíîæåñòâî ñîáûòèé, ïðåäøåñòâóþùèõ ñå÷åíèþ C).
Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ñå÷åíèå � ýòî ¾ðàçìåòêà¿ ÏÑÑ N , êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ ïîñëå

òîãî, êàê ïðåäøåñòâóþùèå ñå÷åíèþ ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè. Êàê ñëåäñòâèå, C ⪯ C ′ ⇐⇒
↓ C ⊆ ↓ C ′.
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b2

b1

b4

b3

b6

b5

b7e2, b

e1, b

e3, a

e4, a

Ðèñ. 2. ÏÑÑ Ñ

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñåòü Ñ = (B,E,G,l), ãäå B = {b1 . . . b7}, E = {e1 . . . e4}, G =
{(b1, e1), (b2, e2), (e1, b3), (e2, b4), (b3, e3), (b4, e3), (e3, b5), (e3, b6), (b6, e4), (e4, b7)}, l(e1) = l(e2) =
b, l(e3) = l(e4) = a, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 2. Âèäíî, ÷òî |•b| ≤ 1 è |b•| ≤ 1 äëÿ âñåõ b ∈ B;

E = •B = B•. Çíà÷èò, Ñ � ÏÑÑ. Òàê êàê e1 ⌣ e2, òî {e1, e2} � øàã. Î÷åâèäíî, ÷òî
êàæäîå îäèíî÷íîå ñîáûòèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ øàãîì. Ïîñêîëüêó b1 ⌣ b2, è íå ñóùåñòâóåò
b ∈ B òàêîãî, ÷òî b ⌣ b1 è b ⌣ b2 îäíîâðåìåííî, òî {b1, b2} � ñå÷åíèå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî {b1, b4}, {b2, b3}, {b3, b4}, {b5, b6}, {b5, b7} òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè. Èç •e1 ⊆
{b1, b2}, ({b1, b2}\•e1) ∪ e1

• = {b2, b3} ñëåäóåò, ÷òî {b1, b2}
e1−→ {b2, b3} è {b1, b2} ⪯ {b2, b3}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, {b1, b4} ⌣ {b2, b3}, òàê êàê (↓ {b1, b4} = {e2}) ̸⊆ (↓ {b2, b3} = {e1}) è
↓ {b2, b3} ̸⊆ ↓ {b1, b4}, ò. å. ¬({b1, b4} ⪯ {b2, b3}) è ¬({b2, b3} ⪯ {b1, b4}).

Äàëåå îïðåäåëèì ¾ïîäñåòü¿, çàêëþ÷åííóþ ìåæäó äâóìÿ ñå÷åíèÿìè ÏÑÑ. Ïóñòü N =
(B, E, G, l) � ÏÑÑ; C,C ′ ∈ CUT (N) è C ⪯ C ′. Îïðåäåëèì êîíñòðóêöèþ NC,C′ =
(B′, E ′, G′, l′), òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ:

� B′ =
⋃

C⪯Ĉ⪯C′ Ĉ;
� E ′ = ↓ C ′\↓ C;
� G′ = G ∩ ((B′ × E ′) ∪ (E ′ ×B′));
� l′ = l|E′ .
Äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñåòüþ.
Ëåììà 1. Åñëè N � ÏÑÑ è C ⪯ C ′ ∈ CUT (N), òî NC,C′ � ÏÑÑ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N = (B, E, G, l) � ÏÑÑ è C ⪯ C ′ ∈ CUT (N). Äîêàæåì,

÷òî NC,C′ = (B′, E ′, G′, l′) � ÏÑÑ. Âèäíî, ÷òî G′ = G ∩ ((B′ × E ′) ∪ (E ′ × B′)) ⊆ (B′ ×
E ′) ∪ (E ′ × B′) è l′ = l|E′ : E ′ → Act. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó N � ÏÑÑ, òî | b• |≤ 1
è | •b |≤ 1 äëÿ âñåõ b ∈ B′ ⊆ B. Çíà÷èò, ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ 3, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
E ′ = •B′ = B′•. Åñëè |E ′| = 0, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Äîïóñòèì |E ′| ≠ 0. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå e′ ∈ E ′ = ↓ C ′\↓ C. Òîãäà, òàê êàê C ⪯ C ′, íàéäóòñÿ C1, C2 ∈ CUT (N),

òàêèå, ÷òî C ⪯ C1
e′−→ C2 ⪯ C ′, ò. å. e′ ∈ C1

• ⊆ B′• è e′ ∈ •C2 ⊆ •B′. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
âûáîðà e′ ∈ E ′ ïîëó÷àåì E ′ = •B′ = B′•.

Äëÿ óñòàíîâêè ñâÿçè ìåæäó ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñåòüþ è ñåòüþ Ïåòðè èñïîëüçóåòñÿ
ãîìîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü N = (B, E, G, l) � ÏÑÑ, N = (P, T, F, M0, L) � ÑÏ è
M � ðàçìåòêà N . Ãîìîìîðôèçìîì èç N â N îòíîñèòåëüíî M íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
φ : (B ∪ E) → (P ∪ T ), òàêîå, ÷òî âåðíî:

� φ(B) ⊆ P è φ(E) ⊆ T ;
� ñóæåíèå φ íà ïîäìíîæåñòâî •e � áèåêöèÿ ìåæäó •e è •φ(e) äëÿ âñåõ e ∈ E;
� ñóæåíèå φ íà ïîäìíîæåñòâî e• � áèåêöèÿ ìåæäó e• è φ(e)• äëÿ âñåõ e ∈ E;
� ñóæåíèå φ íà ïîäìíîæåñòâî •N � áèåêöèÿ ìåæäó •N è M ;
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� l(e) = L(φ(e)) äëÿ âñåõ e ∈ E.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì áàçîâóþ ñåòü Ïåòðè Ñ = (P, T, F,M0, L) ÍÂÑÏ T̃ N èç ïðèìå-

ðà 1, ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ ñåòü Ñ = (B,E,G, l) èç ïðèìåðà 2 è ôóíêöèþ φ : (B ∪E) →
(P ∪ T ), òàêóþ, ÷òî φ(b1) = φ(b5) = p1, φ(b2) = φ(b6) = φ(b7) = p2, φ(b3) = p3, φ(b4) = p4
è φ(ei) = ti äëÿ 1 ≤ i ≤ 4. Âèäíî, ÷òî φ(B) ⊆ P , φ(E) ⊆ T è l(e) = L(φ(e)) äëÿ âñåõ
e ∈ E. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóæåíèå φ íà ïîäìíîæåñòâî •e (e•) ÿâëÿåòñÿ áèêöèåé ìåæäó
äàííûì ïîäìíîæåñòâîì è •φ(e) (φ(e)•) äëÿ âñåõ e ∈ E. Íàïðèìåð, äëÿ ñîáûòèÿ e3 ìíîæå-
ñòâî âõîäíûõ óñëîâèé {b3, b4} áèåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ íà ìíîæåñòâî âõîäíûõ ìåñò {p3, p4}
ïåðåõîäà φ(e3) = t3, à ìíîæåñòâî âûõîäíûõ óñëîâèé {b5, b6} íà ìíîæåñòâî âûõîäíûõ ìåñò
{p1, p2}. Êðîìå òîãî, ñóæåíèå φ íà ïîäìíîæåñòâî •Ñ = {b1, b2} ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó

äàííûì ïîäìíîæåñòâîì è M0. Ñëåäîâàòåëüíî, φ � ãîìîìîðôèçì èç Ñ â Ñ îòíîñèòåëüíî
íà÷àëüíîé ðàçìåòêè M0.

Äàëåå îïðåäåëèì âðåìåííîå ðàñøèðåíèå ÏÑÑ, ãäå êàæäîìó ñå÷åíèþ áàçîâîé ñåòè ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå ëîêàëüíîãî âðåìåíè ñèñòåìû (äëèòåëüíîñòü ñîñòîÿíèÿ) ëèáî
⊥, óêàçûâàþùèé, ÷òî ñîñòîÿíèå íåäîñòèæèìî ïî âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 5. (Ïîìå÷åííàÿ íàä Act) âðåìåííàÿ ÏÑÑ (ÂÏÑÑ) � ýòî ïàðà TN =
(N, τ), ãäå N � (ïîìå÷åííàÿ íàä Act) ÏÑÑ è τ : CUT (N) → R≥0 ∪ {⊥} � âðåìåííàÿ
ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ C ∈ CUT (N) âåðíî:

τ(C) = ⊥ ⇐⇒ ∃C ′ ∈ CUT (N) : C ⌣ C ′ ∧ τ(C ′) > 0.

Ïóñòü RC(TN) = {C ∈ CUT (N) | τ(C) ∈ R≥0} � ìíîæåñòâî âðåìåííûõ ñå÷åíèé.
Çàìåòèì, ÷òî •N,N• ∈ RC(TN), åñëè B ̸= ∅, è ↓ N• = E. Äëÿ ñå÷åíèÿ C ∈ RC(TN)

ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ:
� ñîáûòèå e ∈ E ìîæåò ïðîèçîéòè â C, åñëè C

e−→ C ′ è C ′ ∈ RC(TN);
� Fi(C) � ìíîæåñòâî âñåõ ñîáûòèé, êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè â C;

� C
V

=⇒ C ′ ⇐⇒ V � øàã, V ⊆ Fi(C) è C ′ = (C \ •V ) ∪ V • ∈ RC(TN)2;
ÂÏÑÑ TN = (N = (B, E, G, l), τ) è TN ′ = (N ′ = (B′, E ′, G′, l′), τ ′), ïîìå÷åííûå

íàä Act, ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ TN ≃ TN ′), åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå β : B ∪ E → B′ ∪ E ′, òàêîå, ÷òî:

� β(B) = B′ è β(E) = E ′;
� xGy ⇐⇒ β(x)G′β(y) äëÿ âñåõ x,y ∈ B ∪ E;
� τ(C) = τ ′(β(C)) äëÿ âñåõ C ∈ CUT (N);
� l(e) = l′(β(e)).

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì ÏÑÑ Ñ èç ïðèìåðà 2. Îïðåäåëèì âðåìåííóþ ôóíêöèþ
τ : CUT (Ñ) = {{b1, b2}, {b1, b4}, {b2, b3}, {b3, b4}, {b5, b6}, {b5, b7}} → R≥0 ∪ {⊥} ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: τ({b1, b2}) = 2, τ({b1, b4}) = τ({b2, b3}) = 0, τ({b3, b4}) = 2, τ({b5, b6}) = 1,
τ({b5, b7}) = 5. Ïîñêîëüêó â äàííîé ñåòè òîëüêî äâà ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèÿ {b1, b4} ⌣
{b2, b3} è îáà èìåþò íóëåâûå âðåìåííûå çíà÷åíèÿ, òî ôóíêöèÿ τ óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè-

÷åíèþ èç îïðåäåëåíèÿ 5. Ñëåäîâàòåëüíî, T̃N = (Ñ , τ) � ÂÏÑÑ, à RC(T̃N) ñîâïàäàåò ñ

CUT (Ñ).

2Òàêèì îáðàçîì, çàïðåùàåòñÿ, ÷òîáû ñå÷åíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ øàãà, èìåëî íåîïðå-
äåëåííóþ âðåìåííóþ õàðàêòåðèñòèêó (ò. å. ⊥), òàê êàê ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ øàãà åùå íå
ïîäîøëî.
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Ðàññìîòðèì ¾ïîäñåòè¿ (ïðåôèêñ è ñóôôèêñ) ÂÏÑÑ è äîêàæåì, ÷òî îíè òàêæå ÿâëÿ-

þòñÿ ÂÏÑÑ. Ïóñòü T̃N = (Ñ , τ̃) � ÂÏÑÑ. Áóäåì ïèñàòü TN
T̂N−→ T̃N , åñëè ñóùåñòâóåò

C̃ ∈ RC(T̃N), òàêîå, ÷òî:

� TN = (N, τ), T̂N = (N̂ , τ̂);

� N = Ñ•Ñ,C̃ , N̂ = ÑC̃,Ñ• ;

� τ : CUT (N) → R≥0 ∪ {⊥} è τ(C) = τ̃(C) äëÿ âñåõ C ∈ CUT (N)\C̃;
� τ̂ : CUT (N̂) → R≥0 ∪ {⊥} è τ̂(Ĉ) = τ̃(Ĉ) äëÿ âñåõ Ĉ ∈ CUT (N̂)\C̃;
� τ(C̃) + τ̂(C̃) = τ̃(C̃).

Â ýòîì ñëó÷àå ñå÷åíèå C̃ áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íûì ñå÷åíèåì.

Ëåììà 2. Åñëè TN
T̂N−→ T̃N äëÿ ÂÏÑÑ T̃N , òî TN è T̂N � ÂÏÑÑ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü TN
T̂N−→ T̃N äëÿ ÂÏÑÑ T̃N ñ ãðàíè÷íûì ñå÷åíèåì C̃ ∈

RC(T̃N). Ñîãëàñíî ëåììå 1, N = Ñ•Ñ,C̃ è N̂ = ÑC̃,Ñ• � ÏÑÑ. Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ 5,

äîêàæåì êîððåêòíîñòü âðåìåííûõ ôóíêöèé τ : CUT (N) → R≥0 ∪ {⊥} è τ̂ : CUT (N̂) →
R≥0 ∪ {⊥}. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ τ (äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè τ̂ áóäåò èìåòü àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ). Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ C ∈ CUT (N) âûïîë-
íÿåòñÿ τ(C) = ⊥ ⇐⇒ ∃C ′ ∈ CUT (N) : C ⌣ C ′ ∧ τ(C ′) > 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå C ∈ CUT (N) = {C ∈ CUT (Ñ) | •Ñ ⪯ C ⪯ C̃} ̸= ∅, òàêîå,
÷òî τ(C) = ⊥. Òîãäà, ïîñêîëüêó τ(C̃) = τ̃(C̃) − τ̂(C̃) ̸= ⊥, èìååì, C ̸= C̃ è τ̃(C) =

τ(C) = ⊥ ïî êîíñòðóêöèè TN . Ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå 5 ê ÂÏÑÑ, T̃N ïîëó÷èì, ÷òî ∃C ′ ∈
CUT (Ñ) : C ⌣ C ′ ∧ τ(C ′) > 0. Ïîêàæåì, ÷òî C ′ ∈ CUT (N). Ïðåäïîëîæèì, ýòî íå òàê,

ò. å. ¬(•Ñ ⪯ C ′ ⪯ C̃). Ïîñêîëüêó τ(•Ñ) ̸= ⊥, τ(C̃) ̸= ⊥ è τ(C ′) > 0, òî ¬(•Ñ ⌣ C ′) è

¬(C̃ ⌣ C ′). Ñëåäîâàòåëüíî, C ′ ⪯ •Ñ èëè C̃ ⪯ C ′. Òàê êàê C ∈ CUT (N), ò. å. •Ñ ⪯ C ⪯ C̃,

ïîëó÷àåì, ÷òî C ′ ⪯ •Ñ ⪯ C èëè C ⪯ C̃ ⪯ C ′. Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ⪯, èìååì
C ′ ⪯ C èëè C ⪯ C ′, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò C ⌣ C ′. Çíà÷èò, C ′ ∈ CUT (N).

Ïóñòü C,C ′ ∈ CUT (N), C ⌣ C ′ è τ(C ′) > 0 ïîêàæåì, ÷òî τ(C) = ⊥. Ïîñêîëüêó N• = C̃,

òî ¬(C̃ ⌣ C ′) è ¬(C ⌣ C̃), ò. å. C ̸= C̃ è C ′ ̸= C̃. Ñëåäîâàòåëüíî, τ(C) = τ̃(C) è τ(C ′) =
τ̃(C ′) ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè TN . Ïî îïðåäåëåíèþ 5 ïîëó÷åì, ÷òî èç τ(C ′) = τ̃(C ′) > 0
ñëåäóåò τ(C) = τ̃(C) = ⊥.

Äëÿ îïèñàíèÿ âûïîëíåíèÿ ÂÏÑÑ èñïîëüçóþòñÿ âðåìåííûå ãðàôèêè � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âðåìåííûõ ñå÷åíèé è øàãîâ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü TN = (N, τ) � ÂÏÑÑ è C,C ′ ∈ RC(TN). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñå÷åíèé èç RC(TN) è øàãîâ âèäà ω = C0 V1 C1 . . . Vn Cn (n ≥ 0) íàçûâàåòñÿ (øàãîâûì)
ãðàôèêîì èç C â C ′ ÂÏÑÑ TN , åñëè âåðíî:

� C0 = C, Cn = C ′;

� Ci−1
Vi⇒ Ci äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n.

Åñëè |Vi| = 1 äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n, òî ω íàçûâàåòñÿ èíòåðëèâèíãîâûì ãðàôèêîì èç C
â C ′. Ïóñòü GRF s(i)(TN,C,C ′) � ìíîæåñòâî âñåõ øàãîâûõ (èíòåðëèâèíãîâûõ) ãðàôèêîâ
ÂÏÑÑ èç C â C ′, è GRF s(i)(TN) = GRF s(i)(TN, •N,N•).

Ïðèìåð 5. Ïóñòü T̃N = (Ñ , τ)� ÂÏÑÑ èç ïðèìåðà 4. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ω = C0 V1 C1 V2 C2 V3 C3, ãäå C0 = {b1, b2}, C1 = {b3, b4}, C2 = {b5, b6}, C3 = {b5, b7},
V1 = {e1, e2}, V2 = {e3}, V3 = {e4}. Èç ïðèìåðà 4 ïîëó÷àåì, ÷òî C0, C1, C2, C3 ∈ RC(T̃N),
à èç ïðèìåðà 2, V1, V2, V3 � øàãè. Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî C1

e3−→ C2
e4−→ C3, ò. å.
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C1
V2={e3}
=⇒ C2

V3={e4}
=⇒ C3. Ïîêàæåì, ÷òî C0

V1={e1,e2}
=⇒ C1. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì, ÷òî C0

e1−→
{b2, b3}, C0

e2−→ {b1, b4} è {b2, b3}, {b1, b4} ∈ RC(T̃N). Çíà÷èò, ω � øàãîâûé ãðàôèê èç

C0 =
•N â C3 = N•, ò. å. ω ∈ GRF s(T̃N).

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ C,C ′ ∈ RC(TN), òàêèõ, ÷òî C ⪯ C ′, ñóùåñòâóåò ω ∈
GRF s(i)(TN,C,C ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó C ⪯ C ′ è â ñèëó àöèêëè÷íîñòè TN , | ↓C ′ \ ↓C |= n äëÿ
íåêîòîðîãî n ≥ 0. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî 0 ≤ i ≤ n, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñå÷åíèé èç RC(TN) è ñîáûòèé èç (↓C ′ \ ↓ C) âèäà: ω = (C = C0) {e1} C1 . . . Cn−1 {en}
(Cn = C ′), òàêàÿ, ÷òî Ck−1

{ek}⇒ Ck äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ n, ò. å. ω ∈ GRF i(TN,C,C ′).
i = 0. Íå÷åãî äîêàçûâàòü.
i > 0. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñå÷åíèé èç

RC(TN) è ñîáûòèé èç (↓ C ′ \ ↓ C) âèäà: C = C0 {e1} C1 . . . Ci−2 {ei−1} Ci−1, òàêàÿ, ÷òî

Ck−1
{ek}⇒ Ck äëÿ âñåõ 1 ≤ k < i. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ei ∈ (↓ C ′ \ ↓ C), òàêîå, ÷òî

Ci−1
{ei}⇒ Ci. Ïîñêîëüêó ↓Ci−1 ⊂↓C ′, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ci−1

ei1→ Ci →∗ C ′.

è ei1 ∈ (↓C ′ \ ↓C). Åñëè ei1 ∈ Fi(Ci−1), òî Ci−1
{ei}⇒ Ci, ãäå ei = ei1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äî-

êàçàòü. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ei1 /∈ Fi(Ci−1). Ïóñòü En(Ci−1) = {ei1, . . . , eim} =
{e ∈ E | •e ⊆ Ci−1} (m > 0). Òîãäà (Ci−1\•eij) ∪ eij

• = Ci
j ∈ CUT (N), ò. å. Ci−1 ≺ Ci

j, äëÿ
âñåõ 1 ≤ j ≤ m.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò eij ∈ En(Ci−1), òàêîå, ÷òî eij ∈ Fi(Ci−1) (1 < j ≤ m).
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. eij /∈ Fi(Ci−1) äëÿ âñåõ eij ∈ En(Ci−1). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íîå 1 ≤ j ≤ m. Òîãäà âåðíî, ÷òî Ci

j /∈ RC(TN), ò. å. τ(Ci
j) = ⊥. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

ÂÏÑÑ, ñóùåñòâóåò Ĉi
j ⌣ Ci

j, òàêîå, ÷òî τ(Ĉi
j) > 0. ßñíî, ÷òî Ci−1 ̸= Ĉi

j. Êðîìå òîãî,

Ĉi
j ̸⌣ Ci−1, ïîñêîëüêó τ(Ci−1) ̸= ⊥, ò. å. Ĉi

j ≺ Ci−1 èëè Ci−1 ≺ Ĉi
j. Òàê êàê Ci−1 ≺ Ci

j è

Ĉi
j ⌣ Ci

j, òî âåðíî, ÷òî Ci−1 ≺ Ĉi
j.

Òîãäà Ci−1

eil→ Ci
l ≺ Ĉi

j äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ l ≤ m. Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 ≤ j ≤ m

ñóùåñòâóåò Ĉi
j ∈ RC(TN), òàêîå, ÷òî τ(Ĉi

j) > 0, Ci
j ⌣ Ĉi

j è Ci
l ≺ Ĉi

j äëÿ íåêîòîðîãî
1 ≤ l ≤ m.

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
1. Ĉi

j = Ĉi
j′ äëÿ âñåõ 1 ≤ j, j′ ≤ m. Òîãäà ñóùåñòâóåò 1 ≤ l ≤ m, òàêîå, ÷òî Ci

l ≺ Ĉi
l , ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Ci
l ⌣ Ĉi

l .

2. Ĉi
j ⌣ Ĉi

j′ äëÿ íåêîòîðûõ 1 ≤ j, j′ ≤ m.

Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ÂÏÑÑ, τ(Ĉi
j′) = ⊥,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò τ(Ĉi
j′) > 0.

3. Ĉi
j ≺ Ĉi

j′ èëè Ĉi
j′ ≺ Ĉi

j äëÿ ëþáûõ 1 ≤ j, j′ ≤ m. Ïîñêîëüêó N � àöèêëè÷íàÿ ÏÑÑ

è ìíîæåñòâî En(Ci−1) êîíå÷íî, òî íàéäåòñÿ 1 ≤ s ≤ m, òàêîå, ÷òî Ĉi
s ⪯ Ĉi

j äëÿ ëþáîãî

1 ≤ j ≤ m. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò 1 ≤ l ≤ m, òàêîé, ÷òî Ci
l ⪯ Ĉi

s. Òàê êàê Ĉi
s ⪯ Ĉi

l , òî

Ci
l ⪯ Ĉi

l , â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ïðè÷èíû. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî

Ci
l ⌣ Ĉi

l .
Ñëåäîâàòåëüíî, Fi(Ci−1) ̸= ∅.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ei ∈ Fi(Ci−1). Òîãäà ei ∈ En(Ci−1) è Ci = ((Ci−1\•ei)∪ ei

•) ∈
RC(TN), ò. å. ei ∈↓ Ci è τ(Ci) ̸= ⊥. Áîëåå òîãî, âåðíî, ÷òî Ci−1

ei⇒ Ci. Èçâåñòíî, ÷òî
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Ci
1 = ((Ci−1\•ei1) ∪ ei1

•), ò. å. ei1 ∈↓ Ci
1 è τ(Ci

1) = ⊥. ßñíî, ÷òî Ci ̸= Ci
1 è ei ̸= ei1. Òîãäà

ïîëó÷àåì, ÷òî ei ∈ (↓ Ci\ ↓ Ci
1) è ei1 ∈ (↓ Ci

1\ ↓ Ci). Çíà÷èò, èìååì, ÷òî ¬(↓ Ci ⊂↓ Ci
1)

è ¬(↓ Ci
1 ⊂↓ Ci), ò. å. C

i
1 ⌣ Ci. Èç îïðåäåëåíèÿ ÂÏÑÑ ñëåäóåò, ÷òî τ(Ci) > 0, òàê êàê

τ(Ci
1) = ⊥ è τ(Ci) ̸= ⊥, à çíà÷èò, ÷òî Ci ̸⌣ C ′, ïîñêîëüêó τ(C ′) ̸= ⊥. Òàêèì îáðàçîì,

↓Ci ⊆↓C ′ èëè ↓C ′ ⊆↓Ci. Òàê êàê ei1 ∈↓C ′ è ei1 /∈↓Ci, òî ¬(↓C ′ ⊆↓Ci). Çíà÷èò, èìååì, ÷òî
↓Ci ⊆↓C ′. Òîãäà âåðíî, ÷òî ei ∈ (↓C ′ \ ↓C).

Äîêàæåì åùå îäíî ñâîéñòâî ãðàôèêîâ.
Ëåììà 3. Äëÿ ãðàôèêà ω = C0 V1 . . . Vn Cn ∈ Graph(TN,C0, Cn) è ñå÷åíèÿ C ∈

(RC(TN)\{C0, . . . , Cn}) òàêîãî, ÷òî C0 ⪯ C ⪯ Cn âåðíî, ÷òî τ(C) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå C ∈ (RC(TN)\{C0, . . . , Cn}), òàêîå, ÷òî

C0 ≺ C ≺ Cn. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. τ(C) > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ 5, C ̸⌣ Ci, ò. å. ëèáî
C ≺ Ci (↓ C ⊂ ↓ Ci), ëèáî Ci ≺ C (↓ Ci ⊂ ↓ C), äëÿ ëþáîãî 0 ≤ i ≤ n. Ïîñêîëüêó ↓ C ⊂
↓ Cn , òî íàéäåòñÿ 1 ≤ k ≤ n, òàêîé, ÷òî ↓ Ck−1 ⊂ ↓ C ⊂ ↓ Ck, òàê êàê Ck−1 ̸⌣ C ̸⌣ Ck.
Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî e ∈ ↓ Ck\↓ C ⊂ Vk ⊂ Fi(Ck−1), òî âåðíî, ÷òî e ∈ Fi(Ck−1). Çíà÷èò,

ïîëó÷àåì, ÷òî Ck−1
{e}⇒ C ′ ∈ RC(TN). Ñëåäîâàòåëüíî, τ(C ′) ̸= ⊥ è C ⌣ C ′. Ïðèøëè ê

ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî τ(C) > 0, ïî îïðåäåëåíèþ 5.
Ââåäåì âðåìåííîå ðàñøèðåíèå ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è ðàññìîòðèì èõ â

êîíòåêñòå ñîáûòèé ÂÏÑÑ.
Îïðåäåëåíèå 7. (Ïîìå÷åííîå íàä Act) âðåìåííîå ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-

ñòâî (Â×ÓÌ) � ýòî íàáîð η = (X, ⪯ ,τ,l), ãäå X � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ; ⪯ � ðåôëåê-
ñèâíîå, òðàíçèòèâíîå, àíòèñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå íà X; τ : X → R≥0 � âðåìåííàÿ
ôóíêöèÿ è l : X → Act � ïîìå÷àþùàÿ ôóíêöèÿ.

Â×ÓÌ η = (X, ⪯ ,τ,l) è η′ = (X ′, ⪯′ ,τ ′,l′), ïîìå÷åííûå íàäAct, ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè
(îáîçíà÷àåòñÿ η ≃ η′), åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå β : X → X ′, òàêîå, ÷òî:

� x ⪯ x̂ ⇐⇒ β(x) ⪯′ β(x̂) äëÿ âñåõ x, x̂ ∈ X;
� τ(x) = τ ′(β(x)) è l(x) = l′(β(x)) äëÿ âñåõ x ∈ X.
Äëÿ ÂÏÑÑ TN = ((N = (B, E, G, l)), τ) è ãðàôèêà ω = C0V1C1 . . . VnCn ∈ GRF s(TN)

îïðåäåëèì Â×ÓÌ ñîáûòèé η(TN, ω) = (E∗, ⪯∗, Age, l∗) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
� E∗ = E ∪ end;
� ⪯∗= (⪯ ∩(E × E)) ∪ {(e,end) | e ∈ E};

� Age(e) =


∑

0≤i<k

τ(Ci), åñëè e ∈ Vk(0 ≤ k ≤ n),

∑
0≤i≤n

τ(Ci), èíà÷å;

� l∗(e) =

{
l(e), åñëè e ∈ E,
ε, èíà÷å.

Äîïîëíèòåëüíîå ñîáûòèå end ñîîòâåòñòâóåò çàâåðøåíèþ ðàáîòû ñèñòåìû è ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì Â×ÓÌ. Ôóíêöèÿ Age îïðåäåëÿåò ãëîáàëüíîå âðåìÿ ñèñòåìû äëÿ
ñîáûòèÿ. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ñîáûòèå ÂÏÑÑ âñòðå÷àåòñÿ â ãðàôèêå èç GRF s(TN) ðîâíî
îäèí ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ôóíêöèè Age � ñóììà âðåìåííûõ çíà÷åíèé ñå÷åíèé
îò íà÷àëà ãðàôèêà âïëîòü äî ñå÷åíèÿ, â êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáûòèå ïðîèçîøëî,
à äëÿ ñîáûòèÿ end � ýòî ñóììà âðåìåííûõ çíà÷åíèé âñåõ ñå÷åíèé ãðàôèêà. Áëàãîäàðÿ
ëåììå 3 ïîëó÷àåì, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, Â×ÓÌ ñîáûòèé ÂÏÑÑ íå çàâèñÿò
îò âûáîðà âðåìåííîãî ãðàôèêà. Äàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ
Â×ÓÌ ñîáûòèé ÂÏÑÑ TN çàïèñü η(TN).
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e1, (2), b

e2, (2), b

e3, (4), a e4, (5), a end, (10), ε

Ðèñ. 3. Â×ÓÌ η(T̃N)

Ïðèìåð 6. Ïîñòðîèì Â×ÓÌ ñîáûòèé äëÿ ÂÏÑÑ T̃N èç ïðèìåðà 4. Ñíà÷àëà îïðåäå-
ëèì ôóíêöèþ Age. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âðåìåííîé ãðàôèê ω = C0 V1 C1 V2 C2 V3 C3,
ïðåäñòàâëåííûé â ïðèìåðå 5, ãäå C0 = {b1, b2}, C1 = {b3, b4}, C2 = {b5, b6}, C3 = {b5, b7},
V1 = {e1, e2}, V2 = {e3}, V3 = {e4}. Òîãäà Age(e1) = τ(C0) = 2, Age(e2) = τ(C0) = 2,
Age(e3) = τ(C0) + τ(C1) = 2 + 2 = 4, Age(e4) = τ(C0) + τ(C1) + τ(C2) = 2 + 2 + 1 = 5,
Age(end) = τ(C0) + τ(C1) + τ(C2) + τ(C3) + τ(C4) = 2 + 2 + 1 + 5 = 10. Ïðåäñòàâèì ïîëó-

÷åííûé Â×ÓÌ η(T̃N) â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íà ðèñ. 3. Ðÿäîì ñ êàæäûì óçëîì
ãðàôà óêàçàíî ñîáûòèå, çíà÷åíèå âðåìåííîé è ïîìå÷àþùåé ôóíêöèè.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Clock, êîòîðàÿ áóäåò ñâÿçûâàòü âðåìåííûå êîíñòðóêöèè
â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ÍÂÑÏ è ÂÏÑÑ. Ïóñòü T N = (N , D) � ÍÂÑÏ, TN = (N, τ) �
ÂÏÑÑ, S = (M, I) ∈ RS(T N ) è φ � ãîìîìîðôèçì èç N âN îòíîñèòåëüíîM . Äëÿ ñå÷åíèÿ
C ∈ RC(TN), ãðàôèêà ω = C0V1C1 . . . Vn(Cn = C) ∈ GRF s(i)(TN, •N,C) è e ∈ Fi(C)
îïðåäåëèì ôóíêöèþ

Clock(ω,e) =


∑

max(k)<i≤n

τ(Ci), åñëè ∃k < n : e /∈ Fi(Ck),

∑
0≤i≤n

τ(Ci) + I(φ(e)), èíà÷å.

Çíà÷åíèå äàííîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè ñ ìîìåíòà, êàê ïåðåõîä φ(e) ñòàë
ðàçðåøåííûì è îñòàâàëñÿ òàêèì äî êîíöà âðåìåííîãî ãðàôèêà. Áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåíèþ 1,
äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ C ∈ RC(TN) ñóùåñòâóåò ãðàôèê ω ∈ GRF s(i)(TN, •N,C). Êðîìå òîãî,
ïî ëåììå 3, ôóíêöèÿ Clock íå çàâèñèò îò âûáîðà ãðàôèêà, ïðèâîäÿùåãî ê ñå÷åíèþ C.
Çíà÷èò, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè Clock ñå÷åíèå C ∈
RC(TN) è ñîáûòèå e ∈ Fi(C). Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü âðåìåííîé ïðîöåññ êàê ïàðó
èç ÂÏÑÑ è ãîìîìîðôèçìà ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà êîððåêòíîñòü âðåìåííûõ êîíñòðóêöèé.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü T N = (N , D) � ÍÂÑÏ, S = (M, I) ∈ RS(T N ), TN = (N, τ)
� ÂÏÑÑ è φ � ãîìîìîðôèçì èç N â N îòíîñèòåëüíî M . Ïàðà π = (TN,φ) íàçûâàåòñÿ
âðåìåííûì ïðîöåññîì ÍÂÑÏ îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ S, åñëè äëÿ êàæäîãî ñå÷åíèÿ C ∈
RC(TN) è ñîáûòèÿ e ∈ Fi(C) âûïîëíÿåòñÿ:

Clockπ(C, e) ∈ D(φ(e)).

Ïóñòü PRC(T N , S) � ìíîæåñòâî âñåõ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ ÍÂÑÏ T N îòíîñèòåëüíî ñî-
ñòîÿíèÿ S è PRC(T N ) = PRC(T N , S0). Âðåìåííîé ïðîöåññ π0 = (((B0,∅,∅,∅), τ0 ≡
0), φ0), ãäå φ0 � ãîìîìîðôèçì îòíîñèòåëüíî M0, íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì.

Ïðèìåð 7. Ðàññìîòðè ÍÂÑÏ T̃ N = (Ñ , D) èç ïðèìåðà 1, ÂÏÑÑ T̃N = (Ñ , τ) èç

ïðèìåðà 4 è ãîìîìîðôèçì φ èç Ñ â Ñ îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé ðàçìåòêè èç ïðèìåðà 3.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïàðà π = (T̃N, φ) ÿâëÿåòñÿ âðåìåííûì ïðîöåññîì T̃ N îòíîñèòåëüíî íà-
÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ S0 = (M0, (I0 ≡ 0)). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ e è

ñå÷åíèÿ C ∈ RC(T̃N), â êîòîðîì îíî ìîæåò ïðîèçîéòè, çíà÷åíèå ôóíêöèè Clockπ(C, e)
è óáåäèìñÿ, ÷òî îíî ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó D(φ(e)). Íàïîìíèì âñå âðåìåííûå ñå÷åíèÿ
ñåòè: C0 = {b1, b2}, C1 = {b2, b3}, C ′

1 = {b1, b4}, C2 = {b3, b4}, C3 = {b5, b6}, C4 = {b5, b7}.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî C0

{e1}
=⇒ C1

{e2}
=⇒ C2

{e3}
=⇒ C3

{e4}
=⇒ C4 è C0

{e2}
=⇒ C ′

1

{e1}
=⇒ C2

{e3}
=⇒ C3

{e4}
=⇒ C4.

Òîãäà:
� Clockπ(C0, e1) = τ(C0) = 2 ∈ D(φ(e1) = t1) = [0,2],
� Clockπ(C0, e2) = τ(C0) = 2 ∈ D(φ(e2) = t2) = [0,2],
� Clockπ(C1, e2) = τ(C0) + τ(C1) = 2 + 0 ∈ D(φ(e2) = t2) = [0,2],
� Clockπ(C

′
1, e1) = τ(C0) + τ(C ′

1) = 2 + 0 ∈ D(φ(e1) = t1) = [0,2],
� Clockπ(C2, e3) = τ(C2) = 2 ∈ D(φ(e3) = t3) = [1,3],
� Clockπ(C3, e4) = τ(C3) = 1 ∈ D(φ(e4) = t4) = [0,1].

Ñëåäîâàòåëüíî, π = (T̃N, φ) ∈ PRC(T̃ N ).
Óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçè ìåæäó âðåìåííûìè ïðîöåññàìè è ïðîáåãàìè ÍÂÑÏ. Ïóñòü

π = (TN,φ) ∈ PRC(T N , S), ω = C0 . . . Cn ∈ GRF s(i)(TN) äëÿ íåêîòîðîé ÍÂÑÏ T N è
ñîñòîÿíèÿ S. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Runφ ãðàôèêà ω ÂÏÑÑ TN â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âðåìåííûõ çàäåðæåê è øàãîâ â ÍÂÑÏ T N ñëåäóþùèì îáðàçîì: Runφ(ω) = τ(C0) φ(V1)
τ(C1) . . . φ(Vn) τ(Cn). Îáîçíà÷èì RUN s(i)(π) = {Runφ(ω) | ω ∈ GRF s(i)(TN)}. Ñëåäóþùåå
ïðåäëîæåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó RUN s(i)(T N , S) è RUN s(i)(π).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü T N � ÍÂÑÏ è S � íåêîòîðîå åå äîñòèæèìîå ñîñòîÿíèå; à)
RUN s(i)(π) ⊆ RUN s(i)(T N , S) äëÿ π ∈ PRC(T N , S); á) åñëè σ ∈ RUN s(i)(T N , S), òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà; π ∈ PRC(T N , S), òàêîé, ÷òî σ ∈
RUN s(i)(π). â) åñëè π = ((N, τ), φ) ∈ PRC(T N , S), σ ∈ RUN s(i)(π) è S

σ−→ S ′ = (M ′, I ′),
òî ñóæåíèå φ íà N• � áèåêöèÿ ìåæäó N• è M ′, I ′(φ(e)) = Clockπ(N

•, e) äëÿ e ∈ Fi(N•).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû ïðåäëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåì, äîêàçàííûõ â

ðàáîòå [6] è èõ äîêàçàòåëüñòâî èìååò òå æå ðàññóæäåíèÿ. Îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå
âðåìåííûõ ïðîöåññîâ íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî, à îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî
äîñòèæèìîãî ñîñòîÿíèÿ ÍÂÑÏ.

Ïðåäëîæåíèå 2 ïîçâîëÿåò ââåñòè îáîçíà÷åíèå S
π−→ S ′, åñëè S

σ−→ S ′ äëÿ σ ∈
RUN s(i)(π). Êðîìå òîãî, ïóñòü Sπ = S ′, åñëè S = S0.

Àíàëîãè÷íî ÂÏÑÑ îïðåäåëèì ïðåôèêñ è ñóôôèêñ äëÿ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ ÍÂÑÏ,
êîòîðûå, êàê ìû ïîêàæåì äàëåå, òàêæå áóäóò ÿâëÿòüñÿ âðåìåííûìè ïðîöåññàìè. Ðàññìîò-

ðèì ïðîèçâîëüíûé π̃ = (T̃N, φ̃) ∈ PRC(T N ). Áóäåì ïèñàòü π
π̂−→ π̃, åñëè:

� π = (TN,φ), π̂ = (T̂N, φ̂);

� TN
T̂N−→ T̃N ;

� φ = φ̃|B∪E, φ̂ = φ̃|B̂∪Ê.
Â ýòîì ñëó÷àå:
� π

a−→ π̃, åñëè Ê = {e}, τ̂ ≡ 0, l̂(ê) = a;

� π
A−→ π̃, åñëè Ê � øàã, τ̂ ≡ 0, l̂(Ê) = A;

� π
θ−→ π̃, åñëè Ê = ∅, τ̂ ≡ θ;

Òåîðåìà 1. Åñëè π
π̂−→ π̃ äëÿ π̃ ∈ PRC(T N ), òî π ∈ PRC(T N ) è π̂ ∈ PRC(T N , Sπ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π̃ ∈ PRC(T N = (N , D)) è π
π̂−→ π̃, ò. å. TN

T̂N−→ T̃N ñ

íåêîòîðûì ãðàíè÷íûì ñå÷åíèåì C̃ ∈ RC(T̃N), φ = φ̃|B∪E è φ̂ = φ̃|B̂∪Ê. Ñíà÷àëà ïî-
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êàæåì, ÷òî π ∈ PRC(T N ). Ïîñêîëüêó •e è e• äëÿ e ∈ E ⊆ Ẽ ñîîòâåòñòâåííî ðàâ-

íû â N è Ñ , òî φ|•e = φ̃|•e (φ|e• = φ̃|e•) � áèåêöèÿ ìåæäó •e (e•) è •φ(e) = •φ̃(e)

(φ(e)• = φ̃(e)•) äëÿ âñåõ e ∈ E ⊆ Ẽ ïî îïðåäåëåíèþ 4. Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâà
•N = •Ñ ñëåäóåò, ÷òî φ|•N = φ̃|•Ñ � áèåêöèÿ ìåæäó •N è íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé T N .
Çíà÷èò, φ � ãîìîìîðôèçì èç N â N îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé ðàçìåòêè. Ñîãëàñíî êîí-
ñòðóêöèÿì TN è T̃N , èìååì, ÷òî GRF(TN) = GRF(T̃N, •̃N, C̃). Êðîìå òîãî, τ(C) = τ̃(C)
äëÿ âñåõ C ∈ CUT (N)\N•. Òàê êàê π̃ ∈ PRC(T N ) è â N• íåò ñîáûòèé, êîòîðûå ìîã-
ëè áû ñðàáîòàòü â TN , òî äëÿ êàæäîãî ñå÷åíèÿ C ∈ RC(TN) è ñîáûòèÿ e ∈ Fi(C)
âûïîëíÿåòñÿ Clockπ(C, e) = Clockπ̃(C, e) ∈ D(φ(e) = φ̃(e)), ïî îïðåäåëåíèþ 8. Ñëåäî-
âàòåëüíî, π ∈ PRC(T N ). Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî π̂ ∈ PRC(T N , Sπ = (Mπ, Iπ)). Àíàëî-

ãè÷íî, òàê êàê •ê è ê• äëÿ ê ∈ Ê ⊆ Ẽ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû â N̂ è Ñ , òî φ̂|•ê = φ̃|•ê
(φ̂|ê• = φ̃|ê•) � áèåêöèÿ ìåæäó •ê (ê•) è •φ̂(ê) = •φ̃(ê) (φ̂(ê)• = φ̃(ê)•) äëÿ âñåõ

ê ∈ Ê ⊆ Ẽ. Òàê êàê π ∈ PRC(T N ), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóæåíèå φ̂|•N̂ = φ̃|C̃ = φ|N• ÿâëÿ-

åòñÿ áèåêöèåé ìåæäó •N̂ è Mπ, áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåíèþ 2, â. Ñëåäîâàòåëüíî, φ̂ � ãîìî-
ìîðôèçì èç N̂ â N îòíîñèòåëüíî Mπ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå Ĉ ∈ RC(T̂N)

è ñîáûòèå ê ∈ Fi(Ĉ). Ïîêàæåì, ÷òî Clockπ̂(Ĉ, ê) ∈ D(φ̂(ê)). Ïóñòü ω̃ = C0 . . . (Cm =

C̃) . . . (Cn = Ĉ) ∈ GRF s(i)(T̃N, •̃N, Ĉ), Òàêîé âðåìåííîé ãðàôèê ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó

C̃ ⪯ Ĉ ∈ RC(T̃N) è áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåíèþ 1. Òîãäà ω̂ = Cm . . . Cn ∈ GRF s(i)(T̂N, •̂N, Ĉ),

ω = C0 . . . Cm ∈ GRF s(i)(TN). Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 2, â, ïîëó÷àåì, Clockπ̂(Ĉ, ê) =

Clockπ̂(ω̂, ê) =



∑
max(k)<i≤n

τ̂(Ci),

åñëè ∃m ≤ k < n : ê /∈ Fi(Ck),∑
m≤i≤n

τ̂(Ci) + Iπ(φ̂(ê)),

èíà÷å.

=



∑
max(k)<i≤n

τ̂(Ci),

åñëè ∃m ≤ k < n : ê /∈ Fi(Ck),∑
m≤i≤n

τ̂(Ci) +Clockπ(ω, φ(ê)),

èíà÷å.

=



∑
max(k)<i≤n

τ̃(Ci),

åñëè ∃k < n : ê /∈ Fi(Ck),∑
0≤i≤n

τ̃(Ci),

èíà÷å.

= Clockπ̃(ω̃, ê) = Clockπ̃(Ĉ, ê). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ 8, Clockπ̂(Ĉ, ê) = Clockπ̃(Ĉ, ê) ∈ D(φ̂(ê)), ò. å. π̂ ∈ PRC(T N , Sπ).
Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü ìåæäó âðåìåííûìè

ïðîöåññàìè è ñîñòîÿíèÿìè ÍÂÑÏ.
Ëåììà 4. Ïóñòü T N � ÍÂÑÏ.

à) Åñëè π
A−→ π̃, A ∈ NAct (π

θ−→ π̃, θ ∈ R≥0) äëÿ íåêîòîðîãî π̃ ∈ PRC(T N ), òîãäà

Sπ
U−→ Sπ̃ è L(U) = A (Sπ

θ−→ Sπ̃).

á) Åñëè Sπ
A−→ S ′, A ∈ NAct (Sπ

θ−→ S ′, θ ∈ R≥0) äëÿ π ∈ PRC(T N ), òî ñóùåñòâóåò

π̃ ∈ PRC(T N ), òàêîé, ÷òî π
A−→ π̃ (π

θ−→ π̃) è S ′ = Sπ̃.
Äîêàçàòåëüñòâî.

a) Ïóñòü π
A−→ π̃ äëÿ íåêîòîðîãî A ∈ NAct. Òîãäà π

π̂−→ π̃ äëÿ π̂ òàêîãî, ÷òî Ê � øàã,

τ̂ ≡ 0 è l̂(Ê) = A. Ïî òåîðåìå 1 èìååì, π ∈ PRC(T N ). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âðå-
ìåííîé ãðàôèê ω ∈ GRF s(TN), êîòîðûé ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1. Ïîñêîëüêó
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N• Ê
=⇒ Ñ•, òî ωÊÑ• ∈ GRF s(T̃N). Çíà÷èò, ñîãëàñíî êîíñòðóêöèÿì π, π̂ è π̃, èìååì, ÷òî

Runφ̃(ωÊÑ•) = Runφ(ω)U0 = σU0, ãäå σ ∈ RUN s(π), σU0 ∈ RUN s(π̃) è L(U) = A.

Äðóãèìè ñëîâàìè, S0
σ−→ Sπ

U−→ Sπ̃ ñ L(U) = A. Äàëåå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé π
θ−→ π̃

äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ R≥0. Òîãäà π
π̂−→ π̃ äëÿ π̂, òàêîãî, ÷òî Ê = ∅ è τ̂ ≡ θ. Áëàãîäàðÿ

òåîðåìå 1 è ïðåäëîæåíèþ 1, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ω = C0V1C1 . . . VnCn ∈ GRF s(TN).

Òîãäà ω ∈ GRF s(T̃N). Êðîìå òîãî, Runφ(ω) = τ(C0)φ(V1)τ(C1) . . . φ(Vn)τ(Cn) ∈ RUN s(π)
è Runφ̃(ω) = τ̃(C0)φ̃(V1)τ̃(C1) . . . φ̃(Vn)τ̃(Cn) = τ(C0)φ(V1)τ(C1) . . . φ(Vn)τ(Cn) + θ ∈
RUN s(π̃). Çíà÷èò, Sπ

θ−→ Sπ̃.

á) Ïóñòü S0
σπ−→ Sπ

U−→ S ′, σ = σπU0 è L(U) = A. Ïîñêîëüêó σ ∈ RUN s(T N ),
òî ñóùåñòâóåò π̃′ ∈ PRC(T N ), òàêîé, ÷òî σ ∈ RUN s(π̃

′), ïî ïðåäëîæåíèþ 2. Äðóãèìè

ñëîâàìè, π̃′ èìååò øàãîâûé ãðàôèê ω = C0V1C1 . . . VnCn èç GRF s(T̃N
′
) ñ n > 0, l̃′(Vn) = A è

τ̃ ′(Cn) = 0, òàêîé, ÷òî Runφ̃′(ω) = σ. Òîãäà π′ A−→ π̃′ è π′ ∈ PRC(T N ) ïî òåîðåìå 1. Êðîìå
òîãî, ω′ = C0V1C1 . . . Vn−1Cn−1 ∈ GRF s(TN

′) è Runφ′(ω′) = σπ. Çíà÷èò, σπ ∈ RUN s(π
′)

è π ≃ π′ ïî ïðåäëîæåíèþ 2, á. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ïåðåèìåíîâàòü ñîáûòèÿ è

óñëîâèÿ ÏÑÑ âðåìåííîãî ïðîöåññà π̃′ òàêèì îáðàçîì, ÷òî π
A−→ π̃, ãäå π̃ ≃ π̃′. Ñëó÷àé

Sπ
θ−→ S ′ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
3. Èåðàðõèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Íà îñíîâå ïðåäëîæåííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ

ñåìàíòèê ââåäåì ÿçûêîâûå è áèñèìóëÿöèîííûå ïîâåäåí÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíòåê-
ñòå ÍÂÑÏ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïîíÿòèå ÿçûêîâ, îñíîâàííûõ íà ïðîáåãàõ ÍÂÑÏ, ãäå êàæ-
äûé ïåðåõîä îòîáðàæåí â äåéñòâèÿ èç àëôàâèòà Act. Ïóñòü T N � ÍÂÑÏ. Òîãäà èíòåð-
ëèâèíãîâûé è øàãîâûé ÿçûêè ÍÂÑÏ T N îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� Langi(T N ) = {θ0a1θ1 . . . anθn | aj = L(tj) (0 < j ≤ n), θ0{t1}θ1 . . . {tn}θn ∈
RUN i(T N ), n ≥ 0};

� Langs(T N ) = {θ0A1θ1 . . . Anθn | Aj = L(Uj) (0 < j ≤ n), θ0U1θ1 . . . Unθn ∈
RUN s(T N ), n ≥ 0}.

Îïðåäåëåíèå 9. ÍÂÑÏ T N = ((P, T, F, M0, L), D) è T N ′ = ((P ′, T ′, F ′, M ′
0, L

′), D′),
ïîìå÷åííûå íàä Act, ÿâëÿþòñÿ:

à) øàãîâî (èíòåðëèâèíãîâî) ÿçûêîâî ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ T N ∼=s(i) T N ′),
åñëè Langs(i)(T N ) = Langs(i)(T N ′);

á)øàãîâî (èíòåðëèâèíãîâî) áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ T N ∼s(i)

T N ′), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå (áèñèìóëÿöèÿ) R ⊆ RS(T N ) × RS(T N ′), òàêîå, ÷òî
(S0, S

′
0) ∈ R, è äëÿ âñåõ (S, S ′) ∈ R âûïîëíÿåòñÿ:

1) åñëè S
A−→ S̃ äëÿ A ∈ NAct (S

a−→ S̃ äëÿ a ∈ Act), òîãäà S ′ A−→ S̃ ′ (S ′ a−→ S̃ ′) è

(S̃, S̃ ′) ∈ R;

2) åñëè S
θ−→ S̃ äëÿ θ ∈ R≥0, òî S ′ θ−→ S̃ ′ è (S̃, S̃ ′) ∈ R;

3) êàê ïóíêòû (1) è (2), íî ðîëè T N è T N ′ ìåíÿþòñÿ.
Äëÿ ÍÂÑÏ T N ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿþùèå àëüòåðíàòèâíûå

ÿçûêè, îñíîâàííûå íà ïîíÿòèè âðåìåííûõ ïðîöåññîâ ÍÂÑÏ:
� Tracei(T N ) = {θ0a1θ1 . . . anθn | aj ∈ Act (0 < j ≤ n), θk ∈ R≥0 (0 ≤ k ≤ n),

π0
θ0−→ π̃0

a1−→ π1 . . . π̃n−1
an−→ πn

θn−→ π̃n, π̃n ∈ PRC(T N ), n ≥ 0};
� Traces(T N ) = {θ0A1θ1 . . . Anθn | Aj ∈ NAct (0 < j ≤ n), θk ∈ R≥0 (0 ≤ k ≤ n),

π0
θ0−→ π̃0

A1−→ π1 . . . π̃n−1
An−→ πn

θn−→ π̃n, π̃n ∈ PRC(T N ), n ≥ 0};
� Tracepor(T N ) = {[η(TN)]≃ | π = (TN,φ) ∈ PRC(T N )};
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� Traceprc(T N ) = {[TN ]≃ | π = (TN,φ) ∈ PRC(T N )}.
Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü ⋆ ∈ {i,s,por,prc}. ÍÂÑÏ T N è T N ′, ïîìå÷åííûå íàä Act,

ÿâëÿþòñÿ ⋆-ÿçûêîâî ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ T N ≡⋆ T N ′), åñëè Trace⋆(T N ) =
Trace⋆(T N ′).

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü ⋆ ∈ {i,s,por,prc}. ÍÂÑÏ T N è T N ′, ïîìå÷åííûå íàä Act, ÿâ-
ëÿþòñÿ ⋆-áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ T N -⋆ T N ′), åñëè ñóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèå (áèñèìóëÿöèÿ) R ⊆ PRC(T N ) × PRC(T N ′), òàêîå, ÷òî (π0, π

′
0) ∈ R è äëÿ

âñåõ (π, π′) ∈ R âûïîëíÿåòñÿ:

� [(1)] åñëè π
π̂−→ π̃ äëÿ π̃ ∈ PRC(T N ) è

� π
a−→ π̃ (a ∈ Act) èëè π

θ−→ π̃ (θ ∈ R≥0), â ñëó÷àå ⋆ = i,

� π
A−→ π̃ (A ∈ NAct) èëè π

θ−→ π̃ (θ ∈ R≥0), â ñëó÷àå ⋆ = s,

òîãäà π′ π̂′
−→ π̃′ äëÿ íåêîòîðîãî π̃′ ∈ PRC(T N ′), (π̃, π̃′) ∈ R è

� η(T̂N) ≃ η(T̂N
′
) â ñëó÷àå ⋆ ∈ {i,s,por},

� T̂N ≃ T̂N
′
â ñëó÷àå ⋆ = prc,

� [(2)] êàê ïóíêò (1), íî ðîëè T N è T N ′ ìåíÿþòñÿ.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óêàçûâàåò íà ýêâèâàëåíòíîñòü èíòåðëèâèíãîâûõ è øàãîâûõ ÿçû-

êîâ, îñíîâàííûõ íà ïðîáåãàõ è âðåìåííûõ ïðîöåññàõ ÍÂÑÏ.
Òåîðåìà 2. Äëÿ ÍÂÑÏ T N è T N ′ è ⋆ ∈ {i,s} âûïîëíÿåòñÿ:
� [(à)] T N ∼=⋆ T N ′ ⇐⇒ T N ≡⋆ T N ′,
� [(á)] T N ∼⋆ T N ′ ⇐⇒ T N -⋆ T N ′.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ ⋆ = s, ñëó÷àé ⋆ = i äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
à) Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèÿì 9, a, è 10, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÍÂÑÏ

T N âûïîëíÿåòñÿ Langs(T N ) = Traces(T N ). Ïîñêîëüêó π0
0−→ π0, òî |Traces(T N )| > 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå W = θ0A1θ1 . . . Anθn ∈ Traces(T N ), ò. å. π0
θ0−→ π̃0

A1−→
π1 . . . π̃n−1

An−→ πn
θn−→ π̃n è π̃n ∈ PRC(T N ). Òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììó 4, à, ïîëó÷à-

åì, ÷òî S0 = Sπ0

θ0−→ Sπ̃0

U1−→ Sπ1 . . . Sπ̃n−1

Un−→ Sπn

θn−→ Sπ̃n , ãäå L(Ui) = Ai äëÿ
0 < i ≤ n. Çíà÷èò σ = θ0U1θ1 . . . Unθn ∈ RUN s(T N ), à W ∈ Langs(T N ). Ñëåäîâàòåëü-

íî, Traces(T N ) ⊆ Langs(T N ). Àíàëîãè÷íî, òàê êàê S0
0−→ S0, òî |Langs(T N )| > 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå W̃ = θ0A1θ1 . . . Anθn ∈ Langs(T N ). Òîãäà ñóùåñòâóåò σ =
θ0U1θ1 . . . Unθn ∈ RUN s(T N ), òàêîé, ÷òî L(Ui) = Ai äëÿ 0 < i ≤ n. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S0
θ0−→ S̃0

A1−→ S1 . . . S̃n−1
An−→ Sn

θn−→ S̃n â T N . Òàê êàê

S0 = Sπ0 , òî èç ëåììû 4, á, ïîëó÷àåì, ÷òî π0
θ0−→ π̃0

A1−→ π1 . . . π̃n−1
An−→ πn

θn−→ π̃n è

π̃n ∈ PRC(T N ), ò. å. W̃ ∈ Traces(T N ). Çíà÷èò, Langs(T N ) ⊆ Traces(T N ). Ïîñêîëüêó
Traces(T N ) ⊆ Langs(T N ) è Langs(T N ) ⊆ Traces(T N ), òî Langs(T N ) = Traces(T N ).

á)⇒Ïóñòü T N ∼s T N ′ ñ áèñèìóëÿöèåéR∼. Ïîêàæåì, ÷òî T N -s T N ′ ñ áèñèìóëÿöèåé
R-, òàêîé, ÷òî (π, π′) ∈ R- ⇒ (Sπ, Sπ′) ∈ R∼. Ïî îïðåäåëåíèÿì 9, á, è 11 èìååì, ÷òî
(π0, π

′
0) ∈ R- è (Sπ0 , Sπ′

0
) = (S0, S

′
0) ∈ R∼. Ïóñòü (π, π′) ∈ R-, (Sπ, Sπ′) ∈ R∼ è ñóùåñòâóåò

π̃ ∈ PRC(T N ), òàêîé, ÷òî π
A−→ π̃ (A ∈ NAct). Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 4, a, ïîëó÷àåì,

÷òî Sπ
A−→ Sπ̃. Ïîñêîëüêó (Sπ, Sπ′) ∈ R∼, òî ïî îïðåäåëåíèþ 9, á, Sπ′

A−→ S ′ è (Sπ̃, S
′) ∈

R∼. Áëàãîäàðÿ ëåììå 4, á, ñóùåñòâóåò π̃′ ∈ PRC(T N ), òàêîé, ÷òî π′ A−→ π̃′ è S ′ = Sπ̃′ .

Ñëåäîâàòåëüíî, (π̃, π̃′) ∈ R- è (Sπ̃, Sπ̃′) ∈ R∼. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé π
θ−→ π̃

(θ ∈ R≥0). Â ñèëó ñèììåòðèè ïîëó÷àåì, ÷òî T N -s T N ′.
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≡i ≡s ≡por ≡prc

-i -s -por -prc

Ðèñ. 4. Èåðàðõèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé

á)⇐Ïóñòü T N -s T N ′ c áèñèìóëÿöèåéR-. Ïîêàæåì, ÷òî T N ∼s T N ′ ñ áèñèìóëÿöèåé
R∼, òàêîé, ÷òî (S, S ′) = (Sπ, Sπ′) ∈ R∼, ãäå (π, π′) ∈ R-. Ïî îïðåäåëåíèÿì 9, á, 11 èìååì,
÷òî (S0, S

′
0) = (Sπ0 , Sπ′

0
) ∈ R∼ è (π0, π

′
0) ∈ R-. Ïóñòü (S, S ′) = (Sπ, Sπ′) ∈ R∼ äëÿ (π, π′) ∈

R- è ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå S̃, òàêîå, ÷òî Sπ
A−→ S̃. Òîãäà, ïî ëåììå 4, á, ïîëó÷àåì, ÷òî

ñóùåñòâóåò π̃ ∈ PRC(T N ), òàêîé, ÷òî π
A−→ π̃ è S̃ = Sπ̃. Èç îïðåäåëåíèÿ 11, ñóùåñòâóåò

π̃′ ∈ PRC(T N ), òàêîé, ÷òî π′ A−→ π̃′ è (π̃, π̃′) ∈ R-. Çíà÷èò, Sπ′
A−→ Sπ̃′ ïî ëåììå 4, à.

Ñëåäîâàòåëüíî, (S̃ = Sπ̃, Sπ̃′) ∈ R∼ è (π̃, π̃′) ∈ R-. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

Sπ
θ−→ S̃ (θ ∈ R≥0). Â ñèëó ñèììåòðèè, T N ∼s T N ′.
Íàêîíåö, ïðåäñòàâèì òåîðåìó, óñòàíàâëèâàþùóþ èåðàðõèþ íà ðàññìîòðåííûõ ýêâèâà-

ëåíòíîñòÿõ.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü R, R̃ ∈ {≡i,≡s,≡por,≡prc,-i,-s,-por,-prc}. Äëÿ ëþáûõ ÍÂÑÏ T N

è T N ′ âåðíî

(TN)R(TN ′) ⇒ (TN)R̃(TN ′)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå íà ðèñ. 4 ñóùåñòâóåò ïóòü îò R ê R̃.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàæäóþ äóãó ïîëíîãî íàïðàâëåííîãî ãðàôà, âåðøèíà-

ìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîñêîëüêó òàêèõ îòíîøåíèé ïî óñëî-
âèþ òåîðåìû 8, òî òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü 8 × (8 − 1) = 56 ñëó÷àåâ. Äàëåå, áóäåì ïèñàòü

R ⇒ R̃, åñëè (TN)R(TN ′) ⇒ (TN)R̃(TN ′).
⇒ (1) ≡s ⇒ ≡i. Ïî òåîðåìå 2, à, è îïðåäåëåíèþ Langs(i) ïîëó÷àåì, T N ≡s T N ′ ⇐⇒

T N ∼=s T N ′ ⇐⇒ Langs(T N ) = Langs(TN
′) ⇒ Langi(T N ) = Langi(T N ′) ⇐⇒ T N ∼=i

T N ′ ⇐⇒ T N ≡i T N ′.
(2) ≡por ⇒ ≡s. Ïóñòü T N ≡por T N ′. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî W =

θ0A1θ1 . . . Anθn ∈ Langs(T N ) ̸= ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîáåã σ = θ0U1θ1 . . . Unθn ∈
RUN s(T N ), òàêîé, ÷òî L(Ui) = Ai äëÿ 0 < i ≤ n. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2, á, ñóùåñòâóåò
π = (TN,φ) ∈ PRC(T N ) è ω = C0V1C1 . . . VnCn ∈ GRF s(TN), òàêèå, ÷òî Runφ(ω) = σ.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî l(Vi) = L(Ui) = Ai (0 < i ≤ n) è τ(Cj) = θj (0 ≤ j ≤ n). Ïîñêîëüêó
T N ≡por T N ′, òî ñóùåñòâóåò π′ = (TN ′, φ′) ∈ PRC(T N ′), òàêîé, ÷òî β : η(TN) ≃ η(TN ′).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ω′ = C ′

0V
′
1C

′
1 . . . V

′
nC

′
n ∈ GRF s(TN

′), ãäå V ′
i = β(Vi) è l′(V ′

i ) = l(Vi)
äëÿ 0 < i ≤ n. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ei ∈ (Vi ̸= ∅) è e′i = β(ei) (0 < i ≤ n).
Òîãäà τ ′(C ′

j) = Age′(e′j+1) − Age′(e′j) = Age(ej+1) − Age(ej) = τ(Cj) (0 ≤ j < n),
τ ′(C ′

n) = Age′(end′) − Age′(e′n−1) = Age(end) − Age(en−1) = τ(Cn) â ñëó÷àå n > 0 è
τ ′(C ′

n) = Age′(end′) = Age(end) = τ(Cn) â ñëó÷àå n = 0, ò. å. τ ′(C ′
i) = τ(Ci) = θi (0 ≤ i ≤

n). Áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåíèþ 2, à, ïîëó÷àåì, ÷òî Run(ω′) = θ0U
′
1θ1 . . . U

′
nθn ∈ RUN s(T N ′)

è L(U ′
i) = Ai äëÿ 0 < i ≤ n, ò. å. W ∈ Langs(T N ′). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà W è

ñèììåòðèè ïîëó÷àåì, ÷òî Langs(T N ) = Langs(T N ′), è êàê ñëåäñòâèå, T N ∼=s T N ′. Èç
òåîðåìû 2 èìååì, ÷òî T N ≡s T N ′.
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T̃ N 1 :

p1

p2

p3

p4

t1, a[0,0]

t2, b[0,3]

T̃ N 2 :

p1

p2 p3

p4 p5

p6

t1, a[0,0] t2, b[0,0]

t3, b[0,0] t4, a[0,0]

t5, b[0,3]

T̃ N 3 :

p1

p2

p3

p4

p5 p6

t1, a[0,0]

t2, b[0,3]

t3, a[0,0] t4, b[0,0]

T̃ N 4 :

p1

p2

p5

p3

p4

t1, a[0,0]

t2, b[0,3]

T̃ N 5 :

p1

p2

p5

p3

p4

t1, a[0,0]

t2, b[0,3]

t3, a[0,0]

Ðèñ. 5. Ïðèìåðû ÍÂÑÏ
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(3) ≡prc ⇒ ≡por. Ïóñòü T N ≡prc T N ′. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ ÂÏÑÑ TN è TN ′ èç
TN ≃ TN ′ ñëåäóåò η(TN) ≃ η(TN ′), òî T N ≡prc T N ′ ⇐⇒ {[TN ]≃ | π = (TN,φ) ∈
PRC(T N )} = {[TN ′]≃ | π′ = (TN ′, φ′) ∈ PRC(T N ′)} ⇒ {[η(TN)]≃ | π = (TN,φ) ∈
PRC(T N )} = {[η(TN ′)]≃ | π′ = (TN ′, φ′) ∈ PRC(T N ′)} ⇐⇒ T N ≡por T N ′.

(4) -s ⇒ -i. Ïî òåîðåìå 2, á, è îïðåäåëåíèþ 9 ïîëó÷àåì, T N -s T N ′ ⇐⇒ T N ∼s

T N ′ ⇒ T N ∼i T N ′ ⇐⇒ T N -i T N ′.
(5) -pom ⇒ -s Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 11.
(6) -prc ⇒ -por. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 11 è òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÂÏÑÑ TN è

TN ′ èç TN ≃ TN ′ ñëåäóåò η(TN) ≃ η(TN ′).
(7) -i ⇒ ≡i; -s ⇒ ≡s. Ïóñòü T N -i T N ′ è W = θ0a1θ1 . . . anθn ∈ Langi(T N ) ̸=

∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò θ0{t1}θ1 . . . {tn}θn ∈ RUN i(T N ), ãäå L(ti) = ai äëÿ 0 < i ≤ n, è

S0
θ0−→ S̃0

{t1}−→ S1 . . . S̃n−1
{tn}−→ Sn

θn−→ S̃n. Ïîñêîëüêó T N -i T N ′, òî T N ∼i T N ′ ïî
òåîðåìå 2, á. Çíà÷èò, äëÿ Si, S̃i ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâåííî S ′

i, S̃
′
i (0 ≤ i ≤ n) â T N ′,

òàêèå, ÷òî S ′
0

θ0−→ S̃ ′
0

{t′1}−→ S ′
1 . . . S̃

′
n−1

{t′n}−→ S ′
n

θn−→ S̃ ′
n, ãäå S ′

0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è
L′(t′j) = L(tj) = aj äëÿ 0 < j ≤ n. Ñëåäîâàòåëüíî,W ∈ Langi(T N ′). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
âûáîðà W ∈ Langi(T N ) èìååì, ÷òî Langi(T N ) = Langi(T N ′), ò. å. T N ∼=i T N ′. Òîãäà
T N ≡i T N ′, áëàãîäàðÿ òåîðåìå 2, à. Ñëó÷àé -s ⇒ ≡s äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

(8) -por ⇒ ≡por; -prc ⇒ ≡prc. Ïóñòü T N -por T N ′ ñ áèñèìóëÿöèåé R-. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå π = (TN,φ) ∈ PRC(T N ) ̸= ∅. Ïî îïðåäåëåíèþ 11 (π0, π

′
0) ∈ R-. Êðîìå

òîãî, ïîñêîëüêó π0
π−→ π, òî ñóùåñòâóåò π′ = (TN ′, φ′) ∈ PRC(T N ′), òàêîé, ÷òî π′

0
π′
−→ π′

è η(TN) ≃ η(TN ′). Â ñèëó ñèììåòðèè è ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà π ∈ PRC(T N ) ïîëó÷àåì,
÷òî Tracepor(T N ) = {[η(TN)]≃ | π = (TN,φ) ∈ PRC(T N )} = {[η(TN ′)]≃ | π′ = (TN ′, φ′) ∈
PRC(T N ′)} = Tracepor(T N ′), ò. å. T N ≡por T N ′. Ñëó÷àé -prc ⇒ ≡prc äîêàçûâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî.

(9) ≡por ⇒ ≡i; ≡prc ⇒ ≡s; ≡prc ⇒ ≡i; -por ⇒ -i; -prc ⇒ -s; -prc ⇒ -i; -s ⇒ ≡i;
-por ⇒ ≡i; -por ⇒ ≡s; -prc ⇒ ≡i; -prc ⇒ ≡s; -prc ⇒ ≡por. Ñëåäóåò èç ïóíêòîâ (1�8)

⇐ Äàëåå ðàññìîòðèì êîíòðïðèìåðû ñ ÍÂÑÏ, èçîáðàæåííûìè íà ðèñ. 5.

(10) -i ̸⇒ ≡s. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ T̃ N 1 è T̃ N 2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî T̃ N 1 ∼i T̃ N 2,
ïîñêîëüêó ñëîâà, îáðàçîâàííûå èíòåðëèâèíãîâûìè ïðîáåãàìè, ó ýòèõ ñåòåé ñîâïàäàþò.

Çíà÷èò, êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 2, á, T̃ N 1 -i T̃ N 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò ñëîâî

0 [a,b] 0 ∈ Langs(T̃ N 1), îáðàçîâàííîå øàãîâûì ïðîáåãîì 0 {t1, t2} 0 ñåòè T̃ N 1, êîòîðîå íå

ïðèíàäëåæèò Langs(T̃ N 2), ïîñêîëüêó íèêàêèå äâà ïåðåõîäà T̃ N 2 íå ìîãóò îäíîâðåìåííî

ñðàáîòàòü â T̃ N 2. Òîãäà Langs(T̃ N 1) ̸= Langs(T̃ N 2), ò. å. T̃ N 1 ̸∼=s T̃ N 2. Èç òåîðåìû 2, á,

ïîëó÷àåì, T̃ N 1 ̸≡s T̃ N 2. Ñëåäîâàòåëüíî, -i ̸⇒ ≡s.
(11) ≡i ̸⇒ ≡s; ≡i ̸⇒ ≡por; ≡i ̸⇒ ≡prc; ≡i ̸⇒ -s; ≡i ̸⇒ -por; ≡i ̸⇒ -prc; -i ̸⇒ ≡por;

-i ̸⇒ ≡prc; -i ̸⇒ -s; -i ̸⇒ -por; -i ̸⇒ -prc ñëåäóþò èç ïóíêòîâ (1�10).

(12) -s ̸⇒ ≡por. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ T̃ N 1 è T̃ N 3. Âèäíî, ÷òî åñëè S0
σ−→ S â T̃ N 1,

S ′
0

σ′
−→ S ′ â T̃ N 3 è ñëîâà, ñîîòâåòñòâóþùèå σ è σ′, ñîâïàäàþò, òî èç S

A−→ S̃ (S
θ−→ S̃)

â T̃ N 1 ñëåäóåò, S
′ A−→ S̃ ′ (S ′ θ−→ S̃ ′) â T̃ N 3. Ïî îïðåäåëåíèþ 9 ïîëó÷àåì, ÷òî T̃ N 1 ∼s

T̃ N 3. Òîãäà T̃ N 1 -s T̃ N 3 ñîãëàñíî òåîðåìå 2, á. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ T̃ N 3 ñóùåñòâóåò
âðåìåííîé ïðîöåññ, â êîòîðîì äåéñòâèå b ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé äëÿ äåéñòâèÿ a. Êàê ìîæíî
âèäåòü, äëÿ T̃ N 1 íåò ïðîöåññà ñ ïîäîáíûì ïîðÿäêîì ñîáûòèé. Çíà÷èò, {[η(TN)]≃ | π =
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(TN,φ) ∈ PRC(T̃ N 3)} ≠ {[η(TN ′)]≃ | π′ = (TN ′, φ′) ∈ PRC(T̃ N 1)}, ò. å. T̃ N 1 ̸≡por T̃ N 3.
Ñëåäîâàòåëüíî, -s ̸⇒ ≡por.

(13) ≡s ̸⇒ ≡por; ≡s ̸⇒ ≡prc; ≡s ̸⇒ -por; ≡s ̸⇒ -prc; -s ̸⇒ ≡prc; -s ̸⇒ -por; -s ̸⇒ -prc

ñëåäóþò èç ïóíêòîâ (1�8) è (12).

(14) -por ̸⇒ ≡prc. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ T̃ N 1 è T̃ N 4. Èç êîíñòðóêöèè ÍÂÑÏ è îïðåäåëå-

íèÿ 11 âèäíî, ÷òî T̃ N 1 -por T̃ N 4. Ïîñêîëüêó ÏÑÑ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ èç PRC(T̃ N 1)

èìåþò äâà âõîäíûõ óñëîâèÿ, à èç PRC(T̃ N 4) òðè, òî Traceprc(T̃ N 1) ̸= Traceprc(T̃ N 4).

Ñëåäîâàòåëüíî, T̃ N 1 ̸≡prc T̃ N 4 è -por ̸⇒ ≡prc.
(15) ≡por ̸⇒ ≡prc; ≡por ̸⇒ -prc; -por ̸⇒ -prc ñëåäóþò èç ïóíêòîâ (1�8) è (14).

(16) ≡prc ̸⇒ -i. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ T̃ N 4 è T̃ N 5. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî {[TN ]≃ |
π = (TN,φ) ∈ PRC(T̃ N 4)} = {[TN ′]≃ | π′ = (TN ′, φ′) ∈ PRC(T̃ N 5)}, ò. å. T̃ N 4 ≡prc

T̃ N 5. Ïîêàæåì, ÷òî T̃ N 4 ̸-i T̃ N 5. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. T̃ N 4 -i T̃ N 5. Òîãäà, ïî

òåîðåìå 2, á, T̃ N 4 ∼i T̃ N 5 ñ íåêîòîðîé áèñèìóëÿöèåé R∼. Èìååì, ÷òî S0
{t1}−→ S â T̃ N 4,

S ′
0

{t3}−→ S ′ â T̃ N 5 è L(t1) = L′(t3), ò. å. (S, S
′) ∈ R∼ ïî îïðåäåëåíèþ 9. Êðîìå òîãî, S

{t2}−→ S̃

â T̃ N 4, íî íè îäèí èç ïåðåõîäîâ íå ìîæåò ñðàáîòàòü èç S
′ â T̃ N 5, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå

ñ îïðåäåëåíèåì 9. Ñëåäîâàòåëüíî T̃ N 4 ̸-i T̃ N 5 è ≡prc ̸⇒ -i.
(17) ≡i ̸⇒ -i; ≡s ̸⇒ -i; ≡s ̸⇒ -s; ≡por ̸⇒ -i; ≡por ̸⇒ -s; ≡por ̸⇒ -por; ≡prc ̸⇒ -s;

≡prc ̸⇒ -por; ≡prc ̸⇒ -prc ñëåäóåò èç ïóíêòîâ (1�8) è (16).
Çàêëþ÷åíèå. Â ñòàòüå äëÿ ÍÂÑÏ ñî ñëàáîé âðåìåííîé è ïðîìåæóòî÷íîé ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ñòðàòåãèÿìè áûëè îïðåäåëåíû è èçó÷åíû ïîâåäåí÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè â
äèõîòîìèÿõ ¾ëèíåéíîå � âåòâÿùååñÿ âðåìÿ¿ è ¾èíòåðëèâèíã � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¿. Â
êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ïåðâîé äèõîòîìèè èñïîëüçîâàëèñü ÿçûêîâîé è áèñèìóëÿöèîííûé
ïîäõîäû. Âòîðîé ñïåêòð áûë ïðåäñòàâëåí ñåìàíòèêîé èíòåðëèâèíãà, øàãà, ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà è âðåìåííûõ ïðîöåññîâ. Ìåæäó ïðåäñòàâëåííûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè áûëè
óñòàíîâëåíû âçàèìîñâÿçè è ïîñòðîåíà èõ îáùàÿ èåðàðõèÿ. Â êà÷åñòâå äàëüíåéøåé
ðàáîòû ïëàíèðóåòñÿ îïðåäåëèòü è èçó÷èòü ST-áèñèìóëÿöèîííûå, ñîõðàíÿþùèå èñòîðèþ
è ñîõðàíÿþùèå êîíôëèêò áèñèìóëÿöèîííûå ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêæå ïëàíèðóåòñÿ ðàñ-
øèðèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà àòîìàðíóþ è óñòîé÷èâî àòîìàðíóþ ïðîñòðàíñòâåííûå
ñòðàòåãèè.
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