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CHARACTERISTICS OF TRENDS IN THE RADIATION 
DYNAMICS OF POLYMER PLANAR WAVEGUIDE 

STRUCTURES WITH PHOSPHORS FOR ULTRAVIOLET 
INFORMATION SYSTEMS DURING LONG-TERM FIELD TESTS

A.V. Britvin*, N.S. Nikitenko*, A.B. Poller*, B.V. Poller*’**, N. V. Shakhov *’**
* Institute of Laser Physics SB RAS,

630090, Novosibirsk, Russia 
**Novosibirsk State Technical University, 

630087, Novosibirsk, Russia

DOI: 10.24412/2073-0667-2022-3-5-13
EDN: IZOMFV

Polymer film and fiber phosphor converters — luminescent antennas — offer significant prospects 
for the construction of UV information sensor and telecommunication systems. Unlike lens and reflex 
optical elements, they have a large area and light weight, have large angles of field of view. Due to 
the complete internal reflection of UV radiation from phosphors in the film or fiber, the signal is 
concentrated at the output ends, which can be connected to photodetectors or optical cables.

Key words: ultraviolet, atmospheric optical communication lines, communication without 
direct visibility.
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ХАРАКТЕРИСТИКИ ТРЕНДОВ В ДИНАМИКЕ ИЗЛУЧЕНИЯ 
ПОЛИМЕРНЫХ ПЛАНАРНО-ВОЛНОВОДНЫХ СТРУКТУР С

ЛЮМИНОФОРАМИ ДЛЯ УЛЬТРАФИОЛЕТОВЫХ 
ИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМ ПРИ ДЛИТЕЛЬНЫХ 

НАТУРНЫХ ИСПЫТАНИЯХ

А. В. Бритвин*, Н.С. Никитенко*, А. Б. Поллер*, Б. В. Поллер*,**5 Н. В. Шaxoв*,**

* Институт лазерной физики СО РАН,
630090, г. Новосибирск, Россия

**Новосибирский государственный технический университет,
630073, г. Новосибирск, Россия

УДК 621.384.4
DOI: 10.24412/2073-0667-2022-3-5-13
EDN: IZOMFV

Значительные перспективы для построения ультрафиолетовых (УФ) информационных сен­
сорных и телекоммуникационных систем открывают полимерные пленочные и волоконные 
люминофорные преобразователи — люминесцентные антенны. В отличие от линзовых и ре­
флекторных оптических элементов, они имеют большую площадь и малый вес, имеют большие 
углы поля зрения. За счет полного внутреннего отражения УФ излучений от люминофоров 
в пленке или волокне происходит концентрация сигнала на выходных торцах, которые могут 
быть подключены к фотоприемникам или к оптическим кабелям.

Ключевые слова: ультрафиолетовые информационные системы, люминофоры, полимер­
ные планарные волноводы, атмосферные оптические линии связи.

Рост потребностей в передаче информации между мобильными абонентами как внутри 
помещения, так и между транспортом, в системах мониторинга наземных объектов и пр. 
без использования радиодиапазопа стимулирует интерес к новым беспроводным оптиче­
ским линиям связи и контроля с использованием приемников с большим полем зрения 
[1-7]. Если для передачи в помещении в сетях Li-Wi возможно использование видимого и 
инфракрасного диапазонов, то вне помещений из-за солнечной помехи предпочтение отда­
ется коротковолновой области видимого диапазона (меньше 415 им) и ультрафиолетовому 
(УФ) излучению. Интенсивные исследования и применение УФ информационных систем 
проводятся за рубежом, разработаны специализированные излучатели и приемники для 
УФ диапазона [6-7].

В ИЛФ СО РАН в начале 2000 годов были разработаны и испытаны УФ липни связи с 
волоконными антеннами с люминофорами для приема речевой информации па дальности 
до 400 м, пленочные и волоконные антенны для радиозондов для контроля УФ радиации 
от солнца па высотах до 25 км и для ретрансляции лазерных сигналов со спутников [8-10].

Значительно позже начаты в США в 2016 г. исследования люминесцентных антенн па 
базе полимерных волноводов для приема лазерных сигналов [11-12].

(с) А. В. Бритвин, Н. С. Никитенко, А. Б. Поллер, Б. В. Поллер, Н. В. Шахов, 2022
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В ИЛФ СО РАН совместно с ИФП СО РАН и ИХКиГ СО РАН в 2015-2018 гг. ис­
следовались вопросы построения наземно-космических лазерных телекоммуникационных 
линий с применением пленочных УФ приемных антенн совместно с СВЧ антеннами [13, 
14].

Для экспериментов по УФ информационным системам на атмосферных трассах были 
разработаны макеты УФ передатчиков на матрицах мощных УФ светодиодов, разрабо­
танных совместно с АО „НИИПП“ (г. Томск). Для приема излучения использовались как 
фотодиодный приемник с чувствительностью не хуже 5 нВт с различными оптическими 
антеннами, так и приемник на ФЭУ производства Hamamatsu с чувствительностью не 
хуже десятков нВт с кварцевой линзой и оптическим фильтром. Выходные сигналы реги­
стрировались с помощью осциллографов. Измерения на трассах до 1,6 км производились 
в летнее время при метеорологической дальности видимости не менее 10 км.

Значительные возможности открывают для построения УФ информационных сенсор­
ных и телекоммуникационных систем полимерные пленочные и волоконные люминесцент­
ные преобразователи — люминесцентные антенны (ЛА). В отличие от линзовых и рефлек­
торных оптических элементов они имеют большую площадь и малый вес, имеют большие 
углы поля зрения. За счет полного внутреннего отражения УФ излучений люминсценции 
в планарном (пленка) или цилиндрическом (оптическое волокно) волноводе, происходит 
концентрация сигнала на выходных торцах, которые могут быть подключены непосред­
ственно к фотоприемникам или через оптические кабели.

Теоретические оценки показывают, что для приема одного бита информации с веро­
ятностью ошибки 10-6 в идеале необходимо не менее 30 УФ фотонов, однако, учитывая 
реальные шумовые характеристики УФ приемников, эту оценку необходимо увеличить на 
один-два порядка, что подтверждается экспериментально. Быстродействие полимерных 
преобразователей определяется временем возбуждения люминофора, которое составляет 
несколько нс, что позволяет получить пропускную способность многоволновых УФ ин­
формационных систем до нескольких Гбит/с.

Эффективность длительного функционирования информационной системы с ЛА, ее 
производительность по передаче информации в атмосферных условия П в большой степе­
ни зависит от стабильности преобразования параметров входных оптических импульсов в 
планарно-волоконной структуре ЛА в течение длительного времени эксплуатации систе­
мы.

В общем случае производительность П и стабильность преобразования зависят от трен­
дов в динамике излучения люминесценции полимерных планарно-волноводных структур 
с люминофорами. Эти тренды определяются факторами воздействия внешней среды на 
ЛА — мощностью и длительностью облучения рабочим сигналом, мощностью и длитель­
ностью облучения солнечной засветкой и оптическими помехами, влиянием температуры 
и загрязненности воздуха.

Поэтому актуальной задачей оценки возможности длительного использования планар­
но волоконных структур с люминофорами в течение нескольких лет в аппаратуре связи 
и контроля является задача исследования трендов в динамике излучения люминесцен­
ции в этих структурах по отношению к длительной солнечной засветке, к УФ облучению 
рабочими сигналами, к влиянию температуры в разные сезоны года.

Для применения в УФ информационных системах были изготовлены эксперименталь­
ные образцы люминесцентных антенн на основе разработанных технологий синтеза пленок 
из полиметилметакрилата (ПММА) и акрилата с различными люминофорами. Сами эти 
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полимеры обладают высокой атмосферной устойчивостью и применяются при изготовле­
нии иллюминаторов, автомобильных стекол, полимерной оптики и волокон, сцинтиллято­
ров в ядерной физике, солнечных концентраторах и др. [15-17].

Для снижения реакций гашения люминесценции в пленках из-за взаимодействия с мо­
лекулярным кислородом производилась дегазация этих пленок в вакууме. Акрилатные 
пленки подвергались адаптивной полимеризации при облучении в вакууме матрицами 
УФ светодиодов. Эти пленки имеют значительно меньшее время изготовления и стои­
мость, нежели пленки из ПММА. Лабораторные испытания фотостабильности пленок с 
различными люминофорами показали перспективность использования люминофоров типа 
Кумаринов [18]. При длительном интенсивном УФ облучении в лабораторных условиях 
в течение 700 часов (2,52-106 с) было установлено незначительное снижение излучения 
люминесценции.

Для оценки характеристик длительного использования таких структур в атмосферных 
системах связи и контроля были разработаны стенды, методики и выполнены годичные 
испытания экспериментальных образцов люминесцентных антенн площадью около 20 см 2 
в защитных корпусах, установленных на стене пристройки на крыше ИЛФ СО РАН с 
ориентацией антенн на юго-восток. Сигналы излучения люминесценции с антенны при 
облучении от выносного и стационарного УФ излучателей снимались с помощью многово­
локонных оптических кабелей, введенных через стену здания в комнату с измерительной 
аппаратурой.

Методика измерений заключалась в регулярном измерении (1-2 раза в сутки) на осцил­
лографе амплитуды сигнала и уровня шумов на выходе фотоусилителя, подключаемого 
к оптическим кабелям от внешних ЛА. Выносной малогабаритный УФ импульсный из­
лучатель с автономным питанием и с основным спектром излучения в области 370 нм 
размещался оператором вплотную к антенне на время до нескольких минут, необходимых 
для регистрации оператором в комнате амплитуды импульсных сигналов на осциллогра­
фе. С марта 2021 г. антенна из ПММА и антенна из акрилата с августа 2021 г. и по 
настоящее время находятся на уличном стенде. Антенна из ПММА (ЛА1) имеет посто­
янно присоединенный многоволоконный оптический кабель, антенна из акрилата (ЛА2) 
подключена к аналогичному кабелю через внешний оптический разъем. Оптические кабе­
ли поочередно включаются через оптический разъем, установленный на фотоусилителе, 
выход фотоусилителя подключен к цифровому осциллографу, показания которого считы­
вает и записывает второй оператор.

Для определения максимальных значений в плоскости антенн засветки от солнца из­
мерялась энергетическая освещенность (Вт/м2) УФ радиометром ТКА-ПКМ/12 в под­
диапазоне УФ „А“ (315-400) нм и люксметром ТКА-ЛЮКС освещенность в диапазоне 
(1-200 000) люкс.

Максимальные значения облучения антенн были в летнее время и достигали значения в 
УФ „А“ до 4 Вт/м2 и до 130 клк в видимом диапазоне. Минимальная внешняя температура 
зимой до минус 30 ° С, в летнее время за счет нагрева от стены пристройки и крыши здания 
максимальная внешняя температура до плюс 38°C.

Энергетическая облученность антенн от выносного излучателя составляла 0,3 Вт/м2 
на защитном стекле антенн и незначительно колебалась в зависимости от температуры 
окружающей среды и состояния батарей питания.

Стационарный импульсный излучатель на мощном УФ светодиоде на 365 нм находился 
на расстоянии несколько метров от антенн при питании от съемного аккумулятора. Излу-
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Рис. 1. Диаграмма динамики уровня излучения люминесценции (красная U с 8.04.2021 г. при облучении 
1680 час). Изменения средней температуры подекадно (синяя), накопленные импульсы УФ излучения 

(серая)

чатель генерировал импульсный поток с длительностью импульсов 30 мкс и скважностью 
133 на 70 суток при изменении температуры воздуха от минус 3°С до плюс 25°С. Данные 
измерения проводились при солнечном облучении антенны ежедневно.

Последовательно подекадно (за 10 суток) усредненные величины принятых сигналов 
Ui с антенны из ПММА и наблюдавгнихся температур Ti представлены на рис. 1. Оценка 
величины отклонения текущих значений Ui от полученных подекадно средних значений 
(оценка дисперсий) показывает, что для пяти декад отклонения были менее 8 % от теку­
щих средних и наблюдается тренд па снижение средних величии. Максимальные диспер­
сии наблюдались в первую и третью декаду наблюдений, что обусловлено колебаниями 
температуры воздуха.

Полученные данные свидетельствуют о тренде динамики изменения излучения люми­
несценции в виде незначительного уменьшения (па 15-20 %) излучения при росте темпе­
ратуры окружающей среды до 30-40 °C. Этот тренд совпадает с известными результатами 
характеристик излучения люминофоров при различных температурах [15, 17].

Также можно сделать вывод о прогнозе стабильной производительности П системы 
этой ЛА с данным типом люминофора, па основе полученной нами [18] лабораторной 
оценки фотоустойчивости при непрерывном длительном УФ облучении пленки из ПМ­
МА таким же УФ светодиодом с большей облученностью. Без учета влияния накопленной 
солнечной облученности и других факторов (старение полимера, загрязнение защитных 
стекол и др.) можно предполагать, что такая антенна при облучении аналогичным им­
пульсным сигналом будет функционировать около 90 тысяч часов.

Метод анализа влияния солнечной облученности па антенны из ПММА (ЛА1) и из 
акрилата (ЛА2) базируется па анализе динамики изменения уровня принятого сигнала 
люминесценции U от выносного УФ излучателя в соответствии с ростом накопленной све-
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Таблица 1
Средние уровни принятых сигналов

Месяц 
и 

год

Средний уровень 
сигнала с ЛА1, 

отн. ед.

Средний уровень 
сигнала с ЛА2, 

отн. ед.

Суммарная засветка 
за месяц, 

часы

Накопление 
засветки, 

часы
04.2021 71,6 - 428
05.2021 - - 506 934
06.2021 67,5 - 524 1458
07.2021 71 - 522 1980
08.2021 65 11 464 2444
09.2021 65 10 381 2826
10.2021 49,3 8 312 3137
П.2021 48 10 248 3385
12.2021 46.8 10,5 221 3606
01.2022 40,5 10 233 3839
02.2022 - - 270 4109
03.2022 43,2 7,5 369 4478
04.2022 39 6,5 428 4906
05.2022 38,8 7,5 506 5412

товой экспозиции в течение года. Для повышения точности измерений уровней излучения 
люминесценции величины облученности антенн излучателями выбирались для получения 
отношения сигнал /шум на выходе фотоусилителя не менее 5. Также учитывалось изме­
нение уровня шумов из-за электромагнитных наводок на измерительные приборы.

Данные расчета средних уровней измеренных сигналов с антенн помесячно и расчетные 
значения суммарной продолжительности световых дней засветки помесячно приведены в 
таблице начиная с апреля 2021 г. по июнь 2022 г.

Из данных таблицы следует, что в динамике излучения люминесценции из-за влияния 
продолжительной солнечной засветки в течение 14 и 10 месяцев наблюдается постепенный 
тренд уменьшения выходного сигнала, ориентировочно для ЛА1 на 45 %, для ЛА2 на 32 %. 
Поскольку для люминесцентных антенн не использовались известные оптические средства 
защиты приемных систем от солнечных помех — бленды, оптические фильтры, можно 
прогнозировать при их применении значительное снижение тренда уменьшения излучения 
люминесценции для увеличения срока службы оптических антенн.

Выводы:
1. Полученные данные при импульсном облучении антенны из ПММА в течение 70 

суток свидетельствуют о тренде динамики незначительного уменьшения излучения лю­
минесценции при росте температуры от минус 3 до плюс 38°C.

Прогнозная оценка сохранения производительности информационной системы предпо­
лагает, что при облучении аналогичным импульсным сигналом система будет функциони­
ровать около 90 тысяч часов.

2. В динамике излучения люминесценции из-за влияния продолжительной солнечной 
засветки на ЛА, не защищенных от солнечных помех, наблюдается постепенный тренд 
уменьшения излучения люминесценции. Можно прогнозировать значительное снижение 
тренда уменьшения излучения люминесценции при применении известных оптических 
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средств защиты приемных систем от солнечных помех (оптические фильтры, бленды, 
и др.) и сохранение производительности информационной системы на срок до 90 тысяч 
часов.
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Age-related biomarkers are qualitative and quantitative indicators of the human body’s aging 
processes. An organism’s biological age is critical in defining its physiological state. Machine learning 
has resulted in the development of a wide range of age predictors that differ in importance, simplicity of 
use, cost, applicability, and interpretability. The current work presents and investigates a noninvasive 
class of visual photographic markers of aging. This research describes a simple and reliable age indicator 
based on deep neural networks that uses just anonymised images of a person’s eye corners. In a large 
age range of a specific human population, the trained neural network has an average absolute error of 
less than three years.

Key words: Age Prediction, Biomedical Imaging, Computer Vision, Deep Learning, 
Photographic Aging Biomarkcr.
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Возрастные биомаркеры — это качественные и количественные показатели процессов старения 
в организме человека. Биологический возраст организма имеет болвшое значение для опреде­
ления его физиологического состояния. Появление машинного обучения привело к созданию 
широкого спектра предикторов возраста, которые различаются по значимости, простоте ис­
пользования, стоимости, применению и интерпретируемости. В настоящем исследовании пред­
ставлен и изучен неинвазивный класс визуальных фотографических индикаторов старения. В 
настоящей работе представлен простой и надежный индикатор возраста на основе глубоких 
нейронных сетей, использующих только анонимизированные фотографии уголков глаз челове­
ка. Обученная нейросеть показывает среднюю абсолютную ошибку менее трех лет в широком 
возрастном диапазоне конкретной человеческой популяции.

Ключевые слова: предсказание возраста, биомедицинская визуализация, компьютерное 
зрение, глубокое обучение, биомаркер фотографического старения.

Введение. Область предсказания возраста по различным биомаркерам старения осве­
щена в многочисленных работах по биологии, биоипформатикс, машинному обучению и 
компьютерному зрению. Одни из наиболее популярных подходов к оценке возраста — это 
использование изображения лица в качестве визуального, пеипвазивпого биомаркера. Это 
подтверждается большим количеством изображений лиц и наборов данных, доступных в 
Интернете, таких как FG-XET, MORPH [1], Adience [2], IMDB-Wiki [3]. Кроме того, суще­
ствует множество текущих исследований в смежных задачах, включая определение пола, 
оценку ориентиров и реконструкцию 3D модели.

Большинство методов, изобретенных в последнее десятилетие, опирается па разрабо­
танные вручную признаки и статистические модели [4-6], т. е. снятые в определенных 
условиях. Благодаря современным преимуществам компьютерного зрения, оценка возрас­
та может быть выполнена даже для неограниченных (in-thc-wild) изображений — тех, 
которые могут иметь такие артефакты как размытость, окклюзия, различные степени 
деформации из-за сильной мимики или движения головы.

Авторы [7] используют сеть VGG-Facc для предсказания возраста; представленное ре­
шение достигает высоких результатов па наборе данных Adience in-thc-wild (59.9 точная 
точность и 90.57 точность 1-off для 8 возрастных групп). В работе [8] представлено ре­
шение для одновременного предсказания возраста и пола с помощью нейронных сетей, 

© Е.А. Бобров, 2022
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предварительно обученных на наборах данных ImageNet [9] и IMDB-WIKI, которое до­
стигает очень высокого качества на наборе данных Adience (66,7 точности и 97,38 1-off 
точности) с 34-слойной нейросетью.

В статье [3] рассматриваются задачи хронологического (реального) и кажущегося (вос­
принимаемого другими людьми) возраста. Устройство алгоритма начинается с детектора 
лиц, который определяет положение лица на входном изображении. Затем выполняется 
выравнивание по нормализованной позиции нового окна (без использования ориентиров 
лица), за которым следуют классификация с помощью сверточной сети (Convolution Neural 
Network — CNN), предварительно обученной на датасете ImageNet и отлаженной на набо­
ре данных IMDB-Wiki. Авторы сообщают, что средняя абсолютная ошибка (Mean Absolute 
Error — МАЕ) составляет 3,318 года на базе данных IMDB-Wiki — это лучший результат — 
для предсказания видимого возраста, а МАЕ — 2,68 года на базе данных MORPH2 и 3,09 
года на базе данных FG-NET для предсказания хронологического возраста.

В качестве примера другого применения изображения лица как биомаркера старения 
в [10] можно исследовать результаты моделирования изображений лица с навязанным из- 
мененнем возраста с помощью генеративных состязательных сетей (Generative Adversarial 
Networks — GAN). В работе [11] представлены поразительные по визуальному качеству 
результаты по задаче получения более старого изображения человека по одной фотогра­
фии.

Один из популярных подходов к оценке возраста основан на анализе различных ве­
ществ организма или анализе ДНК. Например, авторы [12] исследуют задачу предсказа­
ния возраста по биохимическому анализу образца крови с помощью моделей, основанных 
на ансамблях глубоких нейронных сетей, и, обучившись на более чем 60 000 образцах, 
сообщают о качестве R2 = 0,82 и МАЕ = 5,55 лет. Ансамбль также определил 5 наибо­
лее важных маркеров для предсказания хронологического возраста человека: альбумин, 
глюкоза, щелочная фосфатаза, мочевина и эритроциты.

Возраст также может быть предсказан по скорости метилирования ДНК, о чем гово­
рится в фундаментальной работе [13]; в ней показано, что R2 = 0,96 и МАЕ=2,7 года, 
оценки могут быть достигнуты на основе сбора 8000 образцов из 82 наборов данных мас­
сива метилирования ДНК Illumina, охватывающих 51 здоровую ткань и тип клеток. Этот 
предиктор обычно называют эпигенетическими часами Хорвата. Несмотря на высокую 
точность, основной недостаток методов на основе ДНК заключается в их инвазивности.

Настоящая работа посвящена использованию подхода глубокого обучения для точно­
го предсказания хронологического возраста и исследованию признаков, способствующих 
предсказанию возраста. Для этого метода требуется только одно изображение высокого 
разрешения области уголка глаза. Считается, что область уголков глаз на лице человека 
наиболее подвержена старению [14]. Из этого можно заключить, что такие изображения 
содержат важные подсказки для создания фотографических биомаркеров старения. На­
стоящая работа является продолжением работы автора [15].

1. Выборка данных. Набор данных состоит из фотографий уголков глаз высокого 
разрешения с метками возраста. Эти изображения имеют высокое разрешение, без каких- 
либо окклюзий в области лица. Лица равномерно освещены белым светом и сняты с кон­
трастом и яркостью с помощью стационарной камеры. Итоговый набор данных, который 
использовался для представленных экспериментов, состоит из 8414 изображений лиц, из 
которых 95 % — белые женские лица. Чтобы избежать дальнейших окклюзий и отраже­
ний, участники не носили одежду для этих изображений.
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Таблица 1
Сравнение методов

Название подхода Выборка МАЕ
Мод. Xception Уголки глаз 2.30
Xception (ours) Уголки глаз 2.38

VGG [3] FG-NET 3.09
VGG [3] MORPH 2.68

SVR on Gabor фильтры [17] FG-NET 3.17
Штрафная модель регрессии [13] FG-NET 2.70

Ансамбль из 21 DNN [12] Анализ образца крови 5.55

Таблица 2
Оценка точности для возрастных групп Adience

Возраст Точность 1-off Точн.
25-32 0.68 0.98
33-38 0.50 1.00
38-44 0.63 0.95
44-48 0.55 0.92
48-54 0.60 0.97
54-60 0.54 0.99
60-69 0.78 0.98

Для всех изображений были получены метки в виде хронологического возраста участ­
ника (по паспорту). На основе этих меток изображения набора данных были разделены на 
8 возрастных групп: от 25 до 33 лет, от 33 до 38 лет, от 38 до 44 лет, от 44 до 48 лет, от 48 до 
54 лет, от 54 до 60 лет, от 60 до 69 лет и от 69 до 80 лет. Такое разделение набора данных 
на возрастные группы оптимально распределяет образцы данных по всем 8 возрастным 
группам (см. табл. 2).

Для обучения алгоритма датасет разделен на обучающий и тестовый в пропорции 7:1 
с изображениями разных людей в обучающем и тестовом наборах. Изображения левого 
и правого глаза одного и того же человека помещались либо в обучающий, либо в тесто­
вый набор вместе. Возраст людей, принимавших участие в сборе данных, составлял 20-80 
лет. Оригинальные изображения, полученные во время сбора данных, имеют разрешение 
2258 х 1506.

В результате получено МАЕ 2.3 для лучшей модели, основанной на Xception. Табл. 1 
содержит результаты сравнения с лучшими известными методами, а оценка точности для 
предсказания возрастной группы представлена в табл. 2 (согласно другим работам, для 
набора данных Adience группы были взяты как маркированные).

Фотографии уголков глаз стандартизированы в разрешение 299 х 299, которое ис­
пользовал в своих экспериментах разработчик современной нейросетевой архитектуры 
Xception [16]. Эти фотографии содержат такие детали лица как морщины кожи. Полу­
ченные результаты ясно показывают, что информация о морщинах в уголках глаз очень 
полезна для оценки возраста.

2. Описание алгоритма предсказания возраста. В настоящей работе решается 
регрессионная задача предсказания возраста человека. Для этого используется модель 
глубокой сверточной нейронной сети Xception [16], для которой все слои, кроме последне­
го полносвязного слоя, были инициализированы предварительно обученными весами на 
наборе данных ImageNet [9]. Модель была модифицирована для достижения наилучше-
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Рис. 1. Ошибка предсказания для 25 изображений с 
различными разрешениями. Изображения были

пропущены через сеть, ядра которой были обучены

Рис. 2. Ошибка оценки для нескольких 
значительных ступеней окклюзии. Среднее и

стандартное отклонение ошибки для 165 пар фото
для разрешения 299 х 299 валидации

го качества: введены дополнительные связи от каждого остаточного блока к выходному 
плотному слою и изменили последний слой для соответствия регрессионной модели. Для 
обучения использованы алгоритм оптимизации Adam [18] и среднеквадратичная функ­
ция потерь (Mean Square Error — MSE). Было замечено, что наилучшее качество было 
достигнуто после 150 эпох обучения.

Поскольку распределение по возрасту в используемом наборе данных неравномерно 
(возрасты, попадающие в диапазон 40-70 лет, были представлены чаще других), в про­
цессе обучения выбираются изображения с вероятностями, равными обратным частотам 
размеченных возрастов. Таким образом изображения каждого возраста предъявляются 
нейронной сети с одинаковой частотой. Это делает модель пригодной для работы со все­
ми возрастными группами из набора данных.

Для увеличения размера набора данных были применены следующие методы увели­
чения данных: горизонтальное и вертикальное зеркальное отображение, поворот до ±10°, 
горизонтальный и вертикальный сдвиг до ±15 % по ширине и высоте соответственно, 
масштабирование от 70 % до 130 % размера изображения, аффинный сдвиг с углом до 
±0.5 радиан. Количественная степень каждого элементарного преобразования изображе­
ния выбиралась равномерно из вышеуказанных диапазонов параметров. Интенсивность 
цвета входных изображений линейно переведена в диапазон [-1,1].

3. Анализ и визуализация результатов. Для того чтобы выяснить, какие области 
изображения больше всего влияют па предсказанный возраст, были проведены допол­
нительные эксперименты. Нейронная сеть может принимать изображения произвольного 
разрешения, однако сверточные слои используют ядра фиксированного размера к обла­
стям изображения. Изображения с более низким разрешением имеют относительно более 
резкие цветовые переходы, что для сверточных ядер соответствует более грубому виду ко­
жи. С другой стороны, более высокое разрешение изображения соответствует более плав­
ным цветовым переходам и лучшей гладкости кожи.

В результате экспериментов получено, что предсказанный возраст сильно завышен 
для изображений с низким разрешением (224 х 224 пикселей [19]) и сильно занижен для 
изображений с высоким разрешением (424 х 424 пикселей) при прохождении через раз-
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Рис. 3. Прогнозируемый возраст в зависимости от

67.3355 years 68.7781 years

65.0082 years

64.2033 years

34.4743 years

степени окклюзии для двух человек. Порядок
изображений (сверху вниз): оригинал, покрытая область глаза, покрытое веко и уголок, покрытая 
половина области изображения. Пояснения см. в тексте. Реальный хронологический возраст левого 

испытуемого — 50 лет, правого — 62 года

работаппую нейронную сеть с ядрами, обученными для разрешения 299 х 299 пикселей 
(см. рис. 1). Таким образом, представленная нейросетевая модель действительно зависит 
от состояния кожи, например, от морщин и пигментации. Для изображений с понижен­
ной дискретизацией сверточные ядра совпадали с большими участками изображения, что 
соответствовало относительно более грубой коже. Для изображений с повышенной дис­
кретизацией ситуация была обратной.

4. Влияние окклюзии области на качество предсказания. В следующих экс­
периментах исследуется изменение предсказываемого возраста, когда определенная часть 
области изображения закрыта. Для решения этой задачи в начале определяется лицо па 
фотографии с помощью библиотеки Dlib [20]. Ориентиры глаза определяются по тепловым 
картам обученной нейросети [21] как наиболее информативные признаки модели. После 
определения положения глаза, достаточно близко расположенные к границе выделенные 
пиксели изображения последовательно меняются па черный цвет (см. рис. 3).
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step

Рис. 4. Расчетный возраст в зависимости от шага окклюзии для двух человек (см. рис. 3). Первый 
график представляет результаты для человека более молодого возраста (50 лет). Второй график 
представляет результаты для человека старшего возраста (62 года). Синие точки соответствуют 

возрасту, полученному с помощью тензора пулей. Этот возраст отражает начальный этап оценки 
возраста нейросетевой моделью, когда ей было подано полностью черное изображение. Это произошло

step

из-за выученных параметров смещения

Затем сравниваются предсказанные возрасты исходной фотографии и фотографии с 
замененной черными пикселями областью (см. рис. 4). Прогрессия ошибки предсказания в 
зависимости от площади окклюзии показана па рис. 3 в качестве примера для изображений 
двух людей и па рис. 2 в качестве качественной оценки.

Фотографии левого и правого глаза па рис. 3 сделаны для каждого из двух людей 
разного возраста. Области глаз красного цвета были скрыты в целях анонимности, по 
присутствовали в экспериментах и па реальных фотографиях наборов данных. Области 
черного цвета были окклюдированы для эксперимента. Можно заметить, что уголок глаза 
и веко являются областями, которые больше всего влияют па предсказанный возраст и 
дают наибольшую относительную ошибку при окклюзии. Эксперимент показывает, что 
морщины в области глаз являются наиболее важным возрастным маркером, обнаружен­
ным алгоритмом. Кроме того, очень важно подчеркнуть, что окклюдированная область 
глаза влияет па предсказание лишь в незначительной степени.

Наглядные примеры па рис. 3 и возрастная прогрессия для тех же двух людей па 
рис. 4 показывают, что для человека среднего возраста предсказанный возраст падает до 
предсказанного возраста полностью черного изображения („нулевой возраст “) сразу после 
третьего шага окклюзии, по, с другой стороны, для пожилого человека предсказанный 
возраст падает медленнее. Есть гипотеза, что это происходит из-за более равномерного 
распределения возрастных морщин по изображению в более старшем возрасте. Тот же 
эффект наблюдается и для других изображений.

4.1. Анализ возрастных ошибок. Рис. 6 содержит распределение ошибки предсказания 
(МАЕ) в зависимости от возрастной группы. Распределение было рассчитано эмпирически 
по возрастным группам одинаковой ширины. Из графика видно, что ошибка предсказания 
самая низкая в возрасте 40-60 лет, в возрасте 20-30 лет опа значительно выше, а в возрасте 
70 и выше — самая высокая.

Заключение. В настоящей работе представлено решение для оценки возраста чело­
века по изображению уголка глаза. Показано, что, используя современные достижения 
глубокого обучения и компьютерного зрения, можно достичь очень высокого качества 
оценки возраста, основываясь только па информации из небольшой области лица,
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Рис. 5. Распределение возраста в выборке данных Рис. б. Ошибка предсказания тестовой выборки

включая глаз и область кожи вокруг глаза. Этот факт приводит к нескольким важным 
последствиям. Во-первых, фотографии высокого разрешения очень полезны для задачи 
оценки возраста по изображениям лица. Во-вторых, морщины и пигментация кожи 
служат падежными псипвазивпыми визуальными биомаркерами старения, поэтому их 
можно использовать как источник цепных сведений о состоянии организма и здоровья 
человека. Исходя из этого, можно судить, что существует большой простор для других 
исследований задач распознавания образов по состоянию кожи человека. Обученная 
модель считает кожу вокруг глаз наиболее возрастной областью по сравнению с другими 
областями па исследуемых изображениях. Основываясь па этих результатах, в будущих 
исследованиях целесообразно изучить, какую информацию может дать распознавание 
образов па основе состояния кожи человека.
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Many important properties of complex systems can be described using networks. The analysis 
of such complex networks is based on graph theory Diestel (2005) and statistical mechanics Albert, 
Barabasi (2002), which provide universal tools for studying the structural and dynamic properties 
of the system and its components. The study of complex networks made it possible to reveal such 
important properties inherent in many real systems as the power law of the distribution of degrees 
of nodes, belonging to a small world, the presence of a giant component, evolution models. Many 
methods have been developed to identify important network actors and the presence of communities 
of actors. Reviews of research methods for complex networks can be found in publications Albert, 
Barabasi (2002), Newman (2010).

In many cases the use of complex networks does not provide complete information about the 
investigated systems. The real-life systems have many heterogeneous parts with complicated subsystem 
dependencies that can’t be derived from a simple graph. The concept of “higher-order networks” 
refers to three main lines of research designed to overcome the limitations associated with traditional 
models that capture only pairwise connections Battiston etal. (2020), Lambiotte etal. (2019). The 
first line is based on the assumption that multiple link types can be described in terms of multilayer 
networks, reviews of the approach can be found in Boccalctti et al. (2014), Bianconi (2018). The second 
has introduced non-Markovian model of nodes interactions, taking into account the correlation and 
temporal characteristics to identify the implicit influence of components on each other Holme (2015). 
The third line generalizes pairwise interactions to arbitrary node sets, these are “networks beyond 
pairwise interactions” Battiston etal. (2020). This direction is the scope of our short review.

To analyze complex data, a number of techniques have been developed that use various 
mathematical structures to represent “multiple” relationships. Hire we examine three methods of 
explicit encoding higher order interactions in terms of a social system that includes a certain set 
of individuals. Any attribute or a number of attributes that can be associated with the individuals 
of the system can provide a basis for forming a collection of subsets of individuals, where the subset 
corresponds to the individuals that have the given property. Thus, the structural framework imposed 
on the set of individuals by such set of subsets is considered.

R. H. Atkin in Atkin (1972, 1974, 1976) uses an algebraic approach in which the basis for the 
study is the concept of a simplex, a geometric figure that is an n-dimensional generalization of a 
triangle. Analytical methodology is based on the algebraic topology, which uses algebraic methods for 
studying topological spaces (see, for example, Hatcher (2002)). An abstract p-simplex is a set with p+1 
vertices, denoted as {v0, v1,..., vp). The s implex a = {v0,v1,... ,vq) is a q-dimensional face (q-faee)
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of the simplex а' = (v0, v1,...,vp) if every vertex a is also a vertex a'. T he simplicial complex is the 
set of simplices closed under the inclusion of all faces of all simplices. Q-analysis is a mathematical 
framework for describing and analyzing simplicial complexes.

In Seidman (1981), a collection of subsets is considered as the backcloth of a set of individuals. To 
the subset the term “event” (or group), which contributes to the formation of the subset, is applied. 
The analysis of structures imposed on a set by a collection of subsets is based on the concept of a 
hypergraph. If X = {x1, x2,..., xn} is a finite set, e = {Eili = {1,2,..., m}} — a family of subsets of 
X, then H = (X, e) is a hypergraph Berge (1976) if

Ei = 0, i e [mj|;
U™iEi = X.
S. B. Seidman noted that while the hypergraph focuses on the incidence relationships between 

vertices and edges (individuals and events), structures representing relationships between individuals 
(or between events) can be derived from the hypergraph. As an example of using the hypergraph 
representation, the problem of searching for “anomalies” in the original basic structure is considered.

In Wilson (1982), a research method is based on treating data as a bipartite graph. A graph is 
bipartite if the vertices may be partitioned into exactly two mutually exclusive sets, so that every edge 
has its ends in different sets: vertices of the same set cannot be adjacent Diestel (2005). In this case 
the two sets are the set of actors and the set of events. Such an approach, as shown in Wilson (1982), 
makes it possible, for example, to reveal the division of a set into groups that do not have common 
individuals and at the same time cover the entire set of individuals or to find sets of groups that allow 
activity only within the selected set of groups, forming a collective. The methods of visualizing and 
analyzing higher order interactions can rely on traditional network analytic technique.

Despite different approaches, the relationship between individuals and events can be represented 
by an incidence matrix, in which 1 in the intersection of the ith row and jth column indicates that the 
individual i belongs to the group j: However, simplicial complexes, hypergraphs and bipartite graphs 
are different structural formations. In Ouvrard (2020), comments are formulated regarding the fact that 
instead of studying hypergraphs, one can restrict oneself to bipartite graphs. In Torres etal. (2021), 
the relationships between simplicial complexes and hypergraphs were explored and showed that some 
information can be lost when moving from one to another.

As many applications of high-order models arose from systems initially modeled with graphs, 
many analysis methods imitate those originally used for graphs. This is a study of the underlying 
structure based on the distribution of degrees and clustering coefficients Malefic et al. (2008), Estrada, 
Rodriguez-Velazquez (2005) as well as identifying important actors based on measures of centrality 
Estrada, Ross (2018), Borgatti, Everett (1997), Faust (1997). But the definitions of classical centrality 
measures require generalization and clarification, since it is desirable that they reflect the relationship 
between the centralities of groups and the centralities of the actors that belong to the groups.

Conclusion. There is no universal complex system framework. As noted in Johnson (2013), the 
simplest structure can be used in any situation, but it should be choosed a framework that best fits 
the data and gives the necessary representational power.

Key words: complex system, hypernetwork, bipartite graph, hypergraph, simplicial complex, 
centrality measures.
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В обзоре представлены основные направления исследования комплексных систем на основе 
моделей “высшего порядка”, отражающих взаимодействия элементов системы, которые не ис­
черпываются парными связями одного типа. В первой части рассмотрены три формализма 
для кодирования комплексной системы: двудольные графы, гиперграфы и симплициальные 
комплексы. Во второй — их особенности и взаимосвязь. Основное внимание уделяется пред­
ставлению комплексных систем гиперграфами. В третьей рассмотрены способы обобщения 
основных мер, характеризующих структуру моделей высшего порядка.

Ключевые слова: комплексные системы, гиперграфы, двудольные графы, симплициаль­
ные комплексы, центральность акторов.

Введение. Исследование комплексных систем (КС) во многом основано па представ­
лении их в виде абстрактных сетей. Элементы системы соответствуют узлам (акторам), а 
парные отношения между элементами — ребрам. Анализ таких сетей базируется па теории 
графов [1] и статистической механике [2], предоставляющих универеальпые инструменты 
для изучения структурных и динамических свойств системы и ее компонент. М. Ньюман в 
монографии [3] делит комплексные сети па четыре класса: технологические, социальные, 
информационные и биологические. Исследование сетей, представляющих реальные КС, 
позволило выявить такие важные свойства как закон распределения степеней узлов, при­
надлежность к малому миру, наличие гигантской компоненты, центральных акторов и со­
обществ. На основе сетевого представления создай ряд моделей развития сложных систем. 
Таким образом, многие свойства КС могут быть выявлены па уровне парных отношений 
между элементами системы. Примером исследования групповых отношений па базе сетей 
является поиск сообществ [4] и шаблонов связности, таких как клики и мотивы [5, 6]. 
Обзоры по методам анализа комплексных сетей можно найти в публикациях [2, 3].

Исследование реальных КС показывает, что они имеют множество разнородных ча­
стей, взаимодействующих между собой нетривиальным образом. Не существует единого 
мнения о том, как следует определять слово “комплексная”, однако есть представление о 
том, какие свойства системы приводят к тому, что ее трудно понимать, прогнозировать, 
проектировать, контролировать и управлять ею [7]. Термин “сети высшего порядка” или 
“гиперсети” (higher-order networks, hypernetworks') относится к трем основным направлени­
ям исследования КС, призванным преодолеть ограничения, связанные с традиционными
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моделями, которые фиксируют исключительно парные связи [8, 9]. Первое направление 
основано на предположении, что влияние компонент друг на друга можно определить на 
базе связей различного характера в терминах многоуровневых сетей, обзоры подхода мож­
но найти в работе [10] и монографии [11]. Второе направление использует немарковскую 
модель путей между узлами сети с учетом корреляции и временных характеристик для 
выявления неявного влияния компонент друг на друга, обзор методов анализа можно най­
ти в работе [12]. Третье направление обобщает парное взаимодействие до взаимодействия 
произвольного множества узлов. Структуры, отражающие групповое взаимодействие, на­
зывают “сети за пределами парных отношений”. Такой взгляд на сети высшего порядка, 
их математические представления и направления анализа приведен в обзоре [8].

Рассмотрим концепцию групповых отношений применительно к социальным системам. 
Отношения в социальных системах часто строятся исходя из связей между индивида­
ми через их совместное участие в общественной деятельности или членство в коллек­
тивах [13, 14]. Отношение, в котором может участвовать любое число индивидов, опре­
деляется термином множественное, или п-арное. Индивиды одной группы состоят во 
множественном отношении друг с другом, в то время как традиционный сетевой анализ 
предполагает парный характер отношений. В результате двух разных подходов при ана­
лизе используются два разных множества исследуемых данных. В традиционном случае 
множество данных можно представить в виде матрицы X = (xij) индивид — индивид, 
а в социальном индивид — атрибут. В обоих случаях X — это двумерный массив. Если 
индексы матрицы относятся к одному типу объектов, то матрицы называют 1-mode. Ес­
ли индексы относятся к двум разным множествам объектов, матрицы в социологической 
литературе называют 2-mode, а сети - сетям,и аффилиации, 2-mode сетям,и, гиперсетя,- 
ми, сетям,и высш,его порядка. Индивидов называют сетевыми акторам,и, а атрибуты — 
событиями или группами.

Разница между двумя подходами на самом деле не совсем четкая [13]. Во-первых, на 
основе 2-mode данных можно установить степень корреляции индивид — индивид. Во- 
вторых, можно рассматривать 2-mode представление как промежуточный этап для пере­
хода к 1-mode. А именно, матрицу X индивид — атрибут можно преобразовать в матрицу 
X • Xт индивид — индивид, в терминах событий элемент данной матрицы - это число со­
бытий, в которых участвует пара акторов. Матрица Xт • X (событие — событие) указывает 
на число акторов, общих для пары событий [15]. Чтобы проследить взаимное влияние ат­
рибутов и индивидов, т. е. отразить семантику взаимоотношений, необходимо исследовать 
непосредственно 2-mode представление. На основе графа, отражающего парные отноше­
ния между акторами, невозможно явно описать групповое взаимодействие.

Для анализа комплексных данных разработан ряд методов, использующих различные 
математические структуры для представления множественных отношений. Так, в рабо­
тах [16-18] используется Q-анализ — алгебраический подход, при котором основой иссле­
дования служит понятие симплекса — геометрической фигуры, являющейся п-мерным 
обобщением треугольника. Так, 2-симплекс — это треугольник, 3-симплекс — это тетраэдр 
с четырьмя вершинами. Аналитическая методология основана на алгебраической топо­
логии, использующей алгебраические методы исследования топологических пространств 
(см., например, [19]). Для анализа структуры множества объектов на основе коллекции 
подмножеств в работе [20] используется концепция гиперграфа, определенного соглас­
но [28], и показано, что эта методология предоставляет вычислительно исполнимый ин­
струмент, который можно адаптировать ко многим аналитическим ситуациям. В рабо-
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те [22] транспортные сети рассматриваются как иерархические структуры на основе ги- 
перграфов. В работе [23] предложен метод исследования, основанный на представлении 
2-mode данных двудольным графом. В этом случае может быть использован язык обыч­
ных сетей для описания взаимодействий более высокого порядка, чем парные.

Представление КС структурами, отличными от стандартных сетей, находит примене­
ние при исследовании реальных систем. Так, в работе [24] используется топологическая 
концепция симплексов для анализа локальных и глобальных структур в социальных сетях. 
В работе [25] метод спектральной кластеризации обобщен до применения в гиперграфах 
и используется в машинном обучении на основе данных, представленных гиперграфа­
ми. Определенный в работе [26] алгоритм кластеризации гиперграфа применен к системе 
разделения ресурсов. Авторы работы [27] определили ряд параметров, характеризующих 
структуру гиперсети, и применили методику к анализу двух различных гиперсетей. В ра­
боте [28] коллекция научных статей представлена множеством “спаренных” двудольных 
сетей, связывающих семь типов объектов, таких как авторы, публикации, ссылки и т. д.

Одним из направлений исследований КС является построение математических моде­
лей порождения синтетических структур для их представления и изучения свойств. Так, 
в работе [14] исследуется структура случайного двудольного графа. Приведена функция 
порождения, определены размеры максимальной компоненты связности и распределение 
размеров остальных компонент, средняя дистанция между вершинами, степень кластери­
зации и изучена связь модели с эмпирическими данными. Модель, отражающая основные 
свойства эволюции сети, представленной случайным двудольным графом, рассматривает­
ся в работ! [29]. Математическая модель трехдольных структур представляет их в виде 
случайных гиперграфов [30]. Методология моделирования процессов развития КС, пред­
ставленных множеством симплексов, предложена в работах [6, 31]. Динамические процес­
сы в сетях, представленных гиперграфами, изучаются в [32].

Цель настоящего обзора заключается в представлении современного математического 
аппарата, предназначенного для изучения значительных объемов данных, обладающих 
сетевой структурой, путем моделирования их групповых взаимодействий. Особое внима­
ние уделено гиперграфам, предлагающим новый подход к анализу данных о соавторстве 
в научных публикациях, анализируемых в [33, 34].

1. Моделирование групповых взаимодействий. Рассмотрим множественные от­
ношения в терминах социальной системы. Предположим, имеется множество индивидов 
системы. Любой атрибут или набор атрибутов, ассоциируемый с индивидами, может дать 
основу для образования коллекции подмножеств, каждое из которых состоит из индиви­
дов, обладающих данным свойством. Например, если имеется множество авторов публи­
каций, то подмножеством может быть группа авторов, опубликовавших одну или несколь­
ко совместных работ. Таким образом, рассматриваются структурные рамки, наложен­
ные на множество индивидов таким набором подмножеств. В качестве примера рассмот­
рим систему из четырех элементов S = {щ, v2, v3, v4}, групповые отношения заданы как 
G = {{Щ, V2, V3}, {V3, V4}}.

1.1. Симплициалъный комплекс. Р. Аткин в цикле работ [16-18] представляет соци­
альные отношения многомерными многогранниками с п вершинами. Пусть V — множе­
ство вершин. Абстрактный р-сим/плет (v1,v2,... ,vp+1) — это мн ожество ср +1 верши­
ной, симплекс а = (v1,v2,... ,vq+1} является гранью размерности q (q-гранью) симплекса 
а' = {v1,v2,... ,vp+1), если каждая вершина а является также вершиной а0. Симплици- 
альный комплекс — это множество симплексов, замкнутое относительно включения всех
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О< v ”v 2>Q o^v^o
Q< v ”v 3>Q
O<v 1 >O<v2>O<v 3 >

Рис. 1. Представление G в виде симплициального комплекса: а, — комплекс, 
представленный фасетами; б — симплекс (v1,v2,v3) и его грани

граней всех симплексов. Фасета симплициального комплекса — симплекс, который не со­
держится пи в каком другом симплексе (не является сто гранью). Список фасет уникально 
определяет комплекс. На рис. 1 семейство подмножеств G представлено как симплициаль- 
пый комплекс, состоящий из двух симплексов и их граней.

Два симплекса q-близки, если имеют общую (/-грань. Два симплекса q-связны, если 
существует цепочка попарно (/-близких симплексов между ними. Q-апализ, представлен­
ный в работе [16], служит математической основой для описания и анализа симплициаль- 
ных комплексов. Так, с помощью Q-апализа определяются классы компонент (/-связности, 
т. е. наборов симплексов, все из которых (/-связны. Q-анализ предоставляет широкий пе­
речень множественных отношений между объектами.

1.2. Гиперграф. В работе [20] коллекция подмножеств рассматривается как базовая 
структура множества индивидов. К подмножеству применяется условный термин "собы­
тие" (способствующее формированию подмножества). Анализ индивидов и событий про­
водится па основе представления КС в виде гиперграфа в определении [21].

Если X = {x1,x2,... ,xn} — конечное неп\ътое множество, E = (E1, E2,..., Em) — 
семейство подмножеств X, то пару H = (X, E) называют гиперграфом при выполнении 
условий: Ei = 0, i Е [m]; U™1Ei = X. Здесь и далее для m Е N : [m] = {i\i Е N & i < m}. 
Элементы x1,x2,... ,xn называются вершина ми, а подмножества E1, E2,..., Em ребрами 
или гиперребрами. Индивиды соответствуют множеству вершин, события — множеству 
ребер. Поскольку пустые события отсутствуют, первое свойство автоматически выполня­
ется. Для выполнения второго условия создаются "изолированные" события, каждое такое 
событие состоит из индивида, не попавшего пи в одно из подмножеств.

Матрица инцидентности гиперграфа (столбцы соответствуют событиям, строки — ин­
дивидам) идентична матрице, представленной в работах [16-18]. Разница в подходах за­
ключается в представлении информации, заключенной в матрице инцидентности: здесь 
это гиперграф, а в работах Р. Аткина — симплициальпый комплекс. Гиперребро, состоя­
щее из p+1 вершины, представлено геометрической структурой, p-симплексом. Отношения 
инцидентности ребер гиперграфа становятся отношениями инцидентности симплексов, об­
разуя симплициальпый комплекс. На рис. 2 семейство подмножеств G представлено как 
гиперграф.

В работе [20] отмечено, что, несмотря па то, что гиперграф описывает отношения ин­
цидентности между вершинами и ребрами (индивидами и событиями), из пего могут быть 
получены структуры, отражающие отношения между индивидами (или между события­
ми). Например, можно построить граф, вершины которого соответствуют индивидам и 
считаются смежными, если соответствующие индивиды участвуют в одном и том же со-
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Рис. 2. Представление G в виде гиперграфа

бытии, или граф, в котором вершины соответствуют событиям и считаются смежными, 
если существуют индивиды, участвующие в соответствующих событиях. В качестве при­
мера использования языка теории гиперграфов в [20] рассматривается проблема поиска 
"аномалий" в исходной базовой структуре.

1.3. Двудольный граф. В работе [23] предполагается, что для однозначного представле­
ния множественных отношений необходимо рассматривать сами отношения как элемен­
ты структуры наряду с индивидами. В графическом представлении это два типа узлов, 
соответствующих индивидам и группам индивидов. Связь между группой и индивидом 
устанавливается тогда и только тогда, когда индивид является членом группы. В качестве 
модели такой системы может выступать двудольный граф.

Граф G = (W,E) называется двудольным, если множество его вершин можно разде­
лить на два непересекающихся подмножества W = U U V, U С V = 0 так, что каждое ребро 
соединяет одну вершину из U с одной вершиной из V; вершины из одного множества не 
могут быть смежными [1]. Альтернативное обозначение G = (U, V, E). На рис. 3 семейство 
подмножеств G представлено как двудольный граф.

Сеть представляется в виде двудольного графа и называется реляционной. В матри­
це отношений (инцидентности) R строки соответствуют индивидам {щ, v2,..., vn}, столб­
цы — группам индивидов {gi, g2,..., gm}- Показано, что на основе исследования матрицы 
можно сделать ряд заключений относительно взаимосвязи индивидов и групп. Индивид i 
может быть представлен вектором vi размерности п, в котором единица стоит на пози­
ции i, остальные элементы равны нулю. Тогда вектор vi • R — это вектор размерности т, в

Рис. 3. Представление G в виде двудольного графа
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котором единицы соответствуют группам, включающим индивид i. Аналогично gk • RT — 
это вектор размерности m, в котором единицы стоят в позициях, соответствующих инди­
видам, входящим в группу k. Произведение этих матриц также характеризует групповые 
отношения. Пусть X = R • RT, xij = rik • rjk — это число групп, в которые входят инди-

k
виды i и j. Эле мент (i,j) матр ицы X t — число марш рутов между i и j, проходящих через 
t групп. Если Y = RT • R, то элемент ykl — это число индивидов, входящих в группы k 
и l. Заметим, что ykl = 0 тогда, когда группы не имеют общих элементов. Элемент (k,l) 
матрицы Yt — это число маршрутов между группами k и l, которые проходят через t 
индивидов.

Такой подход, как показано в работе [23], позволяет, например, выявить разбиение 
множества на группы, не имеющие общих индивидов и в то же время покрывающие все 
множество индивидов (трактовка: группы индивидов могут проводить мероприятия од­
новременно). Для сравнения приводится алгебраический подход к этой задаче. Другая 
задача: найти множества групп, которые разрешают активность только внутри выделен­
ного множества, образуя коллектив, и запрещают внешние связи.

2. Взаимосвязь концепций.
2.1. Гиперграф. Гиперграфом, Н = (V, E) [21,35] на конечном множестве V = {щ, 

v2,... ,vn} называют семейство E = (E1, E2,..., Em) подмножест в множества V таких, что
— Ei = 0, i Е [m]],
- U(=1Ei = V,
— (^vj Е V 3Ei Е E), vj Е Ei; j Е [nJ.
Замечание. Существует ряд более поздних расширений определения К. Бержа, в част­

ности, снимающих все три ограничения [36-39].
Элементы v1 ,v2,...vn называются вершинами, E1, E2,..., Em — ребрам,и или гипер­

ПеНами (обозначаются также прописными символами). Обозначим n(H), и ли n, число 
вершин гиперграфа (порядок); т(Н), и ли т, — число ребер (размер). Ранг гиперграфа 
определяется как r(H) = max |Ej|. Антиранг гиперграфа Н : s(H) = min |Ej|. Гиперграф jj
одиородный, если s(H) = r(H).

HpocnwU гра= h это гиперграф H = (V, E), такой, что Ei С Ej ^ i = j.
Степень deg(v) верш ины v — это число гиперребер, содержащих вершину v. Гиперграф 

регулярный, если степени всех вершин одинаковы.
Если vi Е Ej, то р ебро Ej называют инцид ентным вершине vi. Вер шины vi,vk Е V 

называются смежными (обозначаем vi ~ vk), если сущеетвует ребро Ej Е E такое, что 
vi Е Ej и vk Е Ej [34, 48]. Таким образом, все ребра, содержащие вершину, инцидентны 
данной вершине, а все вершины, входящие по крайней мере в одно общее ребро, являются 
смежными.

Маршрут из вершины и в вершину v в гиперграфе [40] — это последовательность 
(vi0,Ej1 ,vi1 ,Ej2,...,Ejs,vis), состоящая из s ребер Ejk таких, что (Vk Е [s]]) jk Е [m], и из 
s + 1 вер шин vik таких, что (Vk Е {0} U [s]]) ik Е [n ] &(vi0 = u,vis = v,u Е Ej1 ,v Е Ejs) 
& (Vk Е [s — 1]|) vik Е Ejk П Ejk+1. Маршрут называется замкнутым, если vi0 = vis. Длина, 
маршрута — число гиперребер в составе маршрута. Путь — это маршрут, в котором все 
вершины и гиперребра различны. Дистанция — это длина кратчайшего пути.

Гиперграф связный, если существует путь между каждой парой вершин, в против­
ном случае гиперграф несвязный. Компонента связности или компонента — это макси­



36 Прикладные информационные технологии

мальный связный подгиперграф. Если специально не оговорено, рассматриваются простые 
связные гиперграфы.

Гиперграф может быть представлен с помощью (0, 1) матрицы инцидентности 
C(H) = (cij), столбцы которой соответствуют ребрам, строки — вершинам:

1 1, если vi е Ej 
cij [ 0, если vi е Ej. (1)

Матрица нежности гиперграфа H = (V, E) — это квадратная матрица A(H) = (aij), 
aij — число ребер, содержащих одновременно вершины vi и Vj, диагональные элементы 
равны нулю, (Vi)aii = 0. Формально для внедиагональных элементов:

aij = l{Ek е E : {vi, Vj} С Ek}|, где Vi, Vj е V,i = j. (2)

Матрица смежности A(H) может быть получена из матрицы инцидентности C(H) сле­
дующим образом: A(H) = C • Cт — Dy, г де Cт — транспонированная матрица инцидент­
ности, DV — диагональная матрица, элементы которой равны степеням соответствующих 
вершин в гиперграфе: dii = deg(vi) [27]. Матрица смежности гиперграфа может рассмат­
риваться как матрица смежности мультиграфа (взвешенного графа) GH, называемого 
графом, ассоциированным с H = (V, E). Все топологические параметры, которые основы­
ваются на матрице смежности гиперграфа, численно “идентичны” параметрам ассоцииро­
ванного мультиграфа. Однако это два разных способа описания КС, дающих различные 
представления о топологических свойствах системы. Например, ассоциированный муль­
тиграф не содержит информацию о том, какие группы вершин образуют гиперребра.

Как отмечено в работе [8], матрицу смежности, определяющую парные отношения 
между вершинами гиперграфа, можно определить вне зависимости от матрицы инци­
дентности. Это делается в том случае, когда структуры высшего порядка не могут быть 
уникально определены гиперребрами или когда существует теоретическая потребность в 
ином понятии смежности гиперребер, например при изучении мотивов в сетях [41].

Двойственный гиперграфу H = (V, E) на множестве V — это гиперграф H* = (V*, E*) 
такой, что его вершины соответствуют ребрам в H : V* = E, ребра H* определяются как 
E* = {Ej |vi е Ej ell}. Матрица инцидентности гиперграфа H* — это транспонированная 
матрица инцидентности гиперграфа H : C* = Cт.

Взвешенные гиперграфы определены согласно работе [25]. Hw = (V,E,w) — взвешен­
ный гиперграф, если H = (V, E) — это гиперграф, a w : E ^ R — функция, сопоставляю­
щая с каждым ребром Ei е E его вес w(Ei). Определение может быть расширено за счет 
присвоения веса каждой вершине.

Матрица, смежности взвешенного графа, Hw — это л-татрица Aw = C • W • Cт — Dw, где 
W = diag(wj) — это днагональная m х m матрица весов ребер, Wjj = w(Ej), a Dw = 
diag(dw(vi)) — это диагональная n х n матрица взвешенных степеней вершин.

2.2. Визуализация гиперграфа,. Способы геометрического представления гиперграфа 
в работе [42] подразделяются на две категории: subset standard и edge standard. При пер­
вом подходе ребра гиперграфа рассматриваются как подмножества множества вершин, а 
диаграмма отражает отношения между множествами. К этому направлению относятся, 
например, диаграммы Эйлера и диаграммы Венна [43]. В диаграммах Эйлера множества 
обычно представляются кругами на плоскости (или другими фигурами), пересекающиеся 
множества — пересекающимися кругами. Диаграммы Венна отражают все 2п логических 
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соотношений между п множествами, обычно множества также представляются кругами. 
На рис. 2 гиперграф представлен диаграммой Эйлера.

Способы представления категории edge standard, в свою очередь, разделяются на два 
основных — clique expansion и extra-node [44]. В случае clique expansion гиперребро мощ­
ности n представляется как n • (n — 1)/2 неориентированных ребер (все вершины гипер­
ребра попарно соединены друг с другом, образуя клику). В случае extra-node гиперребро 
мощности п представляется п ребрами, соединяющими каждую вершину с центральной 
дополнительной вершиной. Рис. 3 можно рассматривать как представление гиперграфа с 
использованием дополнительных вершин (прямоугольники).

Представление clique expansion порождает граф с большим числом ребер, чем extra­
node для n > 4. Кроме того, если гиперребро Ei является строгим подмножеством гипер­
ребра Ej, то это не влияет на представление, так как новых ребер между вершинами не 
образуется.

В случае extra-node дополнительная вершина ассоциируется с меткой ребра. Обозна­
чим множество дополнительных вершин U. В результате получим представление гипер­
графа K двудольным графом K(H) = (V,U,E), называемым представлением Кенига. 
“Не только любой конечный гиперграф допускает кенигово представление, но и наобо­
рот, каждый граф Кенига является представлением некоторого конечного гиперграфа Н 
и определяет его однозначно с точностью до изоморфизма” [38]. Более подробно способы 
визуализации представлены в работах [40, 41], особое внимание уделено геометрическому 
представлению гиперграфов большого размера и порядка. Примеры алгоритмов визуали­
зации двудольных графов с учетом расстояния между вершинами и функции стоимости, 
сформулированной в терминах числа пересекающихся линий, приведены в работе [13].

2.3. Ниперграфы и двудольные графы. Каждому гиперграфу H = (V, E) соответствует 
двудольный граф G = (V U V0 ,EG). Двудольный граф может быть получен путем сопо­
ставления с каждым гиперребром Ej G Е дополнительной вершины vej и определения 
дольного множества V0 = {vej : Ej G E}, при этом ребро между v G V и vej G V0 су­
ществует ттт, когда v G Ej. Такой двудольный граф называется графом, инцидентности 
гиперграфа H. И наоборот, если имеется двудольный граф G = (V, U, E) без изолирован­
ных вершин, то соответствующий ему гиперграф H = (V, U) имеет множество вершин V 
и множество ребер U такое, что ребро u = {v G V|(v,u) G E} [51].

Однако гиперграфы и двудольные графы являются разными структурными образо­
ваниями. В работе [51] даны комментарии относительно того, что вместо исследования 
гиперграфов можно ограничиться двудольными графами.

2.4. Гиперграфы и симплициалъные комплексы. В работе [45] исследована связь меж­
ду этими представлениями рассматриваемой системы. Допустим, что на основе данных 
сконструирован гиперграф Н и предстоит получить на его основании симплициальпый 
комплекс SH- Множество вершин одно и то же. При построении симплекса на основе реб­
ра следует помнить, что кроме симплекса, связывающего все вершины ребра, возникают и 
все его грани. В гиперграфе подмножество вершин ребра не обязательно является ребром. 
Но если в гиперграфе имеются два ребра а и b таких, что a С Ь, то в симплициальном 
комплексе возникнет только максимальный симплекс, т. е. теряется информация о суще­
ствовании двух отношений в исходных данных. Вместе с этим также теряется информация 
об общем количестве отношений, в которых находится вершина.

Возможны два варианта перехода от симплициального комплекса SH к гиперграфу Н: 
построение гиперребра для симплекса и всех его граней или только для максимального 
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симплекса. Во втором случае сохраняются только множественные отношения, о которых 
точно известно, что они являются независимыми.

3. Параметры моделей КС. В этом разделе определены параметры моделей, от­
ражающие особенности структуры КС: распределение степеней вершин, коэффициенты 
кластеризации [27, 46], меры центральности [47, 48]. Они развивают соответствующие 
определения, сформулированные для представления КС с помощью графов.

3.1. Распределение степеней. Матрица инцидентности представляет классическое опи­
сание взаимодействия между двумя классами объектов. Так, в терминах матрицы инци­
дентности гиперграфа (1) степень вершины vi — это сумма элементов строки i матрицы 
инцидентности:

deg(vi) = СИ (3)
j

Степень вершины взвешенного гиперграфа определяется на основе матрицы инцидент­
ности с учетом весов ребер:

d (vi) = cij • wj• 
j

Степень гиперребра, определяемая как мощность множества составляющих его вер­
шин, может быть вычислена на основе транспонированной матрицы инцидентности. Та­
ким образом, анализу подлежат два распределения степеней: вершин гиперграфа и его 
ребер [27]. Матрицу инцидентности гиперграфа можно рассматривать как матрицу смеж­
ности двудольного графа с двумя наборами вершин, один из которых имеет размер п, а 
другой — т.

Степень вершины в симплициальном комплексе в работе [49] определяется как число 
фасет, в которых участвует вершина, а степень симплекса — как размер фасеты, т. е. 
также рассматриваются два распределения разнородных вершин. Альтернативный подход 
приведен в работе [50]: степень вершины определяется на основе вектора участия вершины 
в симплексах разных размерностей.

3.2. Коэффициент кластеризации. В графе G локальный коэффициент кластериза­
ции Clocal(v) верш ины v определяется как доля ребер, соединяющих соседние вершины, 
по отношению к числу возможных ребер, Clocal (G) — среднее значение коэффициентов 
вершин. Транзитивность или глобальный коэффициент кластеризации графа Cglobal (G) 
определяется как доля числа треугольников по отношению к путям длины 2. В рабо­
те [27] приведено определение транзитивности для гиперграфов на основе понятия гипер­
треугольника как последовательности трех различных смежных вершин и трех различных 
ребер. Коэффициент может быть вычислен на основе собственных чисел и векторов мат­
рицы смежности гиперграфа (2). Другой подход к определению локального и глобального 
коэффициентов кластеризации гиперграфа приведен в работе [51]. Он опирается на интуи­
тивное предположение, что вершина должна иметь высокий коэффициент кластеризации, 
если ее соседи соединяются через гиперребра, не содержащие эту вершину. В работе [52] 
коэффициент кластеризации для пары вершин определяется на основе пересечения ребер, 
в которых они участвуют, а коэффициент кластеризации вершины как среднее значение 
коэффициентов пар вершин, одна из которых искомая.

Прослеживается тенденция определять коэффициенты кластеризации для измерения 
плотности клик, больших, чем треугольники, в заданной окрестности вершины. Так, в 
работе [46] Clocal определяется для пары симплексов как доля разделяемых фасет по от­
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ношению к числу возможных, деленному на два. А в работе [6] исследуется расширение 
теории триадного замыкания для симплициального замыкания, а именно, развитие групп 
вершин, приводящее к их совместному появлению в структуре более высокого порядка.

3.3. Центральность. Потенциальная активность сетевых акторов на протяжении ряда 
лет является актуальной и хорошо изученной темой анализа сетей, представленных гра­
фами (теоретические основы изложены в [53-56]). Разработанные ранее и ставшие стан­
дартными меры центральности обобщены до аналогов, способных оценить значимость 
элементов систем с групповыми отношениями. Подробное исследование мер централь­
ности применительно к КС, представленным двудольными графами, приведено в рабо­
тах [13,57]. Рассмотренные подходы применимы к представлению гиперграфа двудольным 
графом. Что касается симплициальных комплексов, определения основных мер централь­
ности можно найти в работах [47,48]. Рассмотрим особенности мер центральности вершин 
и ребер гиперграфа.

3.3.1. Центральность по степени — это простейшая мера центральности. Для гипер­
графа может быть определена как число ребер, инцидентных вершине, аналогично (3). 
Если C = (cij) — матрица инцидентности гиперграфа H = (V, E), то

CD (v ) = X cv• 
j

В работе [27] центральность по степени вершины гиперграфа определяется как число 
смежных вершин:

cd (vi) = \vj : vj ~ vi| •
По аналогии с [57] эта мера определяется как сумма соответствующей строки матрицы 

смежности гиперграфа, т. е. каждая вершина учитывается всякий раз, как она встречается 
в каком-либо ребре одновременно с vi. Ес ли A = (aij) — матрица смежности гиперграфа 
H = (V,E), то

CD (v.) = X aij.
j

В работе [58] понятие центральности по степени для взвешенного графа расширено 
до понятия центральности для взвешенного гиперграфа. Взвешенная центральность по 
степени вершины vi определяется на основе матрицы инцидентности как

n m
C (v.)= £ • Cjk • wk,

j=1,j=i k=1

где wk — вес ребра k. Рассмотрены несколько возможных схем присваивания весов гипер­
ребрам.

3.3.2. Центральность по собственному вектору. Двойственность групп и индивидов 
по отношению к центральности по собственному вектору продемонстрирована в рабо­
те [59]. Показано, что центральность группы — это сумма центральностей членов группы 
и определяется на основе матрицы отношений между группами и индивидами.

Центральность по собственному вектору для взвешенного гиперграфа определена 
в работе [60] на основе определения [61], а обобщенная центральность для гиперграфов 
определена на основе определения семейства мер, приведенных в работе [62].
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3.3.3. Меры центральности, основанные на маршрутах между вершинами. К тако­
му типу относятся центральности по близости, по посредничеству и подгиперграфовая, 
центральность. Центральность по близости вычисляется на основе суммы дистанций от 
вершины до остальных вершин, а центральность по посредничеству — на основе доли 
кратчайших путей, проходящих через вершину. Стандартные определения естественным 
образом ложатся на определения для гиперграфа. Однако алгоритмы вычисления цент­
ральности имеют особенности. Примером служит работа [63], в которой приведены алго­
ритмы вычисления кратчайших путей для невзвешенного и взвешенного гиперграфов. Ва­
рианты расширения классических алгоритмов [64, 65] для вычисления центральности по 
посредничеству вершины в применении к графам и гиперграфам приведены в работе [66].

Подгиперграфовая центральность, представленная в работе [27], характеризует уча­
стие вершины во всех подгиперграфах. Центральность вершины v учитывает число за­
мкнутых маршрутов различной длины, начинающихся и оканчивающихся в вершине v. 
Для простого гиперграфа значение центральности может быть вычислено на основе спек­
тра матрицы смежности.

3.3.4. Спектральная теория графов основана на исследовании собственных значений 
матрицы связности, в качестве которой обычно выступает матрица смежности графа или 
разновидность матрицы Лапласа. Спектральные свойства гиперграфов базируются на ис­
следовании аналогов матрицы Лапласа для гиперграфов. Однако не существует единого 
подхода к обобщению понятия матрицы связности для случая гиперграфа. Одним из на­
правлений является моделирование гиперграфов тензорами и построение гиперматрицы 
связности, являющейся базой для построения матрицы Лапласа. В работах [67, 68] такой 
подход используется для однородных гиперграфов, а в работе [69] — для гиперграфов 
без петель и повторяющихся ребер. При подходе, предложенном в работе [70], матрица 
Лапласа определяется на основе матрицы смежности гиперграфа. В работе [25] матри­
ца, аналогичная нормализованной матрице Лапласа для графа, определяется в рамках 
задачи обобщения методологии спектральной кластеризации графов [71, 72] для случая 
взвешенных гиперграфов. Другая возможность — определить лапласиан гиперграфа на 
основе матрицы перехода случайного блуждания [73].

Для симплициальных комплексов лапласиан может быть определен для каждой раз­
мерности k (“мультикомбинаторный” лапласиан). Определения, представленные в рабо­
тах [50, 74], основаны на расширении понятий смежности и степени симплексов в терминах 
соотношения k-симплекса с (k + 1)-симилексами и (k — 1)-симплексами. Два k-симплекса 
симплициального комплекса “смежны сверху” (U-смежны), если обе являются гранями 
некоторого (k + 1)-симплекса (в работе [75] понятие U-смежности получило дальнейшее 
расширение) и “смежны снизу” (L-смежны), если оба имеют одну общую (k — 1)-грань. 
Соответственно, U-степень k-симплекса — это число (k + 1)-симилексов, гранью которых 
является рассматриваемый симплекс, а L-степень — это число (k — 1)-симплексов, которые 
содержатся в исходном симплексе. В работе [74] исследуются свойства устойчивости дина­
мических систем, связанные с топологической структурой симплициального комплекса, а в 
работе [50] исследованию подлежат спектральные свойства мультикомбинаторных матриц 
Лапласа, направленные на понимание и вычисление новых топологических инвариантов 
в симплициальных сетях.

Заключение. Включение в сетевой анализ взаимодействий более высокого порядка, 
чем парные, — естественная идея. Однако переход к более сложным структурам взаимо­
действия связан с большей сложностью и требует новых математических инструментов.
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В данном обзоре рассмотрены три метода формального описания КС: двудольные гра­
фы, гиперграфы и симплициальные комплексы, их взаимосвязь и особенности. Основная 
идея, заложенная в формализмы, заключается в том, что отношения могут быть определе­
ны между более чем двумя элементами системы, что позволяет установить связь между 
системным кооперативным поведением и свойствами составных частей. В моделях КС, 
основанных на парных отношениях, опосредованные связи между элементами системы 
определяются, как правило, на втором шаге, когда выявляются клики или сообщества. 
Моделирование отношений высокого порядка позволяет отличать суммы парных взаимо­
действий (клики) от обоснованных групповых. Представленные методы анализа структур­
ных характеристик КС в большинстве случаев являются развитием тех, которые исполь­
зуются для сетей, моделируемых графами. Это касается законов распределения степеней, 
определения коэффициентов кластеризации, мер центральности акторов, лапласианов.

Симплициальные комплексы и гиперграфы являются главными кандидатами для 
явного и естественного описания групповых взаимодействий. Однако наличие всех 
граней каждого симплекса в симплициальном комплексе может оказаться слишком 
сильным предположением, не имеющим интерпретации в некоторых системах. Концепция 
комплексной гиперсети в работе [27] базируется на представлении КС гиперграфом, а в 
работе [29] утверждается, что основные свойства сложных сетей можно рассматривать 
как следствие лежащей в их основе двудольной структуры. В монографии [7] приведено 
определение гиперсимплекса как упорядоченного множества вершин с явным n-арным 
отношением, при этом гиперсимплексы обеспечивают однозначный уникальный способ 
выделения уровней в многоуровневых системах. Гиперсеть как множество гиперсимплек­
сов образует системную подложку и обеспечивает циркуляцию трафика. Обобщение идет 
от гиперграфа к симплициальному комплексу (структурирование), а затем к гиперсети 
(дополнительное структурирование). Такие гиперсети не конкурируют с гиперграфами 
или сетями — они включают оба подхода. “В любой ситуации можно использовать про­
стейшую структуру, но в случае необходимости гиперсети предлагают дополнительную 
репрезентативную силу” [7].
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Automatic construction of efficient scientific parallel programs for supercomputers is in general a 
complex problem of system parallel programming. Therefore, various specialized system algorithms 
for automated parallel programs construction are of use. Of interest are algorithms for automated 
parallel program construction from a given numerical algorithm description. These algorithms can 
either be general purpose or specialized. The specialized parallel program construction algorithms are 
of particular interest. Despite the fact that such specialized system algorithms are applicable only 
for restricted classes of input numerical algorithms, such specialized algorithms have a significant 
advantage. These algorithms allow parallel program generators to employ parallel programming 
techniques which are widely used in manual parallel programming to construct highly efficient parallel 
programs. LuNA system for automatic construction of distributed parallel programs provides a basis 
for accumulation of such specialized system algorithms to provide high-quality parallel programs 
construction in particular subject domains. This system allows automated construction of parallel 
programs for a distributed memory parallel computer from a given numerical algorithm description 
written with high-level LuNA language. In this paper, a novel specialized algorithm of parallel programs 
construction for sparse linear algebra domain is presented. It is applicable for a class of sparse linear 
algebra algorithms which includes widely used preconditioner algorithms for sparse systems of linear 
equations. This fact makes the developed specialized system algorithm of practical interest. The 
presented specialized automated parallel program construction algorithm has been implemented as 
a specialized run-time system which has been integrated into the LuNA system and the module which 
has been integrated into the LuNA compiler. In order to integrate the implementation of the developed 
specialized system algorithm into the LuNA system the following approach is used. The LuNA compiler 
detects if the input numerical algorithm description written with LuNA language belongs to a class 
of numerical algorithms for which the LuNA system has a specialized support. In this case the 
corresponding specialized system algorithms are used to construct the so-called intermediate parallel 
program. Otherwise the previously developed general purpose parallel program construction algorithms 
are used. The control program constructs an executable representation of the input numerical algorithm 
at run-time. The executable representation of the input algorithm is a directed acyclic graph of single 
assignment variables and operations. This representation is then executed by the specialized run-time 
system. The specialized run-time system employs parallel programming techniques which are widely 
used in manual development of parallel preconditioners for sparse matrices. In order to assess the 
performance of parallel programs constructed using the developed specialized system algorithms, a 
test parallel program was automatically constructed from the description of sparse-vector multiply 
algorithm. The performance of the automatically constructed parallel program was compared to the

© N. Belyaev, 2022
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performance of implementation of the same algorithm from Intel MKL and Parallel Sparse BLAS 
libraries. Experimental results demonstrate that the performance of the automatically generated 
parallel program is comparable with the performance of the corresponding implementation from Intel 
MKL (the performance of the automatically constructed parallel program is only 15 % less than the 
performance of the matrix-vector multiply implementation from Intel MKL) . Also the constructed 
parallel program outperforms the implementation for Parallel Sparse BLAS library by approximately 
10 %. These facts show that the LuNA system is practically applicable for automated construction of 
high performance distributed parallel programs for supercomputers in the sparse linear algebra field.

Key words: DAG, parallel preconditioner, parallel program synthesis, fragmented 
programming, task based parallelism, parallel run-time system, parallel programming system.
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В статье описываются разработанные специализированные системные алгоритмы автомати­
ческого конструирования параллельной программы по описанию численного алгоритма для 
задач разреженной линейной алгебры. Разработанные специализированные системные алго­
ритмы позволяют применять при автоматическом конструировании параллельных программ 
техники параллельного программирования, которые широко применяются при ручной разра­
ботке параллельных программ в данной предметной области. Разработанные системные алго­
ритмы автоматического конструирования параллельной программы были реализованы в виде 
модулей, которые были интегрированы в систему параллельного программирования общего 
назначения LuNA, разрабатываемую в ИВМиМГ СО РАН. Производительность тестовых па­
раллельных программ, автоматически сконструированных системой LuNA, оказалась сравни­
ма с производительностью популярных широко используемых библиотечных реализаций этих 
алгоритмов разреженной линейной алгебры.

Ключевые слова: граф задач, параллельная реализация прсдобуславливатсля, констру­
ирование параллельной программы, параллелизм уровня задач.

Введение. Проблема разработки средств автоматического конструирования парал­
лельной программы по описанию численного алгоритма является актуальной проблемой. 
В частности, сложность представляет разработка алгоритмов автоматического констру­
ирования параллельной программы, эффективно использующей доступные ресурсы вы­
числителя. Такие программы целесообразно автоматически конструировать по описанию 
численного алгоритма, применяя специализированные системные алгоритмы автоматиче­
ского конструирования параллельной программы вместо универсальных.

Специализированные алгоритмы позволяют применять при автоматическом конструи­
ровании параллельной программы широко известные и отработанные техники параллель­
ного программирования, применяемые при ручной разработке параллельных программ в 
конкретной области численного моделирования. Показательным примером таких техник 
параллельного программирования является техника right-looking [1-3], применяемая при 
разработке программ, реализующих алгоритм LU разложения плотной матрицы [4] для 
параллельного компьютера с распределенной памятью. Многие библиотечные реализации 
LU разложения разработаны с применением этой техники [5-8]. Применение таких техник

(с) Н. А. Беляев, 2022
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во многом обуславливает высокую эффективность рассмотренных библиотечных парал­
лельных программ. Достигать высокой эффективности автоматически сконструирован­
ной параллельной программы в этих обстоятельствах целесообразно путем применения 
при конструировании специализированных системных алгоритмов, реализующих такие 
техники.

На сегодняшний день опубликовано большое количество работ, посвященных разра­
ботке и применению различных узкоспециализированных техник параллельного програм­
мирования для задач численного моделирования. Так, в работах [9, 10] предлагаются раз­
личные реализации LU-разложения разреженной матрицы, основанные на применении 
техник параллельного программирования right-looking и left-looking [11, 12]. Различные 
параллельные библиотечные реализации [13-15] алгоритма LL T-разложения разреженных 
матриц также используют опубликованные широко известные практики, в частности, тех­
нику left-looking. Аналогичная ситуация наблюдается и для другого класса численных 
алгоритмов — предобуславливателей разреженных СЛАУ [16-17].

Также активно разрабатываются автоматические средства параллельного программи­
рования как общего назначения, так и специализированные. В частности, Charm++ [18] 
позволяет автоматически конструировать параллельную программу по описанию числен­
ного алгоритма в виде множества взаимодействующих легковесных процессов. Системы 
Legion [19], Regent [20] и LuNA [21] автоматически конструируют параллельную програм­
му по описанию численного алгоритма в виде двудольного бесконтурного орграфа пере­
менных и операций. Эти системы используют универсальные алгоритмы распределенно­
го исполнения такого графа на параллельном компьютере с распределенной памятью, а 
также возможна интеграция в них модулей, реализующих специализированные систем­
ные алгоритмы конструирования параллельной программы по описанию численного ал­
горитма. Численные алгоритмы можно разделить на классы согласно тому, какие техники 
параллельного программирования применимы при параллельной реализации конкретных 
численных алгоритмов. Для каждого класса в перечисленные системы параллельного про­
граммирования возможно интегрировать отдельные модули, реализующие специализиро­
ванные алгоритмы автоматического конструирования параллельной программы. Таким 
образом, возможно обеспечить накопление реализаций специализированных алгоритмов 
автоматического конструирования параллельной программы по описанию численного ал­
горитма в системах параллельного программирования общего назначения.

В частности, ранее с участием автора в работе [22] был предложен набор специали­
зированных системных алгоритмов автоматического конструирования параллельной про­
граммы для класса численных алгоритмов факторизации плотной матрицы, включающе­
го алгоритмы LU разложения, LLT разложения и пр. Разработанные специализированные 
алгоритмы конструирования были реализованы в виде модулей, которые были интегри­
рованы в систему параллельного программирования LuNA. Это позволило автоматически 
сконструировать высокоэффективную параллельную программу для параллельного ком­
пьютера с распределенной памятью по описанию алгоритма LLT разложения плотной мат­
рицы. Производительность автоматически сконструированной параллельной программы 
превысила производительность реализации LLT разложения, взятой из широко применяе­
мой библиотеки ScaLAPACK. Это показало практическую значимость подхода накопления 
в системе параллельного программирования общего назначения специализированных си­
стемных алгоритмов конструирования параллельной программы и пригодность системы 
LuNA для такого накопления.
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Рис. 1. Применяемая схема конструирования параллельной программы

Структурно дальнейшее изложение организовано следующим образом. В разделе 1 
дается краткое описание системы LuXA, описываются основные компоненты системы и 
объясняется их назначение, а также объясняется предлагаемая схема конструирования 
параллельной программы. Далее объясняется идея, стоящая за реализованной схемой 
автоматического конструирования параллельной программы. Затем описывается пред­
ставление численного алгоритма, по которому разработанными системными алгоритмами 
конструируется параллельная программа. Далее описываются разработанные системные 
алгоритмы конструирования параллельной программы и технические детали их реализа­
ции. В конце статьи приводятся результаты измерения производительности параллельных 
программ, сконструированных с помощью разработанных системных алгоритмов.

1. Применяемая схема конструирования параллельной программы. Рассмот­
рим применяемую схему конструирования параллельной программы. Эта схема предла­
галась ранее в работе [22] и поэтому применена и в данной работе. Опишем ее.

Компилятор системы LuXA, произведя лексический и синтаксический анализ текста 
входного представления численного алгоритма, определяет, принадлежит ли входное опи­
сание численного алгоритма к одному из классов численных алгоритмов, для которых в 
системе LuXA имеется специализированная поддержка. В этом случае компилятором кон­
струируется параллельная программа с помощью соответствующего специализированного 
алгоритма конструирования, реализованного в виде модуля компилятора. Эта сконстру­
ированная параллельная программа, в свою очередь, конструирует исполняемое пред­
ставление исходного численного алгоритма и подает сто па вход специализированной ис­
полнительной системе, которая исполняет сто па параллельном компьютере с распреде­
ленной памятью. Подход использования такой промежуточной программы применяется 
при разработке специализированных систем параллельного программирования, в частно­
сти, [23]. Если же входное описание численного алгоритма не принадлежит пи к одному 
из классов, для которых в системе LuXA имеется специализированная поддержка, то для 
конструирования параллельной программы используется исполнительная система общего 
назначения. Схема проиллюстрирована па рис. 1.

Применение описанной схемы позволяет реализовать в специализированных исполни­
тельных системах системные алгоритмы конструирования параллельной программы с ис­
пользованием некоторых отработанных техник параллельного программирования, кото­
рые широко применяются при ручной разработке параллельных программ в конкретной 
предметной области.
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2. Представление численного алгоритма. Исполняемое представление численного 
алгоритма было разработано на основе ранее разработанного т. н. фрагментированного 
представления алгоритма [24].

Численный алгоритм представляется в виде конечного двудольного бесконтурного ор­
графа, вершинами которого являются переменные единственного присваивания и опе­
рации единственного срабатывания, а дуги графа обозначают информационные зависи­
мости между операциями. Множество допустимых значений каждой конкретной перемен­
ной определяется разработчиком описания численного алгоритма (например, значением 
переменной может выступать блок матрицы, вектор, целое число и т. д). Будем называть 
переменную входной переменной операции, если от этой переменной к операции идет 
дуга. Будем называть переменную выходной переменной операции, если от операции 
к этой переменной идет дуга. Если переменная является входной переменной некоторой 
операции, будем называть такую операцию операцией-потребителем этой переменной. 
В случае, если переменная является вершиной-источником в графе, будем называть ее 
входной переменной алгоритма, а если переменная является вершиной-стоком, то — вы­
ходной переменной алгоритма. Каждой операции поставлен в соответствие модуль, реа­
лизующий некоторую функцию вычисления значений выходных переменных операции по 
значениям входных переменных. Такие модули предоставляются разработчиком описа­
ния численного алгоритма. Примером модуля может служить процедура, реализованная 
на процедурном языке (С, C++, Fortran).

Пусть на некоторых непересекающихся подмножествах переменных определены функ­
ции, по одной на подмножество, называемые в дальнейшем индексными функциями. 
Индексная функция переменной ставит в соответствие кортеж целых неотрицательных 
чисел фиксированной длины для каждой конкретной функции. Элементы таких корте­
жей будем называть индексами переменной. В случае, если для какого-то подмножества 
переменных определена индексная функция, будем говорить, что это подмножество пере­
менных объединено в n-мерный массив, где п — размер соответствующих кортежей 
индексов. Переменные, объединенные в массив, будем называть элементами массива.

Рассмотрим теперь исполнение описанного представления численного алгоритма, для 
этого сначала рассмотрим исполнение операции. Исполнение операции заключается в ис­
полнении модуля, поставленного в соответствие операции. В результате исполнения опера­
ции вычисляются значения ее выходных переменных. Эти переменные будем считать вы­
численными. Будем также считать вычисленными входные переменные алгоритма. Опе­
рация может быть исполнена в случае, если у нее либо отсутствуют входные переменные, 
либо все ее входные переменные вычислены (такие операции будем называть готовыми к 
исполнению). Исполнение данного представления алгоритма — это последовательность 
шагов, на каждом из которых исполняются все готовые операции. После исполнения всех 
готовых операций на каждом шаге вычисляются значения некоторого (возможно, пусто­
го) множества переменных. В результате получается новое множество (возможно, пустое) 
готовых операций, которые также исполняются. Такой процесс продолжается до тех пор, 
пока на очередном шаге множество готовых операций не окажется пустым.

Описанное выше исполняемое представление численного алгоритма будем называть 
графовым представлением алгоритма.

3. Описание поддерживаемого класса численных алгоритмов. Опишем теперь 
класс численных алгоритмов, для которых применимы разработанные специализирован­
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ные алгоритмы конструирования параллельной программы. Для описания этого класса 
сформулируем критерии, которым должен удовлетворять численный алгоритм:

— Численный алгоритм представим в виде, описанном в разделе 2 (поскольку это пред­
ставление является входным для разработанных алгоритмов конструирования параллель­
ной программы).

— Для каждой операции в графовом представлении алгоритма верно, что среди ее 
выходных переменных найдется единственный элемент массива, причем этот массив од­
номерный.

— В графовом представлении алгоритма максимальная размерность массива, в кото­
рый объединены переменные, не превышает двух.

Данные критерии являются достаточными для того, чтобы графовое представление 
численного алгоритма можно было исполнить с помощью описанных ниже разработан­
ных системных алгоритмов. Описанным критериям удовлетворяют в т. ч. многие алгорит­
мы линейной алгебры, такие как алгоритмы разреженного блочного матрично-векторного 
умножения, блочные алгоритмы решения треугольных разреженных СЛАУ методом Гаус­
са, а также ряд алгоритмов предобуславливателей разреженных СЛАУ, таких как пре- 
добуславливатель Гаусса-Зейделя. Эти алгоритмы широко используются при разработке 
итерационных решателей разреженных СЛАУ, что обусловливает практическую значи­
мость выбранного класса численных алгоритмов. Описанным критериям удовлетворяют 
и другие численные алгоритмы.

4. Алгоритм конструирования параллельной программы. Разработанный ал­
горитм исполнения графового представления численного алгоритма можно разбить на 
две основные стадии: построение распределения операций и переменных по узлам па­
раллельного компьютера с распределенной памятью и исполнение на каждом из узлов 
параллельного компьютера отображенного на него подграфа переменных и операций.

Построение распределения операций и переменных графового представления по узлам 
параллельного компьютера с распределенной памятью заключается в выполнении следу­
ющих шагов. Сначала по графовому представлению строится граф операций. Построение 
его состоит в том, что из первоначального графа удаляются вершины-переменные. При 
этом в результирующем графе дута идет от одной операции к другой в случае, если в 
исходном графе существовал простой путь длины 2 от одной операции к другой. При­
мер преобразования исходного графа переменных и операций в граф операций показан на 
рис. 2.

Кружками обозначены переменные, а прямоугольниками — операции. Слева показан 
пример некоторого исходного графа переменных и операций, а справа — построенный по 
нему граф операций.

Следующим шагом осуществляется построение распределения вершин графа операций 
по узлам параллельного компьютера с распределенной памятью. Для этого граф операций 
разделяется на к подграфов по числу узлов параллельного компьютера с распределенной 
памятью так, что одна вершина графа операций принадлежит единственному подграфу. 
При этом минимизируются два показателя. Во-первых, для каждой пары подграфов ми­
нимизируется суммарное количество дуг, соединяющих вершины, принадлежащие этим 
подграфам. Во-вторых, минимизируется максимальная разность числа узлов для любых 
двух подграфов. Эта задача широко известна [25], известны эффективные библиотечные 
реализации алгоритмов решения этой задачи [26, 27]. В данной работе для решения этой 
задачи применяется соответствующий модуль библиотеки METIS [28]. Каждый подграф
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Рис. 2. Пример построения графа операций по исходному графу переменных и операций

Рис. 3. Пример распределения графа переменных и операций по узлам параллельного компьютера с 
распределенной памятью

считается отображаемым па отдельный узел параллельного компьютера. Далее строит­
ся распределение переменных по узлам параллельного компьютера. Каждая переменная 
отображается па тот узел параллельного компьютера, па который отображена операция, 
вычисляющая значение этой переменной. Пример распределения исходного графа пере­
менных и операций па узлы параллельного компьютера с распределенной памятью пока­
зан па рис. 3.

Кружками обозначены переменные, а прямоугольниками — операции. Слева показан 
пример разбиения па к частей графа операций, справа показано распределение перемен­
ных и операций исходного графа по узлам параллельного компьютера с распределенной 
памятью, построенное по данному разбиению графа операций. Пунктирной линией вы­
делены подграфы, отображенные па разные узлы параллельного компьютера с распреде­
ленной памятью.

Исполнение подграфа переменных и операций, отображенного па узел параллельного 
компьютера, происходит согласно следующему алгоритму:

— Осуществляется поиск операций, для которых выполнены два условия: операция 
готова и значения всех входных переменных операции находятся в памяти того же узла 
параллельного компьютера, па который отображена операция. Такие операции вместе 
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со значениями своих входных переменных формируют вычислительные задачи, которые 
помещаются в очередь готовых для исполнения задач.

— Вычислительные задачи из очереди готовых задач исполняются, исполнение задачи 
заключается в исполнении соответствующей операции. Для каждой вычисленной пере­
менной осуществляется поиск ее операций-потребителей, при этом, если такая операция 
отображена на другой узел параллельного компьютера, осуществляется асинхронная пе­
ресылка значения переменной на нужный узел с использованием коммуникационной сети 
параллельного компьютера.

— Шаги 1-3 повторяются до тех пор, пока на шаге 1 множество готовых операций не 
окажется пустым.

5. Тестирование. Практическую значимость разработанных системных алгорит­
мов автоматического конструирования параллельных программ обусловливает произ­
водительность конструируемых программ. Производительность конструируемых парал­
лельных программ, таким образом, требуется оценить. Это целесообразно сделать пу­
тем сравнения на идентичном наборе входных данных производительности автоматически 
сконструированной параллельной программы и параллельной программы, разработанной 
вручную экспертами конкретной предметной области и реализующей тот же численный 
алгоритм. Далее описываются параметры проведения и результаты такого сравнения.

Тестовые параллельные программы были сконструированы по описанию численных 
алгоритмов разреженного блочного матрично-векторного умножения и блочного предо- 
буславливателя Гаусса-Зейделя [28] раразеженной СЛАУ. Выбор алгоритмов обусловлен 
тем, что эти алгоритмы широко применяются при разработке итерационных решателей 
разреженных СЛАУ, а также доступны реализации этих алгоритмов в составе широко 
применяемых в данной предметной области библиотек. В качестве входных данных высту­
пала квадратная матрица „Queen “ из общедоступного онлайн хранилища матриц Florida 
Matrix Colletction [29]. Матрица выбрана исходя из доступного объема оперативной памяти 
на узлах использованного параллельного компьютера, а хранилище матриц Florida Matrix 
Collection выбрано в качестве источника входных данных, поскольку в нем представлены 
матрицы, получаемые при решении реальных задач численного моделирования и являю­
щиеся показательными примерами входных данных для различных алгоритмов решения 
СЛАУ. В качестве вектора для задачи матрично-векторного умножения и входного век­
тора для предобуславливателя Гаусса-Зейделя выступал единичный вектор соответству­
ющего размера (выбранные значения векторов обеспечивают корректную работу тесто­
вых программ, при этом эти значения не оказывают влияния на их производительность). 
Входная матрица для сконструированных системой LuNA программ была разделена на 
квадратные разреженные блоки, представленные в формате CSR. В качестве библиотеки 
модулей, реализующих операции, использовавшиеся в описаниях алгоритмов для системы 
LuNA (умножения блока входной матрицы на вектор и решения треугольной СЛАУ с бло­
ком входной матрицы), выступала библиотека Intel MKL [30] версии 2021.4.0. В качестве 
вычислителя использовался суперкомпьютер МВС-10П [31] в составе межведомственного 
суперкомпьютерного центра Российской академии наук. Узел суперкомпьютера имеет в 
своем составе два процессора Intel Xeon Е5-2690 (каждый имеет 8 ядер) и 16 GB оператив­
ной памяти. Производительность параллельных программ, сконструированных системой 
LuNA, измерялась как в случае запуска на единственном узле суперкомпьютера, так и в 
случае запуска на множестве узлов, поскольку разработанные системные алгоритмы кон-
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Рис. 4. Результаты измерения производительности параллельной программы, сконструированной 
системой LuNA, и реализации алгоритма разреженного матрично-векторного умножения из библиотеки 

Intel MKL

струировапия параллельной программы пригодны и для конструирования программы для 
параллельного компьютера с общей памятью.

Тест 1. Производительность автоматически сконструированной параллельной програм­
мы, реализующей алгоритм блочного матрично-векторного умножения, сравнивалась с 
реализацией алгоритма разреженного матрично-векторного умножения в составе библио­
теки Intel MKL. Обеими паралельпыми программами производилось по одной тысяче 
умножений разреженной матрицы па вектор для того чтобы имитировать итерационный 
процесс, присутствующий в алгоритмах итерационного решения разреженных СЛАУ. В 
качестве вычислителя использовался единственный узел суперкомпьютера МВС-10П. Ко­
личество потоков, использовавшихся обеими параллельными программами, варьирова­
лось от одного до шестнадцати по числу доступных па узле ядер процессора. Результаты 
измерения производительности приводятся па рис. 4.

Производительность автоматически сконструированной параллельной программы 
уступает производительности библиотечной реализации незначительно (па 15-20 %), при 
этом система LuXA конструирует программу автоматически по описанию численного ал­
горитма. Незначительная разница в производительности не является критичной, посколь­
ку ручная разработка параллельной программы, реализующей блочный алгоритм раз­
реженного матрично-векторного умножения со сравнимой производительностью, требует 
значительно больших временных затрат, чем разработка описания численного алгоритма 
для системы LuXA.

Тест 2. По описанию алгоритма разреженного матрично-векторного умножения си­
стемой LuXA была автоматически сконструирована параллельная программа. Произво­
дительность автоматически сконструированной параллельной программы сравнивалась 
с реализацией алгоритма разреженного матрично-векторного умножения из библиотеки 
Parallel Sparse BLAS [32]. Аналогично тесту 1, обеими программами производилось по од­
ной тысяче матрично-векторных умножений. Количество используемых при запуске обеих 
программ узлов суперкомпьютера варьировалось от одного до шестнадцати. На каждом
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Рис. 5. Результаты измерения производительности параллельной программы, сконструированной 
системой LuNA, и реализации алгоритма разреженного матрично-векторного умножения из библиотеки 

Parallel Sparse BLAS

узле запускалось по 32 потока по числу доступных процессорных ядер. Результаты изме­
рения производительности программ приведены па рис. 5.

Производительность параллельной программы, автоматически сконструированной си­
стемой LuXA, превосходит производительность реализации разреженного матрично­
векторного умножения из библиотеки Parallel Sparse BLAS для параллельного компью­
тера с распределенной памятью, что также говорит в пользу практической значимости 
разработанных системных алгоритмов автоматического конструирования параллельной 
программы.

Тест 3. По описанию алгоритма предобуславливателя Гаусса-Зейделя для разрежен­
ной СЛАУ с помощью системы LuXA сконструирована параллельная программа. Тест де­
монстрирует работоспособность разработанных системных алгоритмов конструирования 
параллельной программы па популярном численном алгоритме из поддерживаемого си­
стемой LuXA класса алгоритмов предобуславливателей разреженных СЛАУ. Аналогично 
предыдущим тестам, сконструированной параллельной программой производилась одна 
тысяча применений предобуславливателя к исходному вектору. Количество используемых 
при запуске обеих программ узлов суперкомпьютера варьировалось от одного до четырех. 
На каждом узле запускалось по 32 потока по числу доступных процессорных ядер. Ре­
зультаты измерения производительности автоматически сконструированной программы 
приведены па рис. 6.

Разработанные специализированные алгоритмы конструирования параллельной про­
граммы показали работоспособность па примере численного алгоритма предобуславлива­
теля Гаусса-Зейделя, который выступает в качестве демонстрационного примера алгорит­
ма предобуславливателя разреженной СЛАУ. Эффективность сконструированной с помо­
щью разработанных специализированных алгоритмов параллельной программы близка к 
90 процентам, что также является приемлемым в данной предметной области и подтвер­
ждает практическую значимость полученных результатов.

Заключение. В статье предложена схема автоматического конструирования парал­
лельной программы, основанная па накоплении в системе параллельного программирова-
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Рис. б. Результаты измерения производительности параллельной программы, сконструированной 
системой LuNA

пия общего назначения специализированных системных алгоритмов конструирования про­
граммы. Для класса численных алгоритмов разреженной линейной алгебры разработаны 
специализированные системные алгоритмы конструирования параллельной программы. 
Разработанные алгоритмы были реализованы в виде модулей, которые были интегриро­
ваны в систему параллельного программирования общего назначения LuXA.

Производительность параллельных программ, конструируемых с помощью интегриро­
ванных в систему LuXA модулей, сравнивалась с производительностью широко используе­
мых реализаций соответствующих численных алгоритмов, взятых из библиотек Intel MKL 
и Parallel Sparse BLAS. Производительность сконструированных программ незначитель­
но уступала производительности библиотечных реализаций соответствующих алгоритмов 
из библиотеки Intel MKL и превосходила производительность реализаций из библиоте­
ки Parallel Sparse BLAS. Этот факт говорит в пользу практической значимости разра­
ботанных специализированных системных алгоритмов автоматического конструирования 
параллельной программы.

Несмотря па то, что проблема автоматического конструирования параллельных про­
грамм остается в общем случае нерешенной, разработанные системные алгоритмы откры­
вают возможности дальнейшего усовершенствования системы LuXA в части расширения 
класса алгоритмов, для которых в системе имеется специализированная поддержка. В 
частности, открываются возможности по добавлению в систему LuXA специализирован­
ной поддержки для практически значимого класса алгоритмов итерационного решения 
разреженной СЛАУ с предобуславливапием. При этом разработанные системные алго­
ритмы окажутся применимыми для конструирования высокоэффективных параллельных 
подпрограмм, реализующих алгоритмы предобуславливапия СЛАУ.

В дальнейшем планируется разработать и реализовать специализированные системные 
алгоритмы автоматического конструирования параллельной программы по описанию 
численного алгоритма итерационного решения разреженной СЛАУ с предобуславливапи­
ем.
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The LuNA (Language for Numerical Algorithms) fragmented programming system is a high-level 
tool for creating parallel applications. Programs created using the LuNA can be run on computing 
systems with shared or distributed memory. The users create their program using a language resembling 
the standard imperative programming languages (C/C++, Fortran, Pascal, etc.), but does not specify 
any constructions regarding parallelism. Each operator of the LuNA language causes the generation 
of a new calculation fragment (CF) at runtime, which accepts objects called data fragments (DF) as 
its input and output. The totality of CFs makes up a fragmented program at the execution stage. 
Thus, the algorithm of a fragmented program is represented as a bipartite oriented graph with vertices 
of types CF and DF. The paper explains the important properties of fragmented programs: the non- 
dctcrministic order of operators execution in procedures, the uniqueness of assigning DF values and 
the absence of arrays in the programmer’s usual understanding.

The most typical logical errors for fragmented programs are described, which include an attempt 
to use uninitialized data, repeated initialization of the same data and a mismatch of data types during 
initialization and during use. In the case of running a fragmented program on a distributed memory 
computing system, the processes share the work of executing fragments of calculations. During this 
work, a situation of computational load imbalance may occur. The paper substantiates the importance 
of solving this problem.

Since LuNA is a high-level parallel programming tool, it is very difficult for the user to solve 
debugging and load balancing problems. In this regard, the authors of paper develop an automated 
debugging module based on the ,,post-mortem“ analysis method and an automatic centralized load 
balancing module for the system.

The automated debugging module collects trace files in JSON format during the execution of 
a fragmented program on each process. These files record information about the processed CFs, as 
well as their input and output DFs. After the normal or emergency shutdown of the program, the 
user can call a special software tool (luna_trace) that analyzes the collected traces. The result of its 
work is the output of detailed information about the detected errors, including a verbal description of 
the problem, a program statement indicating the string and file name of the source code, a stack of 
procedure calls and the names of the DFs with which the error is associated. In addition, information 
specific to a particular error is displayed, for example, for uninitialized DFs — the places of their 
possible initialization.

Another important part of this module functionality is the automatic detection of program hangs. 
The implementation of hang detection is based on a modification of the distributed Dijkstra-Scholten
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algorithm. A hang-up situation occurs when one or more errors from frequently occurring classes are 
made in the LuNA program. In this regard, in the environment of a supercomputer center, where the 
user loses the ability to interact with the program after queuing the task, this functionality becomes 
particularly important.

The paper explains the fundamental difference between dynamic and static load balancing 
approaches and outlines the applicability of both approaches for different cases. The importance of 
developing a dynamic load balancing module in the LuNA system is explained. There are 2 methods 
of organizing dynamic balancing: based on centralized and distributed algorithms. The module being 
created implements the first method. The centralized load balancing module launches a service load 
balancer process along with the „worker processes“ that execute CFs. The role of this service process 
is to collect information from worker processes about executed and ready-to-execute CFs in order 
to redistribute them and minimize the imbalance. By collecting this information, the load balancer 
monitors the relative value of the imbalance between the most and the least loaded processes. When 
this imbalance reaches the threshold value (this threshold is setting by the parameter), the load balancer 
generates a „balancing plan“ deciding which CFs should be transferred from one process to another. 
The balancing plan is based on the fragment’s „weights“. The execution time of the fragment is taken 
as the weight. At the same time, if a fragment is transferred from one process to another, then its 
weight increases by the time of transferring.

The paper shows the results of modules testing on the computing cluster of Novosibirsk State 
University (NSU). Tests were performed on the problem of block matrix multiplication. The presented 
results demonstrate the effectiveness of the centralized load balancing module and acceptable overhead 
costs of the automated debugging module.

Further development plans regarding the functionality of the modules are given at the end.
Key words: fragmented programming, LuNA system, automated debugging, dynamic load 

balancing.
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Описываются основные принципы, на которых базируется система фрагментированного про­
граммирования LuNA и одноименный язык. Даются значения основных терминов, принятых 
в системе.
Приводятся наиболее типичные для фрагментированных программ логические ошибки. Обос­
новывается важность решения проблемы динамической балансировки нагрузки между процес­
сами, разделяющими работу по исполнению фрагментов вычислений, совокупность которых и 
составляет фрагментированную программу на этапе исполнения. Поскольку LuNA относится 
к высокоуровневым средствам создания параллельных программ, то решение проблем отлад­
ки и динамической балансировки нагрузки очень затруднительно для пользователя. В связи 
с этим для системы разрабатываются модуль автоматизированной отладки на основе метода 
анализа по трассе и модуль автоматической централизованной динамической балансировки 
нагрузки.
Модуль автоматизированной отладки по ходу исполнения фрагментированной программы на 
каждом процессе собирает файлы трассы в JSON-форматс, куда вносится информация об об­
рабатываемых фрагментах вычислений, а также об их входных и выходных фрагментах дан­
ных. После нормального или аварийного завершения работы программы пользователь может 
вызвать специальное программное средство, анализирующее собранные трассы и выводящее 
подробную информацию об обнаруженных ошибках.
При подключении модуля централизованной динамической балансировки нагрузки порожда­
ется служебный процесс, который собирает с рабочих процессов информацию о готовых к 
исполнению и выполнившихся фрагментах вычислений с целью их перераспределения и ми­
нимизации дисбаланса.
Изложены результаты тестирования модулей на вычислительном кластере НГУ на задаче 
блочного умножения матриц, продемонстрировавшие эффективность модуля централизован­
ной балансировки нагрузки и приемлемые накладные расходы модуля автоматизированной 
отладки.

Ключевые слова: фрагментированное программирование, система LuNA, автоматизиро­
ванная отладка, динамическая балансировка нагрузки.

Введение. Отладка и оптимизация даже последовательных программ — тяжелые, ре­
сурсоемкие процессы, составляющие неотъемлемую часть общего цикла разработки. В
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случае параллельных приложений ситуация усугубляется еще сильнее. Появляется мно­
жество новых по сравнению с последовательным программированием ошибок, обуслов­
ленных взаимодействием одновременно работающих процессов и/или потоков. К этому 
множеству ошибок принадлежат дедлоки, гонки данных, несоответствия в параметрах 
коммуникационных процедур при передаче данных между процессами и т. д. [1].

Параллельные программы создаются в первую очередь для ускорения вычислений. 
Однако ускорение сложной программы зачастую оказывается существенно ниже ожида­
емого, сводя эффективность распараллеливания практически к нулю [2]. В связи с этим 
особую значимость приобретает оптимизация параллельных программ, одной из основных 
задач которой является достижение хорошего баланса нагрузки.

Главными целями парадигмы фрагментированного программирования и системы 
LuNA (Language for Numerical Algorithms) [3] является повышение уровня программиро­
вания и абстракция от технических деталей, которые ложатся на пользователя в случае 
применения таких технологий параллельного программирования, как MPI и ОрепМР. Под 
„техническими деталями“ имеются в виду следующие задачи: декомпозиция данных и вы­
числений, программирование коммуникаций, синхронизация работы процессов и потоков, 
обеспечение динамической балансировки нагрузки, сохранение контрольных точек и пр. 
Система LuNA берет эти проблемы на себя, оставляя пользователю только запрограмми­
ровать сам алгоритм на одноименном языке и в котором не содержится конструкций, яв­
но указывающих на параллелизм при исполнении программы. Созданная на языке LuNA 
программа может быть запущена на многопроцессорной вычислительной системе с общей 
памятью или с распределенной памятью.

1. Особенности и проблемы фрагментированного программирования. В тех­
нологии фрагментированного программирования, которую реализуют язык и система 
LuNA, составляемый фрагментированный алгоритм (ФА) представляет собой двудоль­
ный направленный граф, состоящий из фрагментов вычислений (ФВ) и фрагментов дан­
ных (ФД) [4]. Если проводить аналогию с традиционными императивными языками, то 
ФВ будут соответствовать вызовам процедур, а ФД — входным и выходным парамет­
рам этих процедур. Исполняя ФА, ФВ потребляют одни ФД и производят другие. В коде 
фрагментированной программы реализованные на языке LuNA процедуры называются 
фрагментами кода (ФК). Таким образом, одному ФК могут соответствовать несколько 
ФВ, поскольку одна и та же процедура может быть вызвана несколько раз.

ФК могут быть атомарными (функции или процедуры на сторонних языках типа 
C/C++ или Fortran, содержимое которых система LuNA не анализирует) и структури­
рованными (процедурами на языке LuNA). В процессе трансляции атомарные ФК пе­
редаются компилятору соответствующего языка, а структурированные обрабатываются 
компилятором LuNA. Таким образом, если у пользователя есть собственная библиоте­
ка процедур на каком-либо распространенном императивном языке, то он легко может 
использовать этот наработанный функционал при составлении фрагментированной про­
граммы.

Источником параллелизма в описанном ФА является тот факт, что если в некоторый 
момент могут исполняться несколько ФВ (все их входные ФД уже вычислены), то они 
могут быть запущены одновременно на различных процессорных ядрах/вычислительных 
узлах. Отсюда вытекает важное свойство фрагментированных программ. При импера­
тивном программировании оператор2, следующий по коду за строкой, содержащей опера­
тор 1, выполняется всегда строго после 1-го оператора. Во фрагментированной программе 



66 Параллельное системное программирование и вычислительные технологии

если ФК2 расположен за ФК1, то это ничего не говорит о порядке, в котором будут выпол­
нены ФВ1 и ФВ2, порожденные запуском этих ФК, поскольку начинают свой жизненный 
цикл они одновременно.

Жизненный цикл ФВ можно упрощенно представить следующим образом:
1) Отправка запросов на доставку значений входных ФД.
2) Получение всех запрошенных ФД.
3) Выполнение кода ФВ и присваивание значений выходным ФД.
При этом для того чтобы ФВ смог начать работу, все его входные ФД должны быть 

уже „готовы“ — обладать значениями. В ином случае ФВ просто ожидает готовности ФД.
Еще одно важное свойство LuNA-программ состоит в том, что ФД, в отличие от пе­

ременных в большинстве императивных языков, являются объектами единственного при­
сваивания. Их тип и значение определяется непосредственно в момент инициализации. 
Аналогами массивов в языке LuNA являются индексированные ФД. Их принципиальное 
отличие от массивов заключается в том, что в императивном языке память выделяется 
сразу для всех элементов массива. Обращение к элементу массива, лежащему вне выде­
ленного диапазона, является ошибкой и часто приводит к аварийному завершению про­
граммы. В языке LuNA память под ФД с определенным индексом выделяется в момент 
его инициализации. То есть, если, например, в цикле происходит работа только с четными 
элементами, то нечетных элементов при этом не будет в принципе.

В системе LuNA введены следующие обозначения:
1) Id — объект runtime-системы LuNA, используемый для идентификации ФД и ФВ. 

Объявлению ФД в LuNA-программе соответствует создание Id во время исполнения.
2) Блок кода — генерируемая транслятором LuNA функция из динамической библио­

теки, в которую собирается LuNA-программа. Во время выполнения блоки кода иденти­
фицируются целыми числами — номерами. Блок кода обычно отвечает за определенный 
этап выполнения ФВ (запрос данных, вызов функций C/C++, порождение новых ФВ, 
миграция на другой процесс и пр.) По номеру блока можно восстановить информацию о 
ФК, к которому он относится. Как правило, одному ФВ соответствуют несколько блоков 
кода. Выполнение ФВ — последовательное выполнение этих блоков кода.

3) Рекомендация — необязательное для исполнения указание runtime-системе LuNA, 
способное повлиять на эффективность работы программы. Рекомендации могут быть от­
носительно размещения определенных ФД на определенных процессах, удаления ФД в 
определенный момент, переиспользования памяти и др.

Составляя программу на языке LuNA, пользователь избавляется от управления па­
раллельным исполнением. Он не программирует поведение отдельных ветвей, не распре­
деляет работу между ними, не определяет коммуникации. Всю эту работу берет на себя 
runtime-система LuNA. По составленному ФА она определяет информационные зависи­
мости между ФВ и запускает в различных потоках или процессах те ФВ, зависимости 
которых уже удовлетворены. Для коммуникаций между процессами используется MPI.

Благодаря такому подходу прикладной программист избавляется от обозначенных вы­
ше задач. Однако у него появляются новые проблемы, поскольку технологии фрагмен­
тированного программирования свойственны ошибки, не присущие ни последовательным, 
ни параллельным программам. В связи с этим первой задачей, описываемой в данной 
статье, была поставлена разработка программного обеспечения для автоматизированного 
обнаружения логических ошибок в LuNA-программах.
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Следующая проблема заключается в том, что при исполнении LuNA-программы в силу 
постоянного порождения новых ФВ на различных вычислительных узлах в течение рабо­
ты всей программы нередко возникает дисбаланс вычислительной нагрузки. Этот дисба­
ланс приводит к тому, что аппаратные ресурсы начинают использоваться неэффективно. 
Для его устранения необходимо передавать ФВ от более нагруженных узлов к менее на­
груженным — выполнять „балансировку нагрузки “. В свою очередь, передача ФВ может 
привести к дополнительной нагрузке на коммуникационную сеть, что может замедлить 
работу программы в целом. Если имеется несколько свободных узлов, то возникает вопрос, 
кому из них следует передать нагрузку. Таким образом, необходимо учитывать сетевые и 
аппаратные ресурсы вычислительной системы. Необходимо также принять во внимание 
зависимость ФВ от ФД.

Для решения обозначенных проблем второй задачей была поставлена разработка мо­
дуля автоматической балансировки нагрузки в системе LuNA [5].

2. Ошибки во фрагментированных программах. В число основных классов ло­
гических ошибок для параллельных программ входят ошибки соревнования („гонки дан- 
ных“) и ошибки, приводящие к бесконечному ожиданию, в частности — дедлоки [6]. 
Эти классы характерны и для фрагментированных программ. Однако отладка LuNA- 
программ осложняется тем, что входной язык системы предоставляет высокоуровневые 
абстракции и скрывает от пользователя реализацию параллелизма.

Далее будут рассмотрены наиболее типичные ошибки времени выполнения программы, 
а также некоторые причины их возникновения.

1) Бесконечное ожидание.
В системе LuNA ситуация бесконечного ожидания может возникнуть в случае наличия 

ошибок, приводящих к зависанию атомарного ФВ. Например, это может быть бесконеч­
ный цикл или некорректная операция ввода-вывода. Подобные ошибки, однако, не связаны 
с параллельной природой программы, а потому подробно рассматриваться не будут.

Более типичной причиной бесконечного ожидания является использование неинициа­
лизированных ФД. Неинициализированным считается ФД, который вообще не получает 
значения во время работы программы. Как отмечалось ранее, устройство runtime-системы 
LuNA таково, что исполнение ФВ начинается только после получения значения всеми 
входными ФД. Если же существуют неинициализированные ФД, то некоторые ФВ невоз­
можно будет выполнить, и runtime-система не сможет завершить работу. Пример LuNA- 
программы, содержащей ошибку, связанную с использованием неинициализированного 
ФД, приведен в листинге 1.

Листинг 1. Неинициализированные индексированные ФД
C++ sub set( name х, int val) ${<!} { //name — тип выходного ФД 
x.setValue<int>(val); //код на языке C++ 
}!
sub vec_init( name vec, int size, int val) {
for i = 0..size-1 {
set(vec[i], val); //vec[i] := val
}
}
sub vec_sum( name vl, name v2, int size, name result) {
for i = 0..size-1 {
set (result [i], vl[i] + v2[i]); //result/] := vl[i]+v2[i]
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}
}
sub main() { //как в C/C++ main запускается первой
df х, у, size, sum; //объявление 4 ФД

set(size, 10);
vec_init(x, size, 1);
vec_init(y, size - 2, 2);
vec_sum(x, v, size, sum);
}
В данной программе сложения двух векторов ФД у[8] и у[9] не получают своих зна­

чений, в результате чего не могут выполниться ФВ, порожденные вызовами set(result[8], 
vl[8] + v2[8]) и set(result[9], vl[9] + v2[9]).

2) Ош,ибки соревнования.
Выше отмечалось одно из свойств языка LuNA: запрещено повторное присваивание 

значения ФД [4]. Зачастую попытка повторной инициализации ФД приводит к генера­
ции исключения и аварийному завершению runtime-системы. Однако в ситуации, когда 
на момент повторной инициализации ФД был удален по указанной рекомендации или 
„сборщиком мусора “, runtime-система не распознает его инициализацию как повторную. 
В листинге 2 приведен фрагмент LuNA-программы, иллюстрирующей данное поведение.

Листинг 2. Повторная инициализация ФД
sub main() {
df х;
set( х, 0);
print ( х) @ { delete х; } //рекомендация, выполняемая после print
wait_and_set( х, 1);
}
Семантика процедур set, wait_and_set и print соответствует их именам. С помощью 

рекомендации delete явно указывается, что ФД х может быть удален после выполнения 
ФВ.

3) Несоответствие типов данных.
Тип, как и значение ФД, определяется непосредственно в момент инициализации. Та­

кое решение предоставляет единообразный способ обмена данными между ФВ, однако 
программист должен знать тип значения, хранимого во ФД, чтобы использовать это зна­
чение в атомарных ФК. Попытка использовать ФД как значение неверного типа приводит 
к аварийному завершению программы. Пример такого поведения приведен в листинге 3.

Листинг 3. Использование ФД одного типа в качестве другого типа
С I—|- sub set_real( name х, real v) ${<!} { //real — тип вещественного числа, 
x.setValue(v);
}!
C++ sub print_int(int v) ${<!} {
printf(„%d\n“, v);
}!
sub main() {

df x;
set_real(x, 3.14);
print _int(x);

}
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3. Автоматическое обнаружение зависаний. Зависание runtime-системы ситу­
ация, когда ни один рабочий поток не может выполнить ни один из оставшихся ФВ. Таким 
образом, зависания в системе LuNA — проявление ошибки „бесконечного ожидания “.

Для обнаружения логических ошибок в LuNA-программах разрабатывается модуль 
автоматизированной отладки фрагментированных программ [7]. В числе прочего модуль 
способен выявлять ситуации зависания.

Автоматическое обнаружение зависания имеет много общего с решением проблемы 
остановки распределенной вычислительной системы. В настоящее время модуль системы 
LuNA, отвечающий за остановку runtime-системы после выполнения всех ФВ, основан на 
алгоритме Дейкстры—Шольтена [8]. Алгоритм подразумевает, что каждый процесс может 
находиться в одном из двух состояний — „есть работа” и „нет работы”. Вкратце алгоритм 
заключается в том, что все множество процессов, организованных в кольцо, обходит цело­
численный счетчик. Изначально он расположен на некотором процессе, где есть работа. 
Когда работа на процессе заканчивается, счетчик инкрементируется и передается следу­
ющему процессу по кольцу. Если на том процессе, куда передан счетчик, работа есть, то 
он сбрасывается в значение 0. Если работы нет, то инкрементируется и передается даль­
ше. Решение об остановке принимается тогда, когда значение счетчика равно удвоенному 
количеству процессов (счетчик совершил 2 обхода, нигде не найдя работы).

Если считать за отсутствие работы на процессе такое состояние всех имеющихся на 
нем ФВ, когда они отправили запросы на доставку входных ФД, а за наличие работы 
— когда хотя бы один ФВ получил необходимые ФД или когда уже исполняется, то ФВ, 
находящиеся в состоянии ожидания данных, не будут учитываться при определении на­
личия работы на процессе. Если же все ФВ в системе находятся в состоянии ожидания, 
что означает ее зависание, то система будет остановлена.

4. Сбор отладочной информации. При порождении нового ФВ для него создается 
уникальный Id. При подключении модуля автоматизированной отладки во время работы 
runtime-системы для каждого ФД сохраняется информация о соответствии его имени, Id 
и номера блока кода, в котором Id был создан.

Также во ФВ сохраняется так называемая история вызовов — последовательность но­
меров блоков, формируемая следующим образом: для ФВ, соответствующего main, исто­
рия вызовов пуста; для каждого порожденного ФВ история вызовов получается из истории 
вызовов родительского ФВ дописыванием номера блока, который порождает новый ФВ 
(если его там еще нет), и номера блока, с которого начнется выполнение порожденного.

При вызове метода, отвечающего за ожидание получения ФД, сохраняется локальное 
имя ФД. В начале выполнения ФВ сохраняются идентификаторы входных и выходных 
ФД.

Информация, описанная выше, записывается в лог-файлы по достижении задаваемого 
параметром объема и при завершении работы системы. Позже эта информация может 
быть проанализирована с помощью утилиты luna_ trace. Каждый процесс независимо от 
других генерирует лог-файлы, и информация о ФВ и ФД сохраняется в разных файлах.

Также ведется учет ФВ на процессе: отслеживается создание, отправка другому про­
цессу и завершение выполнения ФВ. При наличии таких ФВ на момент завершения работы 
процесса генерируется файл, содержащий для каждого зависшего ФВ его идентификатор 
и информацию о ФД, которые ФВ ожидал на момент завершения программы.
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Following CFs appear to be the root cause of the system hang:

set(result[i], vl[i] + v2[i]) [./main.fa:13] never finished (2 instances) 
main -> vecsin

in for i = 0..size-1 [./main.fa:12]
in sub vec_sin(name vl, name v2, int size, name result) [./main.fa:ll]
in vec sin (x, y, size, sin) [./main.fa:25]
in sub main() [./main.fa:17]

Awaited DFs v2[i] (where v2 is у, у declared in sub main):
v2[8]..v2[9] (y[8]..y[9])

Maybe it should have been initialized here:
set(vec[i]j val) [./main.fa:7]
in for i = 0..size-1 [./main.fa:6]
in sub vec_init(name vec, int size, int val) [./main.fa:5]
in vec_init(y, size - 2, 2) [./main.fa:23]
in sub main() [./main.fa:17]

Рис. 1. Информация о причине зависания

5. Обнаружение некоторых классов ошибок. К одним из наиболее часто встре­
чающихся классов ошибок в LuXA-программах относятся отсутствие инициализации ФД 
и множественная инициализация ФД.

После завершения LuXA-программы пользователь может запустить утилиту 
luna_trace, передав ей лог-файлы, собранные в ходе исполнения модулем автоматизиро­
ванной отладки. При анализе этих файлов luna_trace выводит следующую информацию 
о зависших ФВ:

1) Выражение в коде LuXA-программы, соответствующее зависшему ФВ, с указанием 
имени файла и номера строки для упрощения навигации.

2) Историю вызовов (сигнатуры процедур, выражения, соответствующие вызовам, 
некоторые другие управляющие конструкции).

3) Информацию об ожидаемых ФД с указанием выражения, соответствующего исполь­
зованию ФД в коде, а также локального имени ФД и имени при объявлении.

4) Информацию о местах в коде LuXA-программы, где могла быть пропущена иници­
ализация ожидаемых ФД.

На рис. 1 приводится пример вывода для некорректной программы, представляющей 
собой простой пример поэлементного сложения векторов, моделируемых индексированны­
ми ФД (ее код приведен в листинге 1).

Утилита luna_trace объединяет информацию о ФВ, порожденных в одном цикле, а 
также представляет информацию об ожидаемых ФД в виде диапазона.

Также, как видно па рис. 1, утилита сумела определить выражение в тексте программы, 
которое соответствует инициализации элементов вектора (set(vec[i], val)). К тому же, для 
пего в выводе присутствует история вызовов, среди элементов которой находится строка 
,,vec_init(y, size — 2, 2)“ — вызов процедуры, содержащий ошибку “size “" вместо 
“size1), приведшую к зависанию.

Реализация данной функциональной возможности основывается па следующем пред­
положении: если не были инициализированы ФД <пате>[.. <пате>[N], но существу-
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Following DFs are initialized multiple tines: 

x in
set(Xj 0) [./main.fa:15]
set_later(x., 1, 2) [./main.fa:16]

Рис. 2. Сообщение о множественной инициализации

ют ФВ cfi .. Мм, выполняющие код одного и того же блока и породившие <пате>[ji] 
.. <пате>Кк], то с большой долей вероятности <пате>[1J.. . [iNJ должен был породить 
ФВ, выполняющий тот же код, что и сД .. с/м. В данном случае luna_ trace обнаруживает 
существование ФВ, породивших у[0] .. у[7], которым соответствует выражение set(vec[i], 
val) в цикле процедуры vec_init.

Пользователь имеет возможность специальным параметром указать — нужна ли ему 
информация обо всех зависших ФВ, либо только о „первопричинных “. Под первопри­
чинами зависания будем понимать ФВ, не имеющие информационных зависимостей от 
других зависших ФВ. Для поиска первопричин строится направленный граф информа­
ционных зависимостей, вершинами которого являются не выполненные ФВ, а ребрами — 
пары вида (ФВ1, ФВ2) такие что множества входных ФД для ФВ1 и выходных ФД для 
ФВ2 пересекаются. Тогда первопричинами будут ФВ, не имеющие исходящих ребер. Если 
же не удается найти пи одной такой вершины и граф содержит две или более вершины, 
это свидетельствует о том, что причиной зависания стала цикл зависимостей („мертвая 
блокировка“) [9]. luna_ trace также сообщит об этом.

Наличие информации в лог-файлах о выходных данных для каждого ФВ также позво­
ляет произвести поиск повторяющихся идентификаторов. Такие повторы соответствуют 
ситуации множественной инициализации одного и того же ФД несколькими ФВ. В случае 
обнаружения такой ситуации luna_trace выведет сообщение, содержащее имя ФД, а также 
список всех инициализирующих сто ФВ (пример па рис. 2).

Процедура set инициализирует ФД х, своим вторым аргументом, set_later делает то 
же самое, по с задержкой в секундах, передаваемой третьим аргументом.

6. Модуль централизованной динамической балансировки нагрузки. Под ба­
лансировкой нагрузки [10] понимается разделение вычислительной нагрузки между про­
цессорами распределенной вычислительной системы с целью оптимизации использования 
ресурсов. Задачу балансировки можно сформулировать следующим образом: дай набор 
задач и набор вычислительных устройств, па которых эти задачи могут быть выполнены. 
Необходимо распределить задачи таким образом, чтобы время простоя вычислительных 
устройств было минимальным.

Для многих программ невозможно адекватно оцепить вычислительный вес подзадач 
до начала исполнения, а узлы системы могут быть заняты другими вычислениями, не 
относящимися к задаче. В связи с этим статическая балансировка часто просто не может 
быть применена. Время работы таких программ можно сократить, распределяя задачи 
динамически, во время исполнения программы.

Динамическая балансировка подходит для программ, в которых:
1) заранее неизвестно количество задач;
2) количество задач изменяется во время исполнения программы;
3) заранее неизвестен вес задач.
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Существуют две основные стратегии динамической балансировки: централизованная 
и распределенная [11].

При централизованной динамической балансировке имеется выделенный процесс, ко­
торый собирает информацию с других процессов и в соответствии с ней осуществляет 
перераспределение нагрузки. В распределенном алгоритме рабочие процессы хранят ин­
формацию о процессах-соседях и в соответствии с ней осуществляют балансировку.

В соответствии с поставленной задачей в системе LuNA разработан модуль центра­
лизованной динамической балансировки нагрузки. При его подключении отдельный MPI- 
процесс „ балансировщика “ запускается наряду с „процессами-рабочими “, занимающимися 
выполнением ФВ. Балансировщик распределяет ФВ между рабочими процессами.

Выделенный процесс балансировщика получает от рабочих процессов информацию о 
готовности ФВ и об окончании его выполнения при помощи MPI-коммуникаций. Также 
ему отправляется дополнительная информация, позволяющая оценить веса ФВ. Под весом 
понимается время выполнения ФВ. После каждого полученного сообщения балансиров­
щик проверяет необходимость в перераспределении нагрузки между процессами. В случае 
такой необходимости составляется план балансировки, согласно которому ФВ отправляют­
ся с наиболее нагруженных на наименее нагруженные процессы. При перераспределении 
нагрузки отправляются только готовые ФВ со всеми входными ФД.

Модуль балансировки нагрузки имеет 2 параметра, которые могут 
быть изменены опытными программистами: JOBS_LEFT_THRESHOLD и 
JOBS_DIFFERENCE_RATIO. Первый параметр определяет минимальную суммар­
ную нагрузку на процессах (общее количество еще не выполненных ФВ), при которой 
необходимо включить механизм балансировки. Второй параметр определяет мини­
мальную относительную разность нагрузки между „самым нагруженным “ и „самым 
свободным “ процессами и варьируется от 0 до 1. Если разность нагрузки между дву­
мя процессами превышает данный параметр, то будет совершено перераспределение 
нагрузки между ними.

Общий алгоритм проверки на необходимость в перераспределении нагрузки состоит из 
нескольких шагов:

1. Если количество невыполненных ФВ меньше, чем JOBS_LEFT_THRESHOLD, то 
алгоритм заканчивает свою работу.

2. Находится наименее нагруженный процесс (нагрузка Н1), наиболее нагруженный 
процесс (нагрузка Н2) и относительная разность нагрузки между ними (РН = (Н2 - Н1) 
/ Ш).

3. Если РН меньше, чем JOBS_DIFFERENCE_RATIO, то алгоритм заканчивает свою 
работу.

4. Балансировщик отправляет сообщение нагруженному процессу о передаче заданного 
количества ФВ наименее нагруженному процессу согласно плану балансировки.

5. Переход к шагу 2.
ФВ, как правило, имеют разное время выполнения. Более того, время выполнения ФВ 

зависит от вычислительных ресурсов отдельного вычислительного узла, поэтому одной из 
важных задач эффективной балансировки нагрузки является оценка весов ФВ. Под весом 
ФВ понимается время его выполнения. В текущей реализации балансировщик считает, что 
ФВ, порожденные в цикле, имеют одинаковый вес.

При появлении готового к исполнению ФВ балансировщику отправляется сообщение 
о номере первого блока — идентификаторе функции, с которой начинается выполнение
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ФВ Блок 1
Время выполнения
2 сек

Группа 1
Выполненных ФВ: 4 = 3 + 1, среднее 2.5 сек = (1 + 3 + 4 ) /4
Невыполненных ФВ: 2, оценка 2.5 сек

Группа 2
Выполненных ФВ: 6, среднее 1.5 сек
Невыполненных ФВ: О

Группа 3
Выполненных ФВ: О, 
Невыполненных ФВ: 3, оценка 
(4 *2.5 + 6* 1.5)/ (4 + 6) = 1.9 сек

Рис. 3. Перерасчет нагрузок

ФВ. Балансировщик группирует ФВ по номерам блоков. Таким образом, в одну группу 
попадают те ФВ, которые выполняют один и тот же код. Это характерно, например, для 
циклов.

Процесс, выполнивший очередной ФВ, помимо номера блока, отправляет балансиров­
щику время, затраченное на сто выполнение. После этого происходит перерасчет нагрузок 
для рабочего процесса:

1) веса еще не выполненных ФВ из группы корректируются, используя экстраполяцию 
средним арифметическим весов выполненных ФВ из той же группы;

2) если выполненных ФВ из данной группы пет, то веса устанавливаются равными 
средним арифметическим весов всех выполненных ФВ па процессе.

На рис. 3 представлен пример перерасчета нагрузки. Балансировщик получает сооб­
щение о выполненном за 2 секунды ФВ с номером блока 1. В группе 1 количество выпол­
ненных ФВ увеличивается па 1, оценка весов изменяется с 2.66 = (1 — 3 — 4) / 3 па 2.5 = 
(13 1'2)1.

При запуске программы происходит отправка нескольких сообщений разных разме­
ров каждому из процессов для оценки латентности и пропускной способности сети. Эта 
информация используется при составлении плана балансировки.

После определения двух процессов (П1 и П2), между которыми необходимо совершить 
перераспределение нагрузки, веса ФВ корректируются следующим образом:

NEW_WEIGHT = WEIGHT + SIZE/SPEED + LATENCY, где:
1) WEIGHT — вес ФВ без учета пропускной способности сети;
2) SPEED — скорость передачи данных от П1 до П2;
3) SIZE — размер ФВ (суммарный объем всех сто входных ФД);
4) LATENCY — латентность от П1 до П2.
Балансировщик при необходимости в выравнивании нагрузки составляет „план балан­

сировки “ — решение о том, какое количество ФВ из каких групп нужно передать, для 
обеспечения равномерной нагрузки.

На данный момент план составляется таким образом, что ФВ с нагруженного про­
цесса перемещаются в порядке убывания веса. Нагрузка па процессе, получающем ФВ, 
после балансировки не должна превышать среднюю арифметическую нагрузку по всем 
процессам.

7. Тестирование. Оба разработанных модуля (автоматизированной отладки и цен­
трализованной балансировки) системы LuNA были протестированы па вычислительном 
кластере НГУ [12]. Для тестирования были задействованы вычислительные узлы HP
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Время работы программы в зависимости от количества процессов
Таблица 1

Количество 
узлов

Количество 
процессов

Централизованная балансировка нагрузки
Время, сек Ускорение Эффективность

1 1 60.43 (без балансировки) 1.00 100.00
1 2 63.50 0.95 47.58
1 3 32.45 1.86 62.07
1 4 25.77 2.34 58.62
2 8 15.71 3.85 48.08
3 12 12.39 4.88 40.64
4 16 7.79 7.76 48.48

BL2x220c G7 с процессорами Intel(R) Xeon(R) Х5670 @ 2.93Ггц (12 ядер) и 24Гб опе­
ративной памяти на каждом узле. Для модуля автоматизированной отладки актуальной 
задачей была оценка накладных расходов (дополнительное потребление оперативной па­
мяти и увеличение времени работы), для централизованного балансировщика — оценка 
эффективности. Тестирование обоих модулей выполнялось на программе, реализующей 
блочный алгоритм умножения квадратных матриц.

Условия тестирования модуля автоматизированной отладки.
1) Число рабочих потоков на каждый процесс: 4
2) Число использованных узлов кластера: 3
3) Количество МР1-процессов: 8.
4) Инструмент для проведения измерений — утилита job trace.
Среднее замедление в серии экспериментов при варьировании размера блока и их об­

щего числа в матрице составило около 50 %. Увеличение использования памяти не превы­
сило 37 %, а в некоторых случаях пиковое использование памяти при сборе отладочной 
информации оказывалось ниже. Одним из возможных объяснений данной ситуации мо­
жет служить то, что из-за замедления работы системы весь набор ФВ, порождаемых в 
процессе работы программы, более равномерно распределяется во времени, из-за чего ФВ, 
выполненные раньше, оказываются удалены к моменту сбора отладочной информации для 
более новых ФВ.

При тестировании централизованного балансировщика нагрузки в рамках каждого ра­
бочего процесса запускалось по одному потоку. Результаты тестирования представлены в 
таблице.

Как видно из таблицы, время работы программы при использовании централизован­
ного балансировщика с ростом количества процессов значительно уменьшается, однако 
также растут и накладные расходы на коммуникации [13].

Малое ускорение при небольшом количестве процессов связано с тем, что в алгорит­
ме балансировки один из процессов является выделенным, он распределяет ФВ между 
остальными процессами, а не выполняет их. При большем же количестве процессов рас­
тут накладные расходы на взаимодействие между узлами.

Заключение. Для языков и инструментов высокоуровневого параллельного програм­
мирования, к числу которых относится LuNA, задачи автоматизированной отладки и ба­
лансировки нагрузки еще более актуальны, чем для стандартных инструментов распарал­
леливания типа MPI и ОрепМР. Причина заключается в том, что пользователь, составляя 
программу на таком языке, абстрагируется от механизмов реализации исполнения своей 
программы. Концепция высокоуровневых средств подразумевает избавление пользователя 
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от управления отдельными ветвями приложения, запускаемыми на различных вычисли­
тельных устройствах, и, тем более, от решения проблем, возникающих при их работе.

На данный момент созданы модуль автоматизированного обнаружения логических 
ошибок в LuNA-программах и утилита hma_trace, выполняющая „посмертный анализ". 
Использование данных программных средств дает возможность находить такие распро­
страненные логические ошибки как зависания, циклические зависимости по данным меж­
ду ФВ и множественную инициализацию ФД. Основными направлениями развития дан­
ного модуля будут сокращение накладных расходов и подключение других методов авто­
матизированной отладки.

Также разработан модуль централизованной динамической балансировки нагрузки, 
увеличивающий ускорение работы фрагментированной программы при росте числа 
предоставленных вычислительных узлов. В дальнейшем планируется увеличить эффек­
тивность модуля централизованной балансировки за счет распараллеливания составления 
плана балансировки и усовершенствования самого алгоритма составления плана.
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In this paper, we discuss geometric and algebraic multigrid methods, graph coarsening algorithms, 
and metrics used to construct vertex aggregations. A coarsening method based on A. Napov 
and Y. Notcy’s criterion is implemented. Gustavson’s algorithms for efficient multiplication and 
transposition of matrices in CSR format are used for computation time optimization, which allowed to 
process graphs with more than one million vertices. The purpose of the presented work is to develop 
a data structure and computational environment components for high-performance solution of a wide 
class of SLAEs.

Key words: graph coarsening, grid graph, metric, sparse matrices, data structures.
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В работе рассматриваются геометрические и алгебраические многосеточные методы, алгорит­
мы огрубения графов, метрики, которые используются для построения агрегаций вершин. 
Реализован метод огрубления на основе метрики А. Напова и И. Нотея. Для оптимизации 
времени вычислений используются алгоритмы Густавсона для эффективного умножения и 
транспонирования матриц формата CSR, что позволило обрабатывать графы с количеством 
вершин более миллиона. Целью представленной работы является разработка структуры дан­
ных и компонент вычислительного окружения для высокопроизводительного решения широ­
кого класса СЛАУ.

Ключевые слова: огрубление графа, граф сетка, метрика, разреженные матрицы, струк­
туры данных.

Введение. При численном решении научно-технических задач во многих случаях 
возникает необходимость решать систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). 
В большинстве случаев решение СЛАУ занимает значительную часть времени решения 
всей задачи в целом. Одной из особенностей таких задач является высокий порядок мат­
риц — до миллионов, а то и до десятков миллионов; другой является то, что количе­
ство ненулевых элементов составляет kn, где k ^ n,n — порядок матрицы. Разреженная 
структура матрицы зачастую является ленточной, профильной, блочно-диагональной с 
окаймлением и т. и. Из-за высоких порядков, несмотря па разреженную структуру мат­
риц, решение таких задач требует значительных вычислительных ресурсов. Поэтому ак­
туальной проблемой является создания эффективных последовательных и параллельных 
алгоритмов решения задач линейной алгебры с разреженными матрицами. Под эффек­
тивным алгоритмом решения понимается алгоритм, позволяющий получить достоверное 
решение задачи с минимальным использованием ресурсов компьютера — процессоров, па­
мяти, времени.

Идея „огрубления“ или использования меньшего множества вместо большего имеет 
большое количество как среди научных, так и технических приложений. Одно из первых

Работа выполнена при финансовой поддержке в рамках государственного задания ИВМ и МГ СО РАН 
(проект 0251-2021-0001).
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применений идеи огрубления графов в приложениях, связанных с данными, описано в 
статье Крона [1] 1939 года, целью которой было уменьшение дискретизации электрических 
сетей. Крон использовал методы огрубления, которые опираются на дополнения Шура, с 
целью получения разреженных графов.

Еще одним применением огрубления графа является использование его как части ал­
горитмов декомпозиции графов. В частности, в машинном обучении применяются алго­
ритмы декомпозиции графов, но без требований на равенство между7 получаемыми ча­
стями графа. Применения огрубления графов в машинном обучении обычно делятся на 
две категории [2]. Во-первых, это встраивание графов. При решении задач обучения на 
графах очень удобно представлять узел вектором в Rn, где n невелико. Отображение от 
узла к представляющему вектору называется вложением узла, и поиск таких вложений, 
как правило, требует больших затрат. Идея состоит в том, чтобы сначала огрубить граф, 
выполнить некоторое вложение на грубом уровне, а затем уточнить (распространить) вло­
жение на верхний уровень. Вторая категория — это использование агрегации вершин на 
графах, в контексте графовых нейронных сетей.

Впервые итеративные алгоритмы многоуровневого типа были представлены в шести­
десятых годах прошлого столетия в работах Федоренко [3, 4]. Позднее, многосеточный 
алгоритм был представлен Хакбушем в 1985 [5] году. В данных геометрических многосе­
точных алгоритмах строится последовательность огрубленных сеток и, в зависимости от 
задачи, выбирается „сглаживатель“.

Эффективность геометрического многосеточного алгоритма основана на том, что он 
при вычислении „сглаживает “ погрешность по всей области и корректирует решения на 
грубых сетках. Алгоритмы Якоби и Гаусса-Зейделя тоже обладают таким свойством, но 
они не могут вычислить саму ошибку. По своей природе классические многосеточные ме­
тоды не используют огрубление графов, так как они опираются на сетку и для них грубые 
сетки получаются естественным образом из дискретизации области протекания процесса. 
Применяемая идея с использованием последовательности грубых сеток позволяет перене­
сти погрешность на новую, более грубую сетку, где она будет достаточно большой, чтобы 
применение алгоритмов Якоби или Гаусса-Зейделя было эффективным. Грубая сетка поз­
воляет получить уточнение для погрешности, которое применяется на погрешности более 
мелкой сетки [6].

Геометрический многосеточный метод обладает своими недостатками: сетка, по кото­
рой ведутся расчеты, может быть достаточно сложной, что вычисление новой сетки будет 
требовать не меньше ресурсов, чем работа самого алгоритма. Некоторые задачи не имеют 
никакой геометрии в своей постановке, и, соответственно, сетка для таких задач отсут­
ствует.

Для решения этих проблем был предложен алгебраический многосеточный алгоритм 
AMG [7]. AMG в своей работе использует только ту информацию, которая предоставлена в 
самой задаче. В данном контексте любые взаимосвязи между переменными определяются 
коэффициентами в матрице, что позволяет применять данный метод ко многим задачам. 
Также такой подход позволил использовать AMG для автоматических решателей.

Классический AMG начинает свою работу с подготовительной фазы: выбирает для сле­
дующего уровня огрубления некоторые неизвестные переменные и строит из них огруб­
ленную матрицу нового уровня. Данный этап является весьма ресурсоемким, поэтому 
существует несколько подходов к его осуществлению, которые можно найти в работах 
[6, 8-10].
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Развитием классического AMG алгоритма стали многосеточные алгоритмы, основан­
ные на агрегации переменных [11]. В данных алгоритмах важной частью их работы явля­
ется процесс агрегации переменных, основанный на паросочетаниях. В работе [12] пред­
ставлен улучшенный алгоритм агрегации переменных. Он основан на многократном про­
смотре паросочетаний с применением контроля качества: агрегации формируются с уче­
том их возможного влияния на сходимость метода.

Другим подходом к построению последовательности огрубленных систем является ис­
пользование графа, построенного по матрице системы. Такой подход используется в рабо­
тах [13-15]. Граф используется для формирования последовательности огрубленных гра­
фов.

Многосеточные алгоритмы с применением графов для построения сеток являются чем- 
то средним между геометрическим и алгебраическим многосеточным методом. С одной 
стороны, они являются геометрическими, так как процесс отбора вершин в огрубленную 
систему вдохновлен геометрическими методами, но, с другой стороны, для его применения 
не нужно ничего, кроме самой системы уравнений.

В данной работе рассматриваются методы огрубления графов, которые могут найти 
свое применение не только в алгебраических многосеточных методах. Реализованы одно­
поточные и многопоточные варианты алгоритмов, таблицы расчетов приведены в разделе 
„численные результаты“.

1. Алгоритмы построения агрегаций. Все многосеточные алгоритмы имеют од­
ну общую идею: построить решение на грубой сетке, после этого уточнить решение на 
исходной сетке. Отличительной особенностью каждого алгоритма является его подход к 
получению агрегаций переменных. Для алгоритмов на графах характерно применение 
алгоритмов построения агрегаций, основанных на некоторых свойствах вершин.

Многоуровневый поиск паросочетаний в графе. Одним из популярных способов постро­
ения агрегации является использование многоуровневого поиска паросочетаний в графе 
[12]. Сначала в исходном графе ищется паросочетание и пары заносятся в агрегации, за­
тем граф огрубляют, и в нем снова ищется паросочетание, а найденные пары добавляют к 
агрегациям предыдущего уровня. Так продолжается до тех пор, пока агрегации не станут 
достаточных размеров.

Вторым подходом к построению паросочетаний является выбор для каждой вершины 
самого тяжелого ребра (Heavy edge matching, НЕМ), который широко применяется при 
декомпозиции графов. Модификация данного алгоритма просматривает все ребра графа в 
порядке уменьшения веса ребер и помечает смежные к этим ребрам вершины для слияния.

Поиск независимых множеств. Также для формирования агрегаций возможен поиск 
независимых множеств. После выбора независимого множества вершин V0 добавляются 
ребра. Ребро e = (v,u) добавляется, если в исходном графе была вершина, смежная вер­
шинам v и и, где v,u G V'.

Алгоритм,, основанный на свойствах вершин в графе. В данном алгоритме [6] выби­
рается вершина с минимальной степенью, а все ее соседи выкидываются из огрубленного 
графа. Смежная вершина не будет выкинута из графа, если она помечена как краевое 
условие.

Корневая агрегация. Данный алгоритм похож на поиск в ширину: выбирается корневая 
вершина, затем в агрегацию добавляют все вершины, которые находятся на заданном 
расстоянии от корневой. В работе [12] представлена модификация данного алгоритма, 
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которая выбирает в качестве корневой вершины такие, степени которых расположены 
среди 2k и 2k-1, и собирает вершины не дальше 2 уровней от корневой.

В работе [16] приведена модификация алгоритма корневой агрегации. В данном слу­
чае формируется последовательность вложенных агрегаций. В начале отбрасываются все 
ребра, вес которых ниже определенного порога, а все вершины помечаются как свобод­
ные, после чего на каждой стадии просматриваются свободные вершины и решается, на 
основе некоторой оценки связности вершин, объединять данную вершину со смежной с 
ней вершиной или нет. Для объединения сначала выбираются вершины, которые обла­
дают самыми слабыми „связями “, чтобы в конечном итоге сформировались агрегации с 
сильными связями внутри. Из последовательности полученных агрегаций выбирается та, 
чья оценка „грубости“ находится ближе всего к заранее заданной. После формирования 
агрегации производится коррекция в огрубленном графе с целью достижения хорошей 
сходимости.

При переходе к новым огрубленным графам возможен случай, когда новый граф доста­
точно быстро становится слишком плотным. Обычно это происходит в результате исполь­
зования слишком больших агрегаций или плохой агрегации в целом: в агрегацию попадает 
много вершин, у которых множество смежных вершин не пересекается между собой, что 
ведет к появлению дополнительного ребра в огрубленном графе. Заполненность систе­
мы может контролироваться введением дополнительных условий для попадания вершин 
в агрегацию (как это делается в алгоритме, описанном выше). Другим способом борь­
бы с заполненностью является первоначальное исследование графа: для некоторых видов 
графов (н-р, полных графов, звезд, экспандеры и некоторые другие произвольные гра­
фы) метод Гаусса-Зейделя работает достаточно быстро без предварительного огрубления, 
поэтому такие подграфы могут быть включены в одну агрегацию.

1.1. Методы, связанные с огрублением, графов. Алгоритмы огрубления графов явля­
ются одними из алгоритмов для уменьшения графов в том смысле, что они уменьшают 
размеры графа, стараясь сохранить его основные свойства. Существуют другие алгорит­
мы, которые имеют схожие по смыслу действия. В такие алгоритмы входят обобщения 
графов (graph summarization), сжатие графов (graph compression) и создание эскизов гра­
фов (graph sketching). Ниже будут представлены некоторые алгоритмы из данных классов.

Редукция сетей по Крону [1] представляет собой способ получения электрически эк­
вивалентных схем меньшей размерности в теории электрических цепей. В [17] проведен 
анализ данного метода. Данный метод использует взвешенный граф G = (V, E) вместе с 
подмножеством V1 С V и определяет грубый граф из дополнения Шура исходного графа 
смежности L относительно этого уменьшенного множества V1. Матрицу смежности можно 
представить в блочном виде:

L(V1) = L11

L = L11 L12 
L12 L22 ,

и тогда редукция по Крону представляется как дополнение Шура исходной матрицы от­
носительно L1:

L12L-1
22 TT L12-—

Было доказано, что получившаяся матрица является матрицей смежности для графа. 
Многоуровневая реализация редукции, называемая преобразованием пирамиды, предло­
женная в работе [18], используется специально для приложений, включающих обработку 
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сигналов на графах. Она была разработана как многоуровневое расширение аналогичной 
схемы, изобретенной в конце 1980-х годов для обработки изображений. Расширение проис­
ходит от регулярных данных (дискретные временные сигналы, изображения) к нерегуляр­
ным данным (графы, сети), а также от одного уровня к нескольким уровням. Основной 
идеей является использование информации о спектре при огрублении графа: разделение 
на новые и мелкие узлы исходит из „знака “ вектора, соответствующего наибольшему соб­
ственному числу матрицы смежности графа. Идея использования спектра исследовалась 
ранее Аспваллом и Гильбертом в [19] для задачи о раскраске графа. Другой особенностью 
работы [18] является использование спектральных методов для разрежения (sparsifying) 
дополнения Шура.

Разрежение графа, (Graph sparsification). Основная цель методов разрежения графа — 
поиск разреженного приближения исходного графа при помощи удаления ребер из графа. 
При этом количество вершин остается прежним, уменьшается только число ребер. Ос­
новным аргументом в пользу удаления ребер является тот факт, что в некоторых прило­
жениях граф, который используется для моделирования некоторого объекта или данных, 
может быть слишком плотным, и многие ребра могут быть удалены из него без негативных 
последствий для методов, которые используют эти графы. Для этой цели были предло­
жены различные меры близости между разреженным и исходным графом, что привело к 
появлению большого числа подходов к разреживанию.

Для разреживания дополнения Шура, авторы работы [18] использовали алгоритм раз­
реживания Спилмана и Шриваставы (Spielman and Srivastava) [20]. Алгоритм выбирает 
ребра в соответствии с вероятностью, определяемой исходными весами графа и данных эф­
фективных сопротивлений. В работе Спилмана [20] показано, что спектр матрицы смеж­
ности и расстояния сопротивления между узлами приблизительно сохраняются с высокой 
вероятностью, если число выборок достаточно велико.

2. Применение алгоритмов огрубления графа для решения алгебраических 
систем. Дана система линейных алгебраических уравнений Ax = be разреженной матри­
цей общего вида A размерности N х N, b — ненулевой вектор правых частей с веществен­
ными коэффициентами. Необходимо оптимизировать стадию построения грубых сеток в 
алгебраическом многосеточном методе.

Пусть G = (V, E) — граф, построенный на основе матрицы A, где V — множество 
вершин графа и |V| = N, E — множество взвешенных ребер графа, вес каждого ребра 
eij совпадает с коэффициентом в i-й строке в j-м столбце. Для ускорения вычислений на 
основе G строится последовательность огрубленных графов Gi, • • • , Gk до тех пор, пока 
размер [Vk | не станет достаточно малым, чтобы решить систему прямым методом.

Задача огрубления графов является NP-сложной задачей, так как связана с полным 
перебором вершин, и попытка оптимизации связана с применением каких-либо эвристик 
для уменьшения вариантов перебора.

2.1. Представление графа. Для хранения матрицы для СЛАУ используется формат 
CSR (Compressed Sparse Row, [21]), который представляет исходную разреженную матрицу 
в виде трех массивов:

— aelem — массив значений, в котором хранятся все ненулевые элементы матрицы в 
порядке, в котором они встречаются в строках матрицы начиная с первой строки.

— jptr — массив индексов столбцов, размер которого совпадает с размером массива 
aelem. Каждый элемент данного массива указывает на номер столбца, в котором встреча­
ется соответствующий элемент из массива aelem.
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Рис. 1. Пример графа, с которым возникают сложности при применении классической метрики AMG. 
а) Сетка с одним дополнительным ребром, б) Два соединенных центра

— iptr — массив индексов строк. Его i-й элемент указывает, с какой позиции в массивах 
iptr и aelem начинается i-я строка матрицы.

Граф представлен в виде матрицы, используя модификацию формата CSR для храпе­
ния весов ребер графа. Создается класс Graph, атрибутами которого являются вышеука­
занные массивы aelem, jptr и iptr и несколько служебных структур данных, предназначен­
ных для упрощения работы с некоторыми методами класса.

2.2. Метрики “ценки „близости “ верш,ин. Для построения агрегаций, которые бы поз­
воляли скрывать в себе достаточное количество вершин, используют различные эвристи­
ческие меры „близости“ вершин друг к другу. Классическая мера [22], которая основана 
на весах ребер:

dAMG — 1 - 1 wuv 1
max(maxs |wus|, maxs [wSv|) (1)

Данная мера хорошо зарекомендовала себя для огрубления графов для систем эл­
липтических дифференциальных уравнений, по агрегации, которые получаются при при­
менении данной меры для графов, построенных по произвольной системе, могут быть 
построены неверно. Например, па рис. 1 представлен граф, похожий па граф-сетку, по с 
дополнительным ребром между отдаленными вершинами и и v . Данные вершины могут 
быть расценены как „близкие“ друг к другу и попасть в одну агрегацию, но такая агрега­
ция является нежелательной, так как вершины расположены в разных частях графа.

Для преодоления данной проблемы используют алгебраическое расстояние, которое 
было предложено Ропом (Ron), Сафро (Safro) и Брандтом (Brandt) [23]. Алгебраическое 
расстояние имеет вид:

d — nnax |xUk) — xVk) | k=i
В данном случае, „близость“ вер шин и и v определяется тем, насколько они корре- 

лировапы па стадии огрубления. Так как огрубление применяется только к остаточной 
системе, две вершины будут считаться близкими, если ошибки будут примерно одного 
значения в релаксированных векторах. Таким образом, можно создать K нормализован­
ных релаксированных векторов ошибок, каждый из которых получается путем решения 
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системы однородной Ax = 0 из случайного начального приближения и нормализацией 
результата.

Данная метрика позволяет измерить „близость“ двух вершин графа явным и неяв­
ным образом, через связи между самими вершинами и связями между общими соседями, 
и, так как для сравнения используются случайные начальные вектора, значения ошибок 
для „близких“ между собой вершин будут примерно равными. Использование последова­
тельности векторов не позволяет случайным совпадениям возникнуть во всех тестовых 
векторах сразу, но данная метрика показывает „близость“ только для смежных вершин: 
точное значение расстояния в случае несмежных вершин не имеет никакого смысла. Дан­
ная метрика используется, так как кроме нее на фазе огрубления ничего больше не пона­
добится и она достаточно быстро вычисляется.

Еще одна метрика предложена Ореном Ливне (Oren Livne) и Ачи Брандтом (Achi 
Brandt) в работе [16]. Данная метрика выглядит следующим образом:

cuv
|(Xu,Xv )|2 

(Xu,Xu)(Xv ,Xv ) , (2)= 1 -

где (X, Y) = PK1 xXiyX), Xu = (xU1),..., xUK)). Причем, значения cuv лежат в интервале 
[О, 1] и cuv = cvu. Данная метрика для произвольного графа является альтернативным 
определением алгебраической метрики.

Другой вариант отбора вершин в агрегации предложен А. Пановым и И. Нотеем в [9]. 
В этом случае агрегация происходит следующим образом: сначала вершины сортируют­
ся в зависимости от их степеней. Так как сортировать все вершины было бы слишком 
вычислительно затратно, то сортировка вершин производится не полностью. Затем, на 
каждом шаге выбирается корневая вершина среди несгруппированных вершин (которые 
были предварительно отсортированы). После чего формируется агрегация, которая состо­
ит из несгруппированных соседей данной вершины и, если агрегация получилась слишком 
маленькой, дополнительно добавляют соседей соседей.

После чего из агрегации убираются вершины, которые не соответствуют одному из 
двух критериев:

2 Ey |ajt| + 6j ^ k-l и |Gj। ^ 1024 (3)
k G- a lajk| П

k=j
ИЛИ

2'\../.- ' ' 6 ^ - 1
|ajr |

(4)

где r — это корневая вершина, к — порог качества, 6j = ((U-D')D-1(L-D')1')j ну — фактор 
безопасности. Для агрегаций, чей размер больше 1024, применяется только критерий (4), 
для всех остальных — какой-либо из этих критериев. Весь цикл продолжается до тех пор, 
пока все вершины не будут принадлежать какой-либо агрегации.

2.3. Алгоритм, Густавсона для умножения матриц в формате CSR. Так как для 
огрубления графов используется матричное умножение, то было принято решение реали­
зовать алгоритм Густавсона [21] для эффективного умножения матриц в формате CSR.

Основная его идея — изменить порядок суммирования для получения каждого эле­
мента результирующей матрицы: для фиксированной строки i матрицы A все элементы
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Рис. 2. Пример алгоритма Густавсена

1: 4

2: 2 5

3: 3 5

4: 4

5: 2 4

Рис. 3. Пример работы алгоритма транспонирования разреженных матриц

aij умножаются на все элементы строки j матрицы B и прибавляются к вещественному 
накопителю X. После прохождения всей строки i, массив X будет содержать в себе i стро­
ку матрицы С, где cik = JAk aij bjk. Например, для получени я первой строки матрицы С, 
приведенной на рис. 2, с элементами первой строки матрицы A будут перемножаться пер­
вая, третья и пятая строки матрицы B. После всех вычислений для сохранения порядка 
вершин в представлении графа применяют две операции транспонирования.

При таком умножении результирующая матрица не будет упорядочена, даже если при 
умножении использовались упорядоченные матрицы. Для того чтобы столбцы в масси­
ве jptr в представлении матрицы С были упорядочены, необходимо дважды применить 
алгоритм транспонирования матрицы.

Алгоритм транспонирования разреженных матриц работает следующим образом: для 
матрицы A размера M xN создается N пустых списков, после чего для каждого ненулевого 
элемента aij в список с номером j вставляется номер строки i. Пример работы представлен 
на рис. 3. Алгоритм имеет сложность O(|E|).
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Время работы алгоритма
Таблица 1

Количество 
вершин

Количество 
ребер

Время 
обработки

Трансп. Возведение 
в квадрат

Огрубление

8 20 0.000261 5.6е-05 0.000538 0.00160
64 208 0.000771 0.000511 0.002419 0.00547

512 1856 0.003714 0.003494 0.026519 0.02567
4096 15616 0.042913 0.039139 0.250077 0.25314
32768 128000 0.273273 0.174448 2.847750 2.17170

262144 1036288 2.318310 1.386560 18.820500 17.93200

Время работы алгоритма (многопоточный, 4 потока)
Таблица 2

Количество 
вершин

Количество 
ребер

Время 
обработки

Трансп. Возведение 
в квадрат

Огрубление

8 20 0.00ШЗ 0.000301 0.000877 0.00347
64 208 0.000644 0.000386 0.000971 0.00363

512 1856 0.004000 0.003057 0.008598 0.00998
4096 15616 0.019118 0.006194 0.052295 0.04576
32768 128000 0.158434 0.029224 0.334632 0.37331

262144 1036288 1.415730 0.483317 4.212540 3.94892
2097152 8339456 11.817200 4.950310 50.460700 43.43230

3. Численные результаты. Используемое оборудование:
- Intel(R) Соге(ТМ) i5 CPU @ 2.7GHz (2 CPUs) / 8 ГБ LPDDR3 1866 MHz.
— Windows 10 Home / Ubuntu 20.04.2 (GNU/Linux 4.4.0.19041-Microsoft x86-64) (WSL1).
В ходе работ были реализованы однопоточный и многопоточный вариант алгоритма 

Густавсона и алгоритма транспонирования матриц, а также алгоритм построения огруб­
ления матриц с использованием агрегаций вершин с критериями А. Напова и И. Нотея. 
Время работы соответствующих реализаций представлено в таблицах 1 и 2 соответствен­
но.

Время работы алгоритма для графов с количеством ребер больше 110 миллионов зани­
мает достаточно большое количество времени, так как потребление памяти сильно растет 
и появляется необходимость искать некоторые ухищрения, чтобы укладываться в ограни­
ченное количество памяти, доступное в машине.

Алгоритм умножения матриц, предложенный Густавсоном, позволил быстрее получать 
огрубление графов, но, так как для сохранения упорядоченности необходимо производить 
два транспонирования после каждого умножения, что влечет за собой сильное увеличе­
ние времени работы с ростом количества ребер графа (или, что то же самое, количества 
ненулевых элементов матрицы графа), данный алгоритм не очень хорошо подходит для 
больших графов.

Заключение. В ходе работы реализован метод огрубления на основе метрики А. На­
пова и И. Нотея и реализованы алгоритмы Густавсона для эффективного умножения и 
транспонирования матриц формата CSR, что позволило обрабатывать графы с количе­
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ством вершин более 1М. Среди существующих метрик нет ни одной, которая бы могла 
бы подойти для всех графов: необходимо подбирать метрики в зависимости от поставлен­
ной задачи и требований, которые накладываются на получаемые агрегации. Для одних 
графов отлично подойдет классическая мера „близости “ вершин, а для более сложных гра­
фов можно использовать алгебраическое расстояние. В более сложных использования мер 
„близости“ вершин заменить на критерий отбора вершин в агрегации, которые позволяют 
абстрагироваться от исходного пространства задачи.

В дальнейшем планируется продолжить работу над огрублениями графов и попытать­
ся найти альтернативу алгоритму Густавсона, либо модифицировать его так, чтобы не 
было необходимости производить транспонирования после каждого умножения. Другим 
направлением в данной работе является выбор критерия для отбора вершин в агрегации.
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основные области научных интересов и формулировка основных результатов).

2. Требования к формулам:
— Нумерация формул сквозная, выносные формулы центрируются, номер выровнен по правому краю.
3. Требования к рисункам:
— Файлы с рисунками присылаются отдельно в формате программ, в которых они были выполне­

ны: в формате MS Excel (для графиков и диаграмм), eps, pdf, png, tiff, bmp или jpeg (с максимальным 
качеством).

— Рисунки с подрисуночными подписями заверстываются в текст статьи.
— Тексты, являющиеся частью рисунка, выполняются шрифтом TimesNewRoman.
— Фотографии должны иметь разрешение не менее 300 dpi.
4. Дополнительные требования:
— В текст статьи необходимо включать ссылки на рисунки и таблицы, а также подрисуночные под­

писи и заголовки таблиц. Все буквенные обозначения, приведенные на рисунках, необходимо пояснить в 
основном тексте или в подрисуночных подписях.

— Сокращения слов не допускаются (кроме общепринятых).
— Векторные переменные обозначаются полужирным шрифтом без курсива.
— Таблицы не должны быть громоздкими. Значения физических величин в таблицах, на графиках и 

в тексте должны указываться в единицах измерения СИ.
— Графики, если их на рисунке несколько, а также отдельные детали на чертежах, узлы и линии на 

схемах следует обозначать цифрами, набранными курсивом.
— Нумеровать следует только те формулы и уравнения, на которые имеются ссылки в тексте, нуме­

рация сквозная.
— Ссылки на источники в тексте заключаются в квадратные скобки.
— Иностранные источники приводятся на языке оригинала. Ссылки на неопубликованные работы не 

допускаются.
Все статьи, опубликованные в журнале „Проблемы информатики", доступны на сайте https:// 

elibrary.ru/title_about.asp?id=30275 и на сайте журнала http://problem-info.sscc.ru спустя год 
после опубликования.

Пример оформления статей можно посмотреть на сайте журнала http://problem-info.sscc.ru.

http://problem-info.sscc.ru
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