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The paper considers the algorithms for solving the multidimensional global optimization problems
using decision tree to reveal the attraction regions of the local minima. We suppose, that the target
function is de�ned as a �black box� and satis�ed Lipschitz condition with unknown constant. We
propose a method for selecting the local extrema neighborhood of the target function based on analysis
of accumulated search information using machine learning methods. This allows us to make a decision
to run a local method, which can speed up the convergence of the algorithm. The proposition was
con�rmed by the results of numerical experiments demonstrating the speedup when solving a series of
test problems.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷ ìíîãîìåðíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ ïðèìåíåíè-
åì äåðåâüåâ ðåøåíèé äëÿ âûÿâëåíèÿ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è çàäàíà êàê ¾÷åðíûé ÿùèê¿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ñ àïðèîðè íåèçâåñòíîé êîíñòàíòîé. Ìû ïðåäëàãàåì ñïîñîá âûäåëåíèÿ îêðåñòíîñòåé
ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ öåëåâîé ôóíêöèè íà îñíîâå àíàëèçà íàêîïëåííîé ïîèñêîâîé èíôîð-
ìàöèè ñðåäñòâàìè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü ðåøåíèå î çàïóñêå ëîêàëüíîãî
ìåòîäà äëÿ óòî÷íåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ëîêàëüíîì ìèíèìóìå, ÷òî ìîæåò óñêîðèòü ñõîäè-
ìîñòü àëãîðèòìà. Âûäâèíóòîå ïðåäïîëîæåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ, äåìîíñòðèðóþùèõ óñêîðåíèå ïðè ðåøåíèè ñåðèè òåñòîâûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äåðåâüÿ ðåøåíèé, ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ, ìíîãîýêñòðåìàëüíûå ôóíê-
öèè, ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ.

Ââåäåíèå. Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ íåðåäêî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî óìåíüøèòü ÷èñëî ïðîâîäèìûõ â õîäå ðà-
áîòû àëãîðèòìà îïåðàöèé, òàê êàê ëþáîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè � òðóäîåìêàÿ çà-
äà÷à. Ýòî íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèå íà òî, êàêîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è
âûáðàòü. Ñàìèõ ïîäõîäîâ äîñòàòî÷íî ìíîãî, è îíè ðåàëèçóþò ðàçíûå èäåè: îò ñëó÷àéíîãî
ïîèñêà [1�3], äî äåòåðìèíèðîâàííîãî [4�6]. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ âñå òðåáîâàíèÿ, äëÿ íàøèõ
öåëåé íàì ëó÷øå âñåãî ïîäõîäèò àëãîðèòì ãëîáàëüíîãî ïîèñêà (AGS). Â ïðîöåññå ïîèñêà
îí ðàññìàòðèâàåò íå âñå âàðèàíòû, à îòáèðàåò ëó÷øèå ïî íåêîòîðûì êðèòåðèÿì. Â ñòàòüå
ìû ïîïðîáóåì îáúåäèíèòü ÀÃÏ è ìåòîä ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè (ìåòîä Õóêà-Äæèâñà),
ïðèìåíÿÿ äåðåâüÿ ðåøåíèé. Â òåîðèè, îíè äîëæíû äîïîëíèòåëüíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî
ïðîâîäèìûõ èòåðàöèé. À ýòî ïðèâåäåò ê íåïîñðåäñòâåííîìó óìåíüøåíèþ âû÷èñëåíèé öå-
ëåâîé ôóíêöèè â îáùåì.

Ìåòîäû ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷: êî-
ãäà íåîáõîäèìî íàéòè îäèí èç ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè (òî÷êè, â êîòîðîé öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå èëè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå) â îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ (ïðî-
åêò � FSWR-2023-0034) è íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà ¾Ìàòåìàòèêà òåõíîëîãèé
áóäóùåãî¿ (ñîãëàøåíèå � 075-02-2022-883).
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, â êàêîé ìîìåíò ëó÷øå âñåãî çàïóñêàòü ëîêàëüíûé ìåòîä, ìû
èñïîëüçóåì àëãîðèòì íà îñíîâå äåðåâüåâ ðåøåíèé. Ìû íàêàïëèâàåì îïðåäåëåííîå ÷èñëî
òî÷åê, è ëèøü êîãäà èõ ñòàíåò äîñòàòî÷íî, íà÷èíàåì îáðàáîòêó. Ýòè ïîëó÷åííûå òî÷êè
ìû èñïîëüçóåì äëÿ òðåíèðîâêè äåðåâüåâ ðåøåíèé è ïðåäñêàçàíèÿ ïî íèì. Ïðåäñêàçàíèå
ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü êóñî÷íî-ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïî ýòîìó äåðåâó. Ïîñëå ÷åãî
ìû ðàññìàòðèâàåì óæå ïîëó÷åííóþ ïî äåðåâó àïïðîêñèìàöèþ. Ïðîâåðÿåì çíà÷åíèÿ ñî-
ñåäíèõ òî÷åê ê òîé, êîòîðóþ ñ÷èòàåì ïîäîçðèòåëüíîé íà ìèíèìóì, è îöåíèâàåì, ïîïàëè
ìû â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè íåò.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ öåëåâîé ôóíê-
öèåé φ(y) íà ãèïåðèíòåðâàëå D = {y ∈ RN : ai ≤ yi ≤ bi, 1 ≤ i ≤ n}. Äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è íåîáõîäèìî âûäâèíóòü äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå ê âèäó ôóíêöèè � ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Çíà÷åíèå ýòîé êîíñòàíòû íàì çàðàíåå
íåèçâåñòíî L. Óñëîâèå Ëèïøèöà äàåò íàì îãðàíè÷åííûå âàðèàöèè çíà÷åíèé ôóíêöèé ïðè
îãðàíè÷åííûõ èçìåíåíèÿõ åå àðãóìåíòîâ. Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ýòî ïðåäïîëî-
æåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óêàçàíèå íà îãðàíè÷åííóþ ñïîñîáíîñòü ìîäåëèðóåìîé
ñèñòåìû ê èçìåíåíèÿì.

φ(y∗) = min{φ(y) : y ∈ D}, D = {y ∈ RN : ai ≤ yi ≤ bi, 1 ≤ i ≤ N}, (1)

ãäå a,b ∈ R � çàäàííûå âåêòîðû.

|φ(y1)− φ(y2)| ≤ L ∥ y1 − y2 ∥ ,y1,y2 ∈ D, 0 < L <∞.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è (1) âîçìîæíî ïîñòðîèòü ëèøü îöåíêó y∗k ∈ D íà îñ-
íîâå ÷èñëà ïðîâåäåííûõ èòåðàöèé k. ×òîáû òàêóþ îöåíêó ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü êàê
ðåøåíèå çàäà÷è, îíà äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü âûáðàííîìó êðèòåðèþ áëèçîñòè ê ðåàëü-
íîé îïòèìàëüíîé òî÷êå y∗. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé êðèòåðèé:
||y∗ − y∗k|| ≤ ε, ãäå ε ≥ 0 � çàäàííàÿ òî÷íîñòü. Îòäåëüíî îòìåòèì îïòèìèçèðóåìóþ ôóíê-
öèþ φ(y). Îíà íå îáÿçàíà áûòü ïðåäñòàâëåíà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Ýòî ìîæåò áûòü
ðåçóëüòàò ðàáîòû ïîäïðîãðàììû èëè áèáëèîòåêè, ÷òî ðàñøèðÿåò îáëàñòü åå âîçìîæíîãî
ïðèìåíåíèÿ.

Èòàê, ìû ðåøàåì ìíîãîýêñòðåìàëüíûå ìíîãîìåðíûå çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî êàæäûé òåðìèí â äàííîì îïèñàíèè íàêëàäûâàåò ñâîè òðóäíîñòè.
Çàäà÷è ìíîãîýêñòðåìàëüíîé îïòèìèçàöèè âûäåëÿþòñÿ íà ôîíå äðóãèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè
â ñèëó áîëåå âûñîêîé ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ. Ãëîáàëüíàÿ îïòèìàëüíîñòü òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ
ïîèñêà íà âñåé çàäàííîé îáëàñòè, ñóçèòü åå çàðàíåå íåâîçìîæíî. À ìíîãîìåðíîñòü âåäåò ê
òîìó, ÷òî ïðè ðîñòå ðàçìåðíîñòè òðóäîåìêîñòü ïîèñêà ðåøåíèÿ ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî.
Â èòîãå, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïîêðûòèå â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ (òàê íàçûâàåìàÿ ñåòêà) è
âûáèðàòü â ýòîé îáëàñòè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè.

2. Ìíîãîìåðíûé àëãîðèòì ãëîáàëüíîãî ïîèñêà. Àëãîðèòì ãëîáàëüíîãî ïîèñêà
îñíîâàí íà èäåå, ÷òî ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.
Ïðè âûïîëíåíèè êàæäîé íîâîé èòåðàöèè íàéäåííàÿ òî÷êà ñîõðàíÿåòñÿ â ñïèñêå èçâåñòíûõ
çíà÷åíèé è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ. Ãëàâíîå â ïîäîáíûõ àëãîðèòìàõ � ðåøàþùåå ïðàâèëî,
è îíî â ÀÃÏ ñêîíñòðóèðîâàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ èòåðàöèÿ ïðî-
âîäèëàñü â ãëîáàëüíîì ìèíèìóìå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Áîëåå
ïîäðîáíî ðàáîòà àëãîðèòìà áóäåò ïðåäñòàâëåíà íèæå. Êðèòåðèé îñòàíîâêè � ýòî ïðàâèëî,
ñîãëàñíî êîòîðîìó àëãîðèòì îïðåäåëÿåò, íåîáõîäèìî çàâåðøèòü ðàáîòó èëè ïðîäîëæèòü
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âûïîëíåíèå. Â êà÷åñòâå òàêîãî ïðàâèëà ìîæåò áûòü âûáðàí îäèí èç ñëåäóþùèõ ïîäõîäîâ:
1) äîñòèãíóò çàäàííûé ìàêñèìóì ïî ÷èñëó âîçìîæíûõ èòåðàöèé; 2) íîâàÿ òî÷êà íå áóäåò
ïîëó÷åíà ðÿäîì ñ èñòèííûì ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì; 3) ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè
íå áóäåò ìåíüøå çàäàííîãî çíà÷åíèÿ.

Ïðè ðåøåíèè ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ ðåäóêöèÿ ðàçìåðíîñòè (ò. å. ñâåäåíèå
ìíîãîìåðíîé çàäà÷è ê ýêâèâàëåíòíîé îäíîìåðíîé) ñ èñïîëüçîâàíèåì êðèâûõ Ïåàíî. Ýòî
ïîçâîëÿåò íå ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó íà âñåé îáëàñòè ïîèñêà D, à îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü ìè-
íèìèçàöèåé íà îòðåçêå [0, 1]

ϕ(y(x∗)) = min{ϕ(y(x)) : x ∈ [0, 1]}.

Óñëîâèå Ëèïøèöà, âûäâèíóòîå íàìè ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è, ïðè òàêîì ïåðåõîäå â ïåðâî-
çäàííîì âèäå ïðèìåíèòü íåëüçÿ. Îäíàêî îíî ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî â ýêâèâàëåíòíîå
ðàâíîìåðíîå óñëîâèå Ãåëüäåðà

|ϕ(y (x1))− ϕ(y (x2)) | ≤ H |x1 − x2|
1
N , x1, x2 ∈ [0,1].

Ïðîäåëàííûå òàêèì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ìèíèìèçàöèþ
îäíîìåðíîé ôóíêöèè f(x) = ϕ(y(x)), x ∈ [0,1]. Îáùíîñòü ðàññóæäåíèé ïðè ýòîì íàðó-
øåíà íå áóäåò.

Ñõåìà àëãîðèòìà:
Íà ïîäãîòîâèòåëüíîì øàãå ïàðàëëåëüíî ïðîâîäÿòñÿ p ïîèñêîâûõ èñïûòàíèé â ïðî-

èçâîëüíûõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ x1, ...,xp îòðåçêà [0,1], ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé èòåðàöèè
àëãîðèòìà.

Åñëè âûïîëíåíî n ≥ 1 èòåðàöèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò k = k(n) ïðîâåäåííûõ ïî-
èñêîâûõ èñïûòàíèé â òî÷êàõ xi, 1 ≤ i ≤ k, òî òî÷êè xk+1, . . . ,xk+p èñïûòàíèé ñëåäóþùåé
(n+ 1)-é èòåðàöèè áóäóò îïðåäåëÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) Ïåðåíóìåðîâàòü (íèæíèì èíäåêñîì) òî÷êè ðàíåå ïðîâåäåííûõ èñïûòàíèé xi, 1 ≤
i ≤ k, à òàêæå ãðàíè÷íûå òî÷êè îòðåçêà [0,1] â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ êîîðäèíàòû:

0 = x0 < x1 < ... < xk+1 = 1.

è ñîïîñòàâèòü èì çíà÷åíèÿ zi = f(xi).
2) Âû÷èñëèòü òåêóùèå íèæíèå îöåíêè M íåèçâåñòíîé êîíñòàíòû Ãåëüäåðà H:

µ = max

{
|zi − zi−1|

(xi − xi−1)
1/N

, i = 1, . . . ,k

}
, M =

{
rµ, µ > 0,
1, µ = 0,

ãäå r > 1 � ïàðàìåòð àëãîðèòìà.
3) Äëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ (xi−1,xi), 1 ≤ i ≤ k + 1 âû÷èñëèòü çíà÷åíèå R(i), íàçûâàåìîå

õàðàêòåðèñòèêîé èíòåðâàëà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè

R(1) = 2∆1 − 4
z1
M
, R(k + 1) = 2∆k+1 − 4

zk
M
,

R(i) = ∆i +
(zi − zi−1)

2

M2∆i

− 2
zi + zi−1

M
,1 < i < k + 1,

ãäå ∆i = (xi − xi−1)
1
N .

4) Óïîðÿäî÷èòü õàðàêòåðèñòèêè R (i) , 1 ≤ i ≤ k + 1 â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ
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R (t1) ≥ R (t2) ≥ ... ≥ R (tk) ≥ R(tk+1) (2)

è âûáðàòü èíòåðâàë ñ íîìåðàìè t, ñ íàèáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè õàðàêòåðèñòèêè.
5) Â âûáðàííîì èíòåðâàëå âû÷èñëèòü òî÷êó xk+1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè

xk+j =
xtj + xtj−1

2
, tj = 1, tj = k + 1,

xk+1 =
xtj + xtj−1

2
− sign

(
ztj − ztj−1

) 1

2r

[∣∣ztj − ztj−1

∣∣
µ

]N

, 1 < tj < k + 1.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèêëàäíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷àõ ïðîöåññ ïðîâåäåíèÿ èñïûòàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, çíà÷èòåëüíî áîëåå òðóäîåìêèì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòîé âû÷èñëè-
òåëüíûõ ïðàâèë àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåò ñâîþ ðàáîòó â ñëó÷àå, åñëè äëÿ çíà÷åíèÿ t èç (2) âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ∆tj < ε. Äàííûé êðèòåðèé îñòàíîâêè (íàðÿäó ñ îáû÷íûì äëÿ èòåðàöèîííûõ ìåòî-
äîâ êðèòåðèåì, îãðàíè÷èâàþùèì ÷èñëî âûïîëíåííûõ èòåðàöèé) èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ
îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà x∗ çàðàíåå íåèçâåñòíà.

Ïðè ðåøåíèè òåñòîâûõ çàäà÷, â êîòîðûõ òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà x∗ ÿâëÿåòñÿ
èçâåñòíîé, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå è êðèòåðèé îñòàíîâêè ïî ïîïàäàíèþ â îêðåñòíîñòü
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåò ñâîþ ðàáîòó, åñëè õîòÿ áû
äëÿ îäíîãî tj, 1 ≤ j ≤ p èç (2) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∣∣xtj − x∗
∣∣ < ε.

Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÀÃÏ ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ãëî-
áàëüíîãî îïòèìóìà:

f ∗
k = min

1≤i≤k
f(xi), x

∗
k = arg min

1≤i≤k
f(xi).

Â [7] ïðèâåäåíî îáîñíîâàíèå äàííîãî ñïîñîáà îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé. À â ðàáîòå
[8] ïðåäñòàâëåíû ìîäèôèêàöèè, ó÷èòûâàþùèå íàëè÷èå îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ, à òàêæå
èíôîðìàöèþ î çíà÷åíèè ïðîèçâîäíîé öåëåâîé ôóíêöèè,

3. Ìåòîä Õóêà-Äæèâñà. Ìåòîä Õóêà-Äæèâñà áûë âûáðàí íàìè êàê äîñòàòî÷íî ýô-
ôåêòèâíûé è ïðîñòîé â ðåàëèçàöèè àëãîðèòì ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè. Îí ñîñòîèò èç äâóõ
÷àñòåé [9�10]. Ïåðâàÿ ÷àñòü � èññëåäóþùèé ïîèñê � âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåñêîëüêî øàãîâ:

1) Îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå øàãà (ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðîöåññå ïîèñêà è ðàçëè÷íî äëÿ
êàæäîé êîîðäèíàòû).

2) Ñäåëàòü øàã ïî òåêóùåé êîîðäèíàòå. Øàã ïîèñêà áóäåò óñïåøíûì, åñëè çíà÷åíèÿ
öåëåâîé ôóíêöèè â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ íå ïðåâûøàþò èñõîäíûõ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíê-
öèè.

3) Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íóæíî âåðíóòüñÿ ê ïðåäûäóùåìó ïóíêòó è ñäåëàòü øàã â îá-
ðàòíîì íàïðàâëåíèè.

4) Ïîñëå òîãî êàê áóäóò ïðîéäåíû âñå N ïàðàìåòðîâ, èññëåäóþùèé ïîèñê çàêàí÷èâà-
åòñÿ. Íàéäåííàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ áàçîâîé.

Âòîðàÿ ÷àñòü � ïîèñê ïî îáðàçöó � ñîñòîèò èç âûïîëíåíèÿ îäíîãî øàãà îò ïîëó÷åííîé
áàçîâîé òî÷êè âäîëü ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé åå ñ ïðåäûäóùåé áàçîâîé òî÷êîé. Âåëè÷èíà
ýòîãî øàãà îïðåäåëÿåòñÿ çàäàâàåìûì çàðàíåå ïàðàìåòðîì.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí íåáîëüøîé ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà. Îòîáðàæåíû ëèíèè óðîâ-
íåé ôóíêöèè, çàêðàøåííûìè êðóæêàìè îáîçíà÷åíû óñïåøíûå øàãè, íåçàêðàøåííûå �
íåóñïåøíûå øàãè ïðè èññëåäóþùåì ïîèñêå.
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 Отмена результата перехода  Удачные смещения 
 Смещения оценки решения  Неудачные смещения 

𝑥 

𝑥 
𝑥 

𝑥 𝑥 

𝑥∗ 

𝑥0 

Ðèñ. 1. Ïðèìåð èòåðàöèé àëãîðèòìà Õóêà-Äæèâñà

4. Äåðåâüÿ ðåøåíèé. Äåðåâüÿ ðåøåíèé � ýòî ìåòîä àâòîìàòè÷åñêîãî àíàëèçà áîëü-
øèõ ìàññèâîâ äàííûõ, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ â ìàøèííîì îáó÷åíèè. Äåðåâî ðåøåíèé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé áèíàðíîå äåðåâî (äåðåâî, â êîòîðîì êàæäûé íå ëèñòîâîé óçåë èìååò äâà
äî÷åðíèõ óçëà). Òàêàÿ ñòðóêòóðà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîäîáíîå äåðåâî â ìàøèííîì
îáó÷åíèè (ïðè÷åì êàê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè, òàê è äëÿ ðåãðåññèîííûõ çàäà÷)
â öåëÿõ àâòîìàòèçàöèè àíàëèçà áîëüøîãî îáúåìà äàííûõ. Äëÿ çàäà÷ ðåãðåññèè êàæäîìó
ëèñòó äåðåâà ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñòàíòà, êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ àïïðîêñèìà-
öèè ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé. À âîò äëÿ êëàññèôèêàöèè ïîäõîä èíîé: êàæäûé ëèñò
äåðåâà ïîìå÷àåòñÿ ìåòêîé êëàññà, ïðè ýòîì íåñêîëüêî ëèñòüåâ ìîãóò èìåòü îäíó è òó æå
ìåòêó.

Ïðîöåäóðà ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïî äåðåâó ðåøåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ êîðíÿ. Îò êàæäîãî íåëè-
ñòîâîãî óçëà ïðîöåäóðà èäåò âïðàâî èëè âëåâî â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé
(åå èíäåêñ õðàíèòñÿ â íàáëþäàåìîì óçëå).

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå:
1) Êàòåãîðèàëüíûå ïåðåìåííûå � çíà÷åíèå äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé ïðîâåðÿåòñÿ íà

ïðåäìåò òîãî, ïðèíàäëåæèò ëè îíî îïðåäåëåííîìó ïîäìíîæåñòâó çíà÷åíèé (òàêæå õðà-
íÿùåìóñÿ â óçëå) èç íàáîðà äîïóñòèìûõ âåëè÷èí. Åñëè ïðèíàäëåæèò, òî èäåì âëåâî. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå � âïðàâî.

2) Óïîðÿäî÷åííûå ïåðåìåííûå � çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ïîðîãîì (êîòîðûé
òàêæå õðàíèòñÿ â óçëå). Åñëè çíà÷åíèå áîëüøå ïîðîãà, ïðîöåäóðà èäåò âïðàâî. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå � âëåâî.
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à) á)

Ðèñ. 2. à) ôóíêöèÿ Ðàñòðèãèíà; á) àïïðîêñèìàöèÿ ïî äâóìåðíîìó äåðåâó ðåøåíèé

Êàê òîëüêî àëãîðèòì äîñòèãàåò êîíå÷íîãî óçëà, â êà÷åñòâå îòâåòà ïðîöåäóðû ïðîãíî-
çèðîâàíèÿ âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå, ïðèñâîåííîå ýòîìó óçëó.

Â íàøåì ñëó÷àå äåðåâî ðåøåíèé ñòðîèò ôóíêöèþ φ(y) êóñî÷íî ïîñòîÿííóþ àïïðîêñè-
ìàöèþ φ(y) â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îáîçíà÷èì êàê z′ = ψ(y) çíà÷åíèå, âû÷èñëåííîå
ïî äåðåâó ðåøåíèÿ â òî÷êå y.

Áèáëèîòåêà àëãîðèòìîâ êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ, îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé è ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ îáùåãî íàçíà÷åíèÿ ñ îòêðûòûì êîäîì OpenCV [11] ïðåäîñòàâëÿåò óæå ãîòîâûå
ê èñïîëüçîâàíèþ äåðåâüÿ ðåøåíèé. Â äàííîé ðàáîòå ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà, ïðèìåíÿ-
þùåãî äåðåâüÿ ðåøåíèé äëÿ âûÿâëåíèÿ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ìû
èñïîëüçîâàëè äàííóþ áèáëèîòåêó. È, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïîäðîáíîñòè âíóòðåííåé ðåàëè-
çàöèè äåðåâüåâ ðåøåíèé ìîæíî íàéòè â ñîîòâåòñòâóþùåé äîêóìåíòàöèè � [12].

Íà ðèñ. 2, à, îòîáðàæåíà òðåõìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (ôóíêöèè
Ðàññòðèãà), è íà ðèñ. 2, á, îòîáðàæåíà àïïðîêñèìàöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî äåðåâó ðåøåíèé.

5. Îáúåäèíåíèå ëîêàëüíîãî ìåòîäà è ÀÃÏ â ñëó÷àå ìíîãîìåðíûõ çàäà÷. Â òå-
êóùåì ðàçäåëå ïðèâåäåì ïîäðîáíîå îïèñàíèå òîãî, êàê èñïîëüçîâàòü äåðåâüÿ ðåøåíèé â
ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Â ïðîöåññå ðàáîòû ÀÃÏ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ñòîèò ëè èñïîëüçî-
âàòü òåêóùóþ òî÷êó â êà÷åñòâå ñòàðòîâîé äëÿ ëîêàëüíîãî ìåòîäà èëè íåò. Äëÿ ýòîãî ìîæíî
îñìîòðåòü ñîñåäíèå òî÷êè èñïûòàíèÿ. Åñëè ñðåäè íèõ åñòü õîòü îäíà, çíà÷åíèå ôóíêöèè â
êîòîðîé áîëüøå, ÷åì â òåêóùåé, òî ïðîäîëæàòü ðàáîòó áåññìûñëåííî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è
ìîæíî çàïóñòèòü ëîêàëüíûé ìåòîä, ÷òîáû áûñòðåå ñîéòèñü ê ìèíèìóìó. Èñïîëüçîâàíèå
ïðîåêöèé ìíîãîìåðíûõ òî÷åê íà îäíîìåðíûé îòðåçîê ïîñëå ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè (òî,
÷òî ïîçâîëÿþò ñäåëàòü êðèâûå Ïåàíî) íàì äëÿ ýòèõ öåëåé íå ïîäîéäóò ïî íåñêîëüêèì
ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ôóíêöèÿ ïîñëå îòîáðàæåíèÿ ñèëüíî èçìåíÿåòñÿ, îäèí ëîêàëüíûé
ìèíèìóì â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ðàçäåëèòüñÿ íà ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ ïî-
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ñëå îòîáðàæåíèÿ. Âî-âòîðûõ, ïîñëå îòîáðàæåíèÿ èíôîðìàöèÿ î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè
òî÷åê èñõîäíîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü èñêàæåíà. Òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå áëèçêî â ìíîãî-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ìîãóò îêàçàòüñÿ íà ðàçíûõ êîíöàõ îäíîìåðíîãî îòðåçêà è íàîáîðîò.

Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàáîòàòü èìåííî ñ èñõîäíûìè òî÷êàìè. Îäíàêî îïðåäåëèòü ñîñåäíèå
òî÷êè â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äîñòàòî÷íî òðóäîåìêî, è äëÿ ýòîãî ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü äåðåâüÿ ðåøåíèé.

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ îïðåäåëåííîãî ÷èñëà èñïûòàíèé (íàïðèìåð, 100 ∗ N), èñïîëüçóåì
âñå íàêîïèâøèåñÿ òî÷êè äëÿ èíèöèàëèçàöèè ïîäõîäÿùåé ñòðóêòóðû äàííûõ è òðåíèðîâêè
íà åå îñíîâå äåðåâà ðåøåíèé. ×òîáû ïðîùå áûëî îïðåäåëèòü ñîñåäíèå òî÷êè, ìû ïîñòðîèì
ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñ îïðåäåëåííûì øàãîì ïî êàæäîé èç ðàçìåðíîñòåé, ïîñëå ÷åãî ïåðå-
äàäèì ýòè òî÷êè íà âõîä ïðåäñêàçàíèþ ïî äåðåâó. Òåïåðü, èìåÿ ðàâíîìåðíóþ ñåòêó òî÷åê
è çíàÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè â êàæäîé èç íèõ, íàéäåì áëèæàéøóþ, ñ òî÷êè çðåíèÿ åâêëèäîâà
ðàññòîÿíèÿ, ê èñõîäíîé. Ýòà áëèæàéøàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé èçíà÷àëüíîé òî÷êè íà
ðàâíîìåðíóþ ñåòêó, è ÷òîáû îïðåäåëèòü åå ñîñåäåé, äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïåðåáðàòü èíäåêñû
ñîñåäåé. Ê òîìó æå, ïîñêîëüêó äåðåâî ðåøåíèé ñòðîèò àïïðîêñèìàöèþ èñõîäíîé çàäà÷è
(ïóñòü è êóñî÷íî ïîñòîÿííóþ), ìû ìîæåì îöåíèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â òåõ îáëàñòÿõ, â
êîòîðûõ èñïûòàíèÿ ðàíåå íå ïðîâîäèëèñü.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñîñåäåé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñëåäóþùåå: åñëè õîòü îäèí èç ñîñåäåé
èìååò çíà÷åíèå ôóíêöèè ìåíüøåå, ÷åì â òåêóùåé òî÷êå, òî çàïóñê ëîêàëüíîãî ìåòîäà íå
íóæåí; åñëè êàêîé-òî èç ñîñåäåé èìååò çíà÷åíèå ôóíêöèè òàêîå æå, êàê â òåêóùåé, òî
åãî òàêæå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü (íàéòè âñåõ åãî ñîñåäåé è ïðîâåðÿòü èõ àíàëîãè÷íî); è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ñîñåäåé áîëüøå (âêëþ÷àÿ ñîñåäåé ðàâíûõ
òî÷åê), ìû ìîæåì çàïóñêàòü ëîêàëüíûé ìåòîä. Íèæå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ãëîáàëüíîãî
ïîèñêà, ó÷èòûâàþùèé îïèñàííûå ðàíåå ìîäèôèêàöèè:

1) Ïåðåíóìåðîâàòü (íèæíèì èíäåêñîì) òî÷êè ðàíåå ïðîâåäåííûõ èñïûòàíèé xi, 1 ≤
i ≤ k, à òàêæå ãðàíè÷íûå òî÷êè îòðåçêà [0,1] â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ êîîðäèíàòû:

0 = x0 < x1 < ... < xk+1 = 1

è ñîïîñòàâèòü èì çíà÷åíèÿ zi = f(xi).
2) Âû÷èñëèòü òåêóùèå íèæíèå îöåíêè M íåèçâåñòíîé êîíñòàíòû Ãåëüäåðà H:

µ = max

{
|zi − zi−1|

(xi − xi−1)
1/N

, i = 1, . . . ,k

}
, M =

{
rµ, µ > 0,
1, µ = 0,

ãäå r > 1 � ïàðàìåòð àëãîðèòìà.
3) Äëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ (xi−1,xi), 1 ≤ i ≤ k + 1 âû÷èñëèòü çíà÷åíèå R(i), íàçûâàåìîå

õàðàêòåðèñòèêîé èíòåðâàëà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè

R(1) = 2∆1 − 4
z1
M
, R(k + 1) = 2∆k+1 − 4

zk
M
,

R(i) = ∆i +
(zi − zi−1)

2

M2∆i

− 2
zi + zi−1

M
,1 < i < k + 1,

ãäå ∆i = (xi − xi−1)
1
N .

4) Óïîðÿäî÷èòü õàðàêòåðèñòèêè R (i) , 1 ≤ i ≤ k + 1 â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ
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Ðèñ. 3. Áëîê-ñõåìà îáúåäèíåíèÿ ÀÃÏ è ìåòîäà Õóêà-Äæèâñà ñ èñïîëüçîâàíèåì äåðåâà ðåøåíèé

R (t1) ≥ R (t2) ≥ ... ≥ R (tk) ≥ R(tk+1),

è âûáðàòü èíòåðâàë ñ íîìåðàìè t ñ íàèáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè õàðàêòåðèñòèêè.
5) Â âûáðàííîì èíòåðâàëå âû÷èñëèòü òî÷êó xk+1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè

xk+j =
xtj + xtj−1

2
, tj = 1, tj = k + 1,

xk+1 =
xtj + xtj−1

2
− sign

(
ztj − ztj−1

) 1

2r

[∣∣ztj − ztj−1

∣∣
µ

]N

, 1 < tj < k + 1.

6) Ïîëó÷èòü âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ñ ïðîöåññà j, äîáàâèòü íîâûé trial zj =
f(y(xj)) ê ìíîæåñòâó V .

7) Åñëè k < 100 ∗ N , òî âåðíóòüñÿ ê øàãó 1.
8) Ñîçäàåì äåðåâî ðåøåíèé ïî ìíîæåñòâó Ik, ïîëó÷àåì ôóíêöèþ àïïðîêñèìàöèè ψ(y).
9) Åñëè èñïîëüçóåì äåðåâî ðåøåíèé âïåðâûå, òî ñòðîèì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó
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Òàáëèöà 1

Ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé

N Problem class DIRECT DIRECTl ÀÃÏ

4 Simple >47282 (4) 18983 11953
Hard >95708 (7) 68754 25263

5 Simple >16057 (1) 16758 15920
Hard >217215 (16) >269064 (4) >148342 (4)

Òàáëèöà 2

Ñðåäíåå ÷èñëî òî÷åê èñïûòàíèé

N Êëàññ çàäà÷è Ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé Ñðåäíåå ÷èñëî òî÷åê èñïûòàíèé
ÀÃÏ Äåðåâüÿ ðåøåíèé ÀÃÏ Äåðåâüÿ ðåøåíèé

Simple 2350.0 247.4 2348.0 390.0
2 Hard 4732.3 353.6 4730.3 1101.1

Simple 2115.5 579.5 2113.5 2441.4
3 Hard 5347.4 588.1 5345.4 2532.7

Simple 12168.9 768.2 12166.9 3582.2
4 Hard 25636.5 960.0 52634.5 5171.6

Simple 20633.5 978.0 20631.5 4840.4
5 Hard 161094.9 (4) 1217.0 161092.9 (4) 7115.5

Y ′ = {y′ ∈ RN : ai ≤ y′i
k ≤ bi, 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ k ≤ N

√
300}

10) Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèè: Z ′ = {z′ = ψ(y′), y′ ∈ Y ′}
11) Äëÿ âñåõ òî÷åê y′ ∈ V :
� Íàõîäèì òî÷êó y′q, áëèæàéøóþ ê y′.
� Ïðîèçâîäèì îáõîä ñîñåäåé y′q ïî îïèñàííîìó ðàíåå ïðèíöèïó.
� Åñëè íè ó îäíîé ñîñåäíåé òî÷êè íå íàøëîñü çíà÷åíèé ôóíêöèè, ìåíüøèõ, ÷åì â y′q,

òî çàïóñêàåì ëîêàëüíûé ìåòîä.
� Î÷èùàåì ìíîæåñòâî V .
Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè äîáàâëåíû â ñèñòåìó globalizer [13]. Åñëè ãîâîðèòü

áîëåå êîíêðåòíî, òî áûëà âíåäðåíà ñèñòåìà ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ðåøåíèé, ðàâíîìåðíîé ñåò-
êè è ïðî÷èõ ñîïóòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé. Èñïîëüçîâàëàñü äàííàÿ ñèñòåìà ïðè ðåàëèçàöèè
ñõåìû ñ çàïóñêîì ëîêàëüíûõ ìåòîäîâ â íóæíûé ìîìåíò. Íèæå ïðèâåäåíà áëîê-ñõåìà òîãî,
êàê äàííàÿ ñõåìà áûëà îáúåäèíåíà ñ ÀÃÏ (ðèñ. 3).

6. Ýêñïåðèìåíòû. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû áûëè ïðîâåäåíû íà êîìïüþòåðå
ñî ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà Windows 11, ïðîöåññîð: Intel(R)
Core� i5-8250U CPU @ 1.60 GHz, 12 Gb RAM.

Ðàáîòû [14�15] îïèñûâàþò ãåíåðàòîðû GKLS, êîòîðûå ìîãóò ãåíåðèðîâàòü ìíîãîýêñ-
òðåìàëüíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè: ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì è åãî
çíà÷åíèåì, êîëè÷åñòâîì ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è òàê äàëåå.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè
ïðè ðåøåíèè ñåðèè çàäà÷ èç ãåíåðàòîðà GKLS. Çíàê ¾ ¿ óêàçûâàåò íà ñèòóàöèþ, êîãäà
íå âñå çàäà÷è áûëè ðåøåíû, â ñêîáêàõ óêàçàíî êîëè÷åñòâî íåðåøåííûõ çàäà÷. Êàê âèäíî,
ÀÃÏ ïðåâîñõîäèò ìåòîäû DIRECT è DIRECTl ïî ñðåäíåìó ÷èñëó èòåðàöèé.
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Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ äâóõ àëãîðèòìîâ � ìíîãîìåðíîãî àëãîðèò-
ìà ãëîáàëüíîãî ïîèñêà (ÀÃÏ) è ÀÃÏ ñ èñïîëüçîâàíèåì äåðåâüåâ ðåøåíèé äëÿ âûÿâëåíèÿ
îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ (Äåðåâüÿ ðåøåíèé). ×èñëåííîå ñðàâíåíèå
ïðîâîäèëîñü íà êëàññàõ ôóíêöèé Simple è Hard ðàçìåðíîñòè 2, 3, 4 è 5 èç [16]. Àëãîðèòì
ïðåêðàùàë ñâîþ ðàáîòó, êàê òîëüêî ïîðàæàëàñü òî÷êà èñïûòàíèÿ â ýïñèëîí îêðåñòíîñòü
èñòèííîãî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà.

Ñðåäíåå ÷èñëî òî÷åê èñïûòàíèé ïðàêòè÷åñêè âåçäå óìåíüøèëîñü, õîòÿ ýòè çíà÷åíèÿ
è ìîãóò áûòü âûøå, ÷åì ñðåäíåå ÷èñëî èñïûòàíèé (óñêîðåíèå ïî êîòîðûì äîñòàòî÷íî
âåëèêî, âíå çàâèñèìîñòè îò ñëîæíîñòè çàäà÷è è åå ðàçìåðíîñòè). Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì,
÷òî â òî÷êàõ èñïûòàíèé ó÷èòûâàþòñÿ è òå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå â ïðîöåññå ñâîåé ðàáîòû
ñòàâèë ëîêàëüíûé ìåòîä, à èõ ìîæåò áûòü äîâîëüíî ìíîãî.

Çàêëþ÷åíèå. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû íàìè áûëè óñïåøíî ñîâìåùåíû àëãîðèòì ãëî-
áàëüíîãî ïîèñêà ñ ëîêàëüíûì ïîèñêîì ìèíèìóìà (ìåòîä Õóêà-Äæåâñà). Òåîðåòè÷åñêèå
ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà óäàëîñü ïîäòâåðäèòü íà ïðàêòèêå: ñåðèè èç ñîòíè
òåñòîâûõ çàäà÷ ïîêàçàëè óñêîðåíèå ïî ÷èñëó ïðîâîäèìûõ èòåðàöèé.
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