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Введение. Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ çàäà÷ ïðè îáðàáîòêå äàííûõ èñïîëü-
çóþòñÿ ãðàôû. Íàèáîëåå ÿðêèì ïðèìåðîì îáðàáîòêè áîëüøèõ äàííûõ ìîãóò ñëóæèòü
ñîöèàëüíûå ñåòè. Òàê, åæåìåñÿ÷íàÿ àóäèòîðèÿ ñîöèàëüíîé ñåòè ¾ÂÊîíòàêòå¿ â 3-ì êâàð-
òàëå 2022 ã. ñîñòàâëÿëà 76,9ìëí àêòèâíûõ ïîëüçîâàòåëåé [1]; íà äåêàáðü 2022 ã. àóäèòîðèÿ
Facebook* ñîñòàâèëà 2,96 ìëðä ïîëüçîâàòåëåé [2]; åæåäíåâíàÿ àóäèòîðèÿ Twitter* â ÿí-
âàðå 2023 ã. ñîñòàâëÿëà 368 ìëí àêòèâíûõ ïîëüçîâàòåëåé ñ áîëåå ÷åì 1,47 ìëðä ñîöèàëü-
íûõ ñâÿçåé [3]. Ïîìèìî ïîëüçîâàòåëåé, â ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ ñóùåñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå
îáúåêòû, êîòîðûå âçàèìîäåéñòâóþò ñ ïîëüçîâàòåëüñêèìè óçëàìè: ñîîáùåñòâà, ñòðàíèöû
ñîáûòèé è ò. ä.

Ïðèìåðû áîëüøèõ íàáîðîâ äàííûõ ãðàôîâ íå îãðàíè÷èâàþòñÿ ñîöèàëüíûìè ñåòÿìè:
ìíîãèå ñëîæíûå áèîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû ìîãóò áûòü ñìîäåëèðîâàíû ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ.
Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü ìåæáåëêîâûå âçàèìîäåéñòâèÿ è ñåòè ðàáîòû ñ ìîëåêóëàìè
ÄÍÊ. Â ýòèõ ñåòÿõ óçëàìè ÿâëÿþòñÿ áèîëîãè÷åñêèå ñóùíîñòè (òàêèå êàê ãåíû è áåëêè),
à ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò èõ îáùåìó ó÷àñòèþ â êàêîì-ëèáî áèîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå. Òàêèå
ïðîöåññû ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ îò ïðîñòûõ ïðÿìûõ âçàèìîäåéñòâèé äî áîëåå ñëîæíûõ
îòíîøåíèé, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò áîëåå äâóõ ñóùíîñòåé.

Íåñìîòðÿ íà áîëüøèå ðàçìåðû ãðàôîâ, íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü âû÷èñëåíèÿ ñ äàííûìè,
íàïðèìåð: âû÷èñëÿòü PageRank (àëãîðèòì ññûëî÷íîãî ðàíæèðîâàíèÿ), òðàíñëèðîâàòü îá-
íîâëåíèÿ Twitter, îïðåäåëÿòü àññîöèàöèè áåëêîâ, à òàêæå âûïîëíÿòü ìíîæåñòâî äðóãèõ
çàäà÷. Áîëüøèå ãðàôû ìîãóò ñîñòîÿòü èç òåðàáàéòîâ ñæàòûõ äàííûõ ïðè õðàíåíèè íà
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äèñêàõ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì áîëüøèì îáúåìîì äàííûõ äëÿ îäíîé ìàøèíû. ×òîáû ýô-
ôåêòèâíî îáðàáàòûâàòü òàêèå ãðàôû, îáùåïðèíÿòûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå
äàííûõ ïî áîëüøîìó êîëè÷åñòâó ìàøèí è èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëüíûõ, ðàñïðåäåëåííûõ
àëãîðèòìîâ. Òàêîé ïîäõîä ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî ïðîáëåì ñèñòåìíîé èíæåíåðèè, èç êîòî-
ðûõ ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ïðîáëåìó ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ, êîòîðàÿ â ñëó÷àå ãðàôîâîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ðàçáèåíèÿ âåðøèí ãðàôà íà ïîäìíîæåñòâà. Öåëü ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî ïåðåñåêàþùèõñÿ ðåáåð èç ðàçíûõ ïîäìíî-
æåñòâ, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì ïðèìåðíî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí (èëè ðåáåð) â êàæäîì
ïîäìíîæåñòâå.

Ãðàôû, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àé-
íûìè. Ðåáðà äåìîíñòðèðóþò áîëüøóþ ëîêàëüíîñòü (ãåîãðàôè÷åñêàÿ áëèçîñòü âåðøèí â
ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ, ñâÿçü ïî òåìå èëè äîìåíó â Èíòåðíåòå è ò. ï.). Ýòà ëîêàëüíîñòü ïîçâîëÿ-
åò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ðåàëüíûõ ãðàôàõ ñóùåñòâóåò õîðîøåå ðàçáèåíèå èëè, ïî êðàéíåé
ìåðå, ðàçáèåíèÿ, êîòîðûå çíà÷èòåëüíî ëó÷øå ñëó÷àéíûõ ðàçðåçîâ. Êîììóíèêàöèÿ ìåæäó
ðàçíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ìàøèíàìè, äàæå âíóòðè îäíîé ëîêàëüíîé ñåòè, çíà÷èòåëü-
íî äîðîæå ìåæïðîöåññîðíîé � çàäåðæêà â ñåòè èçìåðÿåòñÿ â ìèêðîñåêóíäàõ, â òî âðåìÿ
êàê ìåæïðîöåññîðíàÿ ñâÿçü èçìåðÿåòñÿ â íàíîñåêóíäàõ. Òàêîå íåñîîòâåòñòâèå ñóùåñòâåí-
íî çàìåäëÿåò îáðàáîòêó, êîãäà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñåòü. Äëÿ áîëüøèõ ãðàôîâ îáúåì
ïåðåìåùàåìûõ äàííûõ ìîæåò äîñòèãàòü ãèãàáàéòîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïåðåãðóçêå ñåòåâûõ
êàíàëîâ.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðè ðàçáèåíèè ñëîæíûõ äàííûõ ãðàôà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ñëîæíî ñîçäàòü ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå äàííûõ, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ëîêàëüíîñòü ðåáåð,
òàêîå óïîðÿäî÷åíèå ìîæåò âîîáùå íå ñóùåñòâîâàòü. Îäèí èç ïåðâûõ ìåòîäîâ ðàçáèåíèÿ
ãðàôà íà äâà áëîêà èñïîëüçóåòñÿ è ñåãîäíÿ, ýòî ñïåêòðàëüíàÿ áèñåêöèÿ. Ñïåêòðàëüíûå
ìåòîäû áûëè âïåðâûå èñïîëüçîâàíû Ó.Äîíàòîì è À.Õîôôìàíîì [4], è Ì.Ôèäëåðîì [5],
à çàòåì óñîâåðøåíñòâîâàíû äðóãèìè ó÷åíûìè [6, 7]. Ñïåêòðàëüíàÿ áèñåêöèÿ ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü ãëîáàëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñâÿçíîñòè ãðàôà ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííî-
ãî âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî âòîðîìó íàèìåíüøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ëàïëàñèàíà
ãðàôà 𝐿.

Îäíàêî ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû íå ïîäõîäÿò äëÿ áîëüøèõ äàííûõ. Âî-ïåðâûõ, ýòî ñâÿ-
çàíî ñ áîëüøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè. Âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóþùèå ôîðìóëû òðå-
áóþò ïîëíîé èíôîðìàöèè î ãðàôå. Êîãäà ãðàô ôèçè÷åñêè íå ïîìåùàåòñÿ â ïàìÿòè îäíîé
ÝÂÌ, ïîääåðæàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âñåãî ñîñòîÿíèÿ íåâîçìîæíî. Ýòî
ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ëîêàëüíûõ ìåòîäîâ ñïåêòðàëüíîãî ðàçáèåíèÿ, íî ëîêàëüíûå ìåòîäû
âñå åùå òðåáóþò äîñòóïà ê áîëüøèì ÷àñòÿì ãðàôà, ïîëàãàþòñÿ íà ñëîæíóþ ðàñïðåäå-
ëåííóþ êîîðäèíàöèþ è áîëüøèå âû÷èñëåíèÿ ïîñëå çàãðóçêè äàííûõ. Òàêèì îáðàçîì, ìû
èùåì íîâûé òèï ðåøåíèÿ.

Ïóñòü 𝐺 = (𝑉,𝐸) � ãðàô, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ìàòðèöû 𝐴 ðàçìåðíîñòè 𝑛 × 𝑛, ãäå
𝑉 � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, |𝑉 | = 𝑛, 𝐸 � ìíîæåñòâî âçâåøåííûõ ðåáåð ãðàôà. Âåñ êàæ-
äîãî ðåáðà 𝑒𝑖𝑗 ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì, ñòîÿùèì â ìàòðèöå 𝐴 íà 𝑖-é ñòðîêå è â 𝑗-ì
ñòîëáöå. Îñíîâíàÿ öåëü çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè áëèçêîå ê îïòèìàëüíîìó ñáà-
ëàíñèðîâàííîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà 𝑉 íà íåïåðåñåêàþùèå ïîäìíîæåñòâà ñ ìèíèìàëüíî
âîçìîæíûìè âû÷èñëåíèÿìè.

1. Основные методы и алгоритмы. Ïðîáëåìà ðàçáèåíèÿ ãðàôà ÿâëÿåòñÿ 𝑁𝑃 -
ïîëíîé [8]. Ðåøåíèÿ îáû÷íî íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ýâðèñòèêè è ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ,
è çà âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîáëåìû áûëî ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ, êîòîðûå
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ïîçâîëÿþò íàéòè äîñòàòî÷íî õîðîøåå ðàçáèåíèå. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóþò ïîòîêîâûå àëãî-
ðèòìû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðàçðåçàíèÿ áîëüøèõ ãðàôîâ, ñ îäíîé ñòîðîíû, îíè âûïîë-
íÿþòñÿ áûñòðî è ïîòðåáëÿþò ìàëî ïàìÿòè, íî ïðè ýòîì äàþò ðåøåíèÿ íèçêîãî êà÷åñòâà
ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò øèðîêèé ñïåêòð ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ðåøàþò çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ãðàôîâ áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ïàðàëëåëèçìà, íî äîñòàòî÷íî ÷àñòî èìåþò ïàðàëëåëüíûå àíàëîãè. Ñóùåñòâóþò òàêæå ýâî-
ëþöèîííûå àëãîðèòìû, êîòîðûå çàòðà÷èâàþò ìíîãî ðåñóðñîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ åùå áîëåå
âûñîêîãî êà÷åñòâà. Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ î÷åíü áîëüøîå, ïîýòîìó îáû÷íî
îíè èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî íà ãðàôàõ ñ íåñêîëüêèìè ñîòíÿìè òûñÿ÷ óçëîâ. Ðàñïðåäåëåííûå
ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû õîðîøî ìàñøòàáèðóþòñÿ äëÿ áîëüøèõ ãðàôîâ, íî åñëè îíè íå
ðåàëèçóþò ìíîãîóðîâíåâûå ñòðàòåãèè, èõ êà÷åñòâî íàìíîãî íèæå, ÷åì ó ïîñëåäîâàòåëüíûõ
àëãîðèòìîâ ðàçáèåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, ïðåèìóùåñòâà ýòîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî
îãðîìíûå ãðàôû ìîãóò áûòü ðàçáèòû î÷åíü áûñòðî, îí òàêæå ïîçâîëÿåò ðàçáèâàòü ãðàôû
íà ìàøèíàõ, íå îáëàäàþùèõ áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòüþ.

1.1. Точные решения. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ìåòîäàì îï-
òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ãðàôà. Ñþäà âõîäÿò ìåòîäû, ïîñâÿùåííûå ñëó÷àþ
äâóäîëüíîãî ðàçáèåíèÿ [9�15], è ìåòîäû, ðåøàþùèå îáùèå çàäà÷è. Áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ
îïèðàåòñÿ íà ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö. Ãðàíèöû ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ïîäõî-
äîâ: Ñ.Êàðèø [14] è Ì.Àðìáðóñòåð [9] èñïîëüçóþò ïîëóîïðåäåëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå
(Semide�nite programming (SDP)). Äðóãèì ïîäõîäîì äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âîñïîëüçîâàë-
ñÿ Ó.Õàãåð â ñâîèõ ðàáîòàõ [13], ãäå ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à ðàçáèåíèÿ â âèäå íåïðåðûâíîé
êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è, ê êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö.

Â öåëîì, â çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà, ìîæíî íàáëþäàòü äâå àëüòåðíàòèâû:
ëèáî ïîëó÷åííûå ãðàíèöû î÷åíü õîðîøè è äàþò íåáîëüøèå äåðåâüÿ ñ âåòâÿìè è ñâÿçÿìè,
íî èõ òðóäíî âû÷èñëèòü; ëèáî ãðàíèöû íåñêîëüêî ñëàáåå è äàþò áîëüøèå äåðåâüÿ, íî
âû÷èñëÿþòñÿ áûñòðåå. Ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî ïðè èñïîëüçîâàíèè êîìáèíàòîðíûõ îãðàíè-
÷åíèé. Íà ñâÿçíûõ ïîäãðàôàõ äâóìåðíîé ðåøåòêè ïðîáëåìà äâóäîëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìîæåò
áûòü ðåøåíà ñ òðóäîåìêîñòüþ 𝑂(𝑛4) [12]. Âñå âûøåîïèñàííûå ìåòîäû, êàê ïðàâèëî, ìîãóò
ðåøàòü òîëüêî î÷åíü íåáîëüøèå ãðàôû ïðè î÷åíü áîëüøîì âðåìåíè ðàáîòû, ïðè ýòîì åñëè
îíè è ìîãóò ðåøàòü áîëüøèå ãðàôû äâóäîëüíûõ ðàçáèåíèé ñ óìåðåííûìè çàòðàòàìè âðå-
ìåíè [10], òî ñèëüíî çàâèñÿò îò øèðèíû áèñåêöèé ãðàôà. Áîëåå òîãî, ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ
îöåíêà ýòèõ ìåòîäîâ ðàññìàòðèâàåò òîëüêî ìàëûå ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ 𝑘 ≤ 4.

1.2. Последовательные алгоритмы. Àëãîðèòì Êåðíèãàíà � Ëèíà (Kernighan � Lin,
KN) ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì. Äëÿ ðàáîòû îí òðåáóåò íàëè÷èå èçíà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ
ãðàôà. Íà êàæäîé èòåðàöèè îí èùåò ïîäìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà, òàêèå ÷òî îáìåí âåð-
øèí ìåæäó íèìè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ðàçðåçà. Àëãîðèòì ðàáîòàåò äî òåõ ïîð, ïîêà
óäàåòñÿ îòûñêàòü òàêèå ïîäìíîæåñòâà. Êàæäàÿ èòåðàöèÿ àëãîðèòìà KL èìååò òðóäîåì-
êîñòü 𝑂(|𝐸| log |𝐸|) [6]. Òàêæå ñóùåñòâóåò ìîäèôèêàöèÿ äàííîãî àëãîðèòìà � àëãîðèòì
Ôèäó÷÷èà è Ìàòòåéñà [16], êîòîðûé óìåíüøàåò òðóäîåìêîñòü äî 𝑂(|𝐸|). Àëãîðèòì FM èñ-
ïîëüçóåò äâå î÷åðåäè ïðèîðèòåòîâ, ïî îäíîé íà äîëþ. Ïåðâîíà÷àëüíî äîáàâëÿþò êàæäóþ
ãðàíè÷íóþ âåðøèíó â î÷åðåäü ïðèîðèòåòîâ âìåñòå ñ âûèãðûøåì îò ïåðåìåùåíèÿ âåðøè-
íû â äðóãóþ äîëþ. Íà êàæäîì øàãå ïîâòîðÿåòñÿ ïåðåìåùåíèå ñ íàèáîëüøèì âûèãðûøåì,
êîòîðîå íå íàðóøàåò îãðàíè÷åíèå áàëàíñà, à çàòåì îáíîâëÿåòñÿ âûèãðûø âñåõ ñîñåäåé,
íå ïîäâåðãøèõñÿ ïåðåìåùåíèþ. Èòåðàöèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà âñå âåðøèíû ïåðåìåùåíû
èëè îãðàíè÷åíèå áàëàíñà íå äîïóñêàåò äàëüíåéøèõ ïåðåìåùåíèé. Àëãîðèòì FM òàêæå
âûïîëíÿåò ïåðåìåùåíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì óñèëåíèÿ è ïîýòîìó ñïîñîáåí
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âûõîäèòü èç ëîêàëüíîãî îïòèìóìà. Â êîíöå êîíöîâ îí âîçâðàùàåòñÿ ê íàèëó÷øåìó ðåøå-
íèþ âî âðåìÿ ïðîõîäà.

Àëãîðèòì KL íàõîäèò ëîêàëüíî îïòèìàëüíûå ðàçäåëû, êîãäà íà÷èíàåò ñ õîðîøåãî
íà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ è êîãäà ñðåäíÿÿ ñòåïåíü ãðàôà âåëèêà [17]. Åñëè õîðîøåå íà÷àëü-
íîå ðàçáèåíèå íåèçâåñòíî, àëãîðèòì KL ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ðàçíûõ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ
íà÷àëüíûõ ðàçáèåíèé, è âûáèðàåòñÿ òî, êîòîðîå äàåò íàèìåíüøèé ðàçðåç ïî ðåáðàì. Ìíî-
ãîêðàòíîå ïîâòîðåíèå ìîæåò áûòü äîðîãîñòîÿùèì, îñîáåííî åñëè ãðàô áîëüøîé. Îäíàêî,
ïîñêîëüêó ðàçáèâàåòñÿ òîëüêî ñàìûé ìåíüøèé ãðóáûé ãðàô [17], âûïîëíåíèå íåñêîëüêèõ
ïðîãîíîâ òðåáóåò î÷åíü ìàëî âðåìåíè.

1.3. Многоуровневая парадигма. Íàèáîëåå óñïåøíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû
ðàçáèåíèÿ ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ ïàðàäèãìà. Îíà ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ: огруб-
ление, начальное разбиение, последовательное уточнение разбиения. Íà ýòàïå
îãðóáëåíèÿ ñîçäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óìåíüøàþùèõñÿ è ñòðóêòóðíî ïîõîæèõ ãðàôîâ.
Êàê òîëüêî ãðàô ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèì, àëãîðèòì íà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ ïî-
ëó÷àåò ðàçáèåíèå ñàìîãî ãðóáîãî ãðàôà. Íà ýòàïå óëó÷øåíèÿ ðàçáèåíèå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñëåäóþùèé áîëåå êðóïíûé ãðàô â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, è íà êàæäîì ýòàïå àëãîðèòìû
ëîêàëüíîãî ïîèñêà ìèíèìèçèðóþò êîëè÷åñòâî ðàçðåçàåìûõ ðåáåð.

Огрубление. Ýòàï îãðóáëåíèÿ íàïðàâëåí íà âû÷èñëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîëåå
ãðóáûõ ïðèáëèæåíèé âõîäíîãî ãðàôà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîõðàíèòü åãî ñòðóêòóðíûå
ñâîéñòâà è äåéñòâîâàòü â íåêîòîðîì ñìûñëå êàê ôèëüòð, êîòîðûé óäàëÿåò êàê ìîæíî
áîëüøå íåíóæíîé èíôîðìàöèè èç ïðîñòðàíñòâà ïîèñêà [18].

Âîçìîæíî ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ ê ðåàëèçàöèè ñòàäèè îãðóáëåíèÿ ãðàôà, íàïðèìåð ñæà-
òèå íåñêîëüêèõ âåðøèí â îäíó, â êîòîðîé ñóììèðóåòñÿ âåñ âñåõ ñæèìàåìûõ âåðøèí. Äëÿ
äàëüíåéøåãî óìåíüøåíèÿ ðàçìåðà áîëåå ãðóáîãî ãðàôà ìîæíî òàêæå óäàëèòü âñå ðåáðà,
êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ èäåíòè÷íûìè, êðîìå îäíîãî, ïðè êîòîðîì èõ âåñ ñóììèðóåòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçáèåíèå ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè áàëàíñà è ðàçìåðîì ðàçðåçà
ïðè ïðîåöèðîâàíèè ðàçáèåíèÿ íà ñëåäóþùèé áîëåå êðóïíûé ãðàô â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Â óïîìÿíóòûõ âûøå ñïîñîáàõ ïðèìåíÿþòñÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ äëÿ ïîèñêà ïàð âåðøèí
èëè ðåáåð äëÿ îáúåäèíåíèÿ. Îäíàêî â ñëó÷àå íåðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíåé ñó-
ùåñòâóþùèå àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè ìîãóò óìåíüøàòü ðàçìåð ñëîæíûõ ãðàôîâ áîëåå
ýôôåêòèâíî, ÷åì ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà ïàðîñî÷åòàíèÿõ. Â äàííîì ñëó÷àå âîçíèêàåò
ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî âåðøèíû, èíöèäåíòíûå âåðøèíàì ñ íàèáîëüøåé ñòåïå-
íüþ, ÷àñòî îñòàþòñÿ íåñîïîñòàâëåííûìè. Â ðàáîòå [19] ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ
óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà íåñîâïàäàþùèõ âåðøèí, íàïðèìåð îáúåäèíåíèå äâóõ íåñìåæíûõ
âåðøèí, åñëè ó íèõ åñòü îáùèé ñîñåä èëè îíè ñìåæíû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè, êîòîðûå óæå
ñîïîñòàâëåíû.

Â ïîñëåäíèå ãîäû èññëåäîâàíèÿ áûëè ñîñðåäîòî÷åíû íà ìåòîäàõ êëàñòåðèçàöèè ñëîæ-
íûõ ñåòåé è óëó÷øåíèè ïðîöåññà îãðóáëåíèÿ ñ ïîìîùüþ èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå ïîä-
ìíîæåñòâ ãðàôà. Íåêîòîðûå òàêèå ïîäõîäû áûëè ðàññìîòðåíû â [20].

Начальное разбиение. Îãðóáëåíèå îáû÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòà-
íåòñÿ çàðàíåå âûáðàííîå ÷èñëî âåðøèí. ×àñòî èñïîëüçóþò ìíîãîóðîâíåâóþ ðåêóðñèâíóþ
áèñåêöèþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ ñàìîãî ãðóáîãî ãðàôà. ×òîáû ïîëó÷èòü
íà÷àëüíîå äâóäîëüíîå ðàçáèåíèå, ÷àñòî çàïóñêàþò íàáîð ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ íåñêîëüêî
ðàç ñ ïîñëåäóþùèì ðàñïðîñòðàíåíèåì ìåòîê èëè ëîêàëüíûì ïîèñêîì FM, íà÷èíàÿ ñòà-
äèþ óëó÷øåíèÿ ñ ëó÷øèì äâóäîëüíûì ðàçáèåíèåì èç ýòèõ çàïóñêîâ [19, 21, 22]. Ð.Ïðèí è
Äæ.Ñìèò â ðàáîòå [23] ïîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèå î ïðåêðàùåíèè îãðóáëåíèÿ ÷àñòî çàâèñèò
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îò êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ, è ïðåäëîæèëè àäàïòèâíûé êðèòåðèé îñòàíîâêè âìåñòî èñïîëüçî-
âàíèÿ îäèíàêîâîãî ïîñòîÿííîãî ÷èñëà âåðøèí äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.

Улучшение разбиения. Íà äàííîì ýòàïå ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå ñàìîãî ãðóáîãî ãðà-
ôà ïðîåöèðóåòñÿ íà âñå áîëüøèå ãðàôû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷åííîé íà ïåðâîì
ýòàïå. Êàæäàÿ âåðøèíà áîëåå ãðóáîãî ãðàôà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîäåðæèò îòäåëüíîå
ïîäìíîæåñòâî âåðøèí òåêóùåãî ãðàôà, ïîýòîìó âñå ýòî ïîäìíîæåñòâî âåðøèí áóäåò ïðè-
íàäëåæàòü òîìó æå ïîäìíîæåñòâó, ÷òî è âåðøèíà, ñîäåðæàùàÿ èõ â áîëåå ãðóáîì ãðàôå.

Äàæå åñëè òåêóùåå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûì ðàçáèåíèåì òåêóùåãî
ãðàôà â öåïî÷êå, ïðîåöèðóåìîå ðàçáèåíèå íà ñëåäóþùèé ãðàô ìîæåò íå áûòü ëîêàëüíî
ìèíèìàëüíûì. Ïîñêîëüêó ïðåäøåñòâóþùèé ãðàô ñîäåðæèò áîëüøå âåðøèí, ïîñëå ïðîåöè-
ðîâàíèÿ ðàçáèåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû óòî÷íåíèÿ ðàçáèåíèÿ. Îñíîâíàÿ öåëü äàííûõ
àëãîðèòìîâ � âûáðàòü äâà ïîäìíîæåñòâà âåðøèí, ïî îäíîìó èç êàæäîé ÷àñòè, òàêèå, ÷òî-
áû ïðè îáìåíå âåðøèí èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ óìåíüøèòü ðàçðåç.

Â ðàáîòå [24] Ï.Ñàíäåðñ è Ê.Øóëüö ïðåäëàãàþò ìåòîä óòî÷íåíèÿ íà îñíîâå ïîòîêà äëÿ
äâóäîëüíûõ ðàçáèåíèé. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ïîäìíîæåñòâà 𝑅 âåðøèí âîêðóã ðàç-
ðåçà áèñåêöèè 𝑉 = {𝑉1, 𝑉2}. Ñåòü ïîòîêîâ ñòðîèòñÿ ïóòåì ñîåäèíåíèÿ 𝑉1∖𝑅 ñ èñòî÷íèêîì
è 𝑉2∖𝑅 ñî ñòîêîì. Ïîëó÷åííûé ìàêñèìàëüíûé ïîòîê îáåñïå÷èâàåò óëó÷øåííûé ðàçðåç,
êîòîðûé ìîæåò íàðóøèòü îãðàíè÷åíèå áàëàíñà. Ïîýòîìó |𝑅| âûáèðàåòñÿ àäàïòèâíî, à âû-
÷èñëåíèå ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâà âñåõ
ìèíèìàëüíûõ ðàçðåçîâ, êîòîðûå çàòåì ìîæíî èñêàòü äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî äâóäîëüíî-
ãî ðàçáèåíèÿ. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì FlowCutter [25], àâòîðû áîëåå ýôôåêòèâíî èññëåäóþò
ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé.

Â ðàáîòå [26] èñïîëüçóþò öåëî÷èñëåííîå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå (ILP) äëÿ óòî÷-
íåíèÿ 𝑘 ïîäìíîæåñòâ íàïðÿìóþ. Àíàëîãè÷íî óòî÷íåíèþ íà îñíîâå ïîòîêà, âûáèðàåòñÿ
íåáîëüøàÿ îáëàñòü âåðøèí, êîòîðûì ðàçðåøåíî ïåðåìåùàòüñÿ, îñòàëüíûå âåðøèíû ñî-
êðàùàþòñÿ äî îäíîé ñóïåðâåðøèíû íà áëîê. Çàòåì çàäà÷à ILP ôîðìóëèðóåòñÿ íà ýòîì
ãðàôå ìîäåëè. Äëÿ óñêîðåíèÿ ILP âîçìîæíû ïðåäîñòàâëåíèå íà÷àëüíîãî ýâðèñòè÷åñêî-
ãî ðåøåíèÿ è íàðóøåíèå ñèììåòðèè ïóòåì çàêðåïëåíèÿ äîñòàòî÷íî òÿæåëûõ âåðøèí çà
ñîîòâåòñòâóþùèìè áëîêàìè.

Глубокое многоуровневое разделение. Ðàçáèåíèå íà 𝑘 ïîäìíîæåñòâ ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî êàê ïðÿìûì ðàçáèåíèåì íà 𝑘 ïîäìíîæåñòâ, òàê è ïðèìåíåíèåì ðåêóðñèâíîé
áèñåêöèè. Ðåêóðñèâíàÿ áèñåêöèÿ áûëà îáîáùåíà ê ìíîãîóðîâíåâîìó ðàçáèåíèþ [27]. Â
äàííîì ñëó÷àå ãðàô îãðóáëÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ 2𝑋 âåðøèí, ãäå 𝑋 � çà-
ðàíåå çàäàííîå ÷èñëî, ïîñëå ÷åãî âûïîëíÿåòñÿ áèñåêöèÿ ñàìîãî ãðóáîãî ãðàôà. Íà ñòàäèè
óëó÷øåíèÿ ïîäìíîæåñòâà, ìîùíîñòü êîòîðûõ ïðåâûøàåò 2𝑋, áóäóò ïîâòîðíî ðàçáèâàòüñÿ
íà äâà, è òàê áóäåò ïîâòîðÿòüñÿ, ïîêà ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ íå äîñòèãíåò 𝑘.

𝑛-уровневое графовое разбиение. Ãëóáèíà ìíîãîóðîâíåâîé èåðàðõèè îáåñïå÷èâàåò
êîìïðîìèññ ìåæäó âðåìåíåì ðàáîòû è êà÷åñòâîì ðåøåíèÿ ìíîãîóðîâíåâîãî àëãîðèòìà
[28]. Áîëüøåå êîëè÷åñòâî óðîâíåé îãðóáëåíèÿ ïðåäîñòàâëÿåò áîëüøå âîçìîæíîñòåé äëÿ
óòî÷íåíèÿ òåêóùåãî ðåøåíèÿ, íî òðåáóåò áûñòðûõ àëãîðèòìîâ óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ
ïðèåìëåìîãî âðåìåíè ðàáîòû. Íàèáîëåå ýêñòðåìàëüíàÿ âåðñèÿ ìíîãîóðîâíåâîé ïàðàäèã-
ìû: ñîêðàùåíèå îäíîé âåðøèíû íà êàæäîì óðîâíå, áûëà èçó÷åíà Â.Îñèïîâûì â [29], à
çàòåì óñîâåðøåíñòâîâàíà â ðàáîòå [30] äëÿ ðàçáèåíèÿ ãèïåðãðàôîâ.

Разбиение с неравномерно распределенными весами вершин.Ìíîãîóðîâíåâûå
àëãîðèòìû âêëþ÷àþò ìåòîäû ïðåäîòâðàùåíèÿ îáðàçîâàíèÿ ¾òÿæåëûõ¿ âåðøèí: îãðàíè-
÷åíèå ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîãî âåñà âåðøèíû, äîáàâëåíèå âåñà âåðøèíû â îãðóáëÿþùóþ
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ôóíêöèþ â êà÷åñòâå øòðàôíîãî ÷ëåíà. Åñëè ¾òÿæåëûå¿ âåðøèíû óæå ïðèñóòñòâóþò íà
âõîäå, òî ðàáîòà ýòèõ àëãîðèòìîâ çíà÷èòåëüíî çàòðóäíÿåòñÿ, êàê ýòî ïðîèñõîäèò äëÿ ìíî-
ãèõ ðåàëüíûõ ãðàôîâ [31].

Ñóùåñòâóþò äâà ïîäõîäà ê âû÷èñëåíèþ ñáàëàíñèðîâàííûõ ðàçáèåíèé ïðè æåñòêîì
îãðàíè÷åíèè áàëàíñà â ìíîãîóðîâíåâîì ðàçáèåíèè: 1) àëãîðèòì íà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ
ñðàçó èùåò ñáàëàíñèðîâàííîå ðàçáèåíèå, è íà ñòàäèè óëó÷øåíèÿ âåðøèíû ïåðåìåùàþòñÿ,
òîëüêî åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì áàëàíñà; 2) â íà÷àëüíîì ðàçáèåíèè è íà
íåêîòîðûõ èòåðàöèÿõ ñòàäèè óëó÷øåíèÿ äîïóñêàþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå íàðóøåíèÿ áàëàí-
ñà, ïðè ýòîì íà ñòàäèè óëó÷øåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ïåðåáàëàíñèðîâêè äëÿ îáåñïå÷å-
íèÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòè êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàõîæäåíèå ñáàëàíñèðîâàííîãî ðàçáèåíèÿ íà 𝑘 ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
𝑁𝑃 -òðóäíîé çàäà÷åé [32], îáà ïîäõîäà íå ãàðàíòèðóþò áàëàíñà. Â ðàáîòå [33] ïðåäëîæåí
ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò àëãîðèòìàì, îñíîâàííûì íà ðåêóðñèâíîì äâóäîëüíîì ðàçáè-
åíèè, íàäåæíî âû÷èñëÿòü ñáàëàíñèðîâàííûå ðàçáèåíèÿ íà ïðàêòèêå. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òîáû ïðåäâàðèòåëüíî íàçíà÷èòü íåáîëüøóþ ÷àñòü ñàìûõ ¾òÿæåëûõ¿ âåðøèí îä-
íîìó èç äâóõ áëîêîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ôèêñèðîâàííûå âåðøèíû, è îïòèìèçèðîâàòü
ðàçáèåíèå íà îñòàâøèõñÿ âåðøèíàõ.

1.4. Потоковые алгоритмы. Ïîä ïîòîêîâûìè àëãîðèòìàìè ðàçáèåíèÿ ãðàôîâ
(Streaming Graph Partitioning, SGP) ïîíèìàþòñÿ àëãîðèòìû ãðàôà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì: 1) ïîëó÷àþò íà âõîä âåðøèíû èëè ðåáðà ãðàôà â íåêîòîðîì ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ïîðÿäêå; 2) íå ìîãóò õðàíèòü âåñü ãðàô â ïàìÿòè; 3) âûïîëíÿþò ïîñòîÿííûå
ðåøåíèÿ ïî ðàçáèåíèþ ¾íà ëåòó¿, îñíîâûâàÿñü íà ÷àñòè÷íîé èíôîðìàöèè î ãðàôå.

Àëãîðèòìû ïîòîêîâîãî ðàçáèåíèÿ îáû÷íî ñëåäóþò èòåðàòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïåðàöèé load � compute � store. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ ðàçáèåíèÿ êàê ïîòîêà âåðøèí, òàê è ïîòîêà ðåáåð. Áîëåå òîãî, îíà ðàáîòàåò ñ ïàêåòàìè,
êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòü êàê îäíó âåðøèíó/ðåáðî, òàê è íåñêîëüêî îäíîâðåìåííî.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ïîòîêîâîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ¾îäíîïðîõîäíàÿ¿ ìîäåëü, â
êîòîðîé âåðøèíû çàãðóæàþòñÿ ïî îäíîé âìåñòå ñî ñïèñêàìè ñìåæíîñòè, à çàòåì ïðèìåíÿ-
åòñÿ íåêîòîðûé àëãîðèòì ïîñòîÿííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èõ ïî ìíîæåñòâàì. Ëîãèêà àëãîðèò-
ìà ìîæåò áûòü ðàçíîé, ýòî ìîæåò áûòü ôóíêöèÿ õýøèðîâàíèÿ èëè íàçíà÷åíèå âåðøèíû â
áëîê ñ íàèâûñøåé îöåíêîé íà îñíîâå íåêîòîðîé öåëè. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïîòîêîâûå ìî-
äåëè, íàïðèìåð ìîäåëü ñêîëüçÿùåãî îêíà [34], â êîòîðîé îêíî èìååò ôèêñèðîâàííûé ðàç-
ìåð è ñîäåðæèò âåðøèíû, êîòîðûå õðàíÿòñÿ â ïàìÿòè, ÷òîáû ïîìî÷ü â ïðèíÿòèè ðåøåíèé
ïðè ïðîõîäå; èëè ìîäåëü áóôåðèçîâàííîãî ïîòîêà [35, 36], â êîòîðîé ïàðòèè âåðøèí ïî-
ñëåäîâàòåëüíî çàãðóæàþòñÿ è ñðàçó ðàçáèâàþòñÿ, à çàòåì ïðèïèñûâàþòñÿ ïîäìíîæåñòâàì
è áîëüøå íå ïåðåìåùàþòñÿ ìåæäó íèìè.

Ïîòîêîâûå ìîäåëè äàííûõ � îäíà èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ òåíäåíöèé â îáðàáîòêå áîëü-
øèõ äàííûõ. Àëãîðèòìû SGP î÷åíü áûñòðîäåéñòâåííûå, îíè äàæå áûñòðîäåéñòâåííåå,
÷åì ìíîãîóðîâíåâûå, îäíàêî äàþò ðåøåíèå áîëåå íèçêîãî êà÷åñòâà. Òåì íå ìåíåå, ìíî-
ãèå ïðèëîæåíèÿ, òðåáóþùèå ÷ðåçâû÷àéíî áûñòðûõ ìåòîäîâ ïåðåðàçáèåíèÿ, âñå åùå ìîãóò
èçâëå÷ü áîëüøóþ ïîëüçó èç àëãîðèòìîâ SGP, êîãäà â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ èñõîäíîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå áîëåå ñèëüíûì àëãîðèòìîì.

È. Ñòýíòîí è Ã. Êëèîò â [37] ïðåäëàãàþò îäíîïðîõîäíûé ìåòîä ëèíåéíîé äåòåðìèíè-
ðîâàííîé æàäíîñòè (Linear Deterministic Greedy (LDG)), êîòîðûé ïðîèçâîäèò ðåøåíèÿ ñ
íàèëó÷øèì îáùèì ðàçðåçîì. Â äàííîì àëãîðèòìå ïðè íàçíà÷åíèè âåðøèí ïðèîðèòåò îò-
äàåòñÿ ìíîæåñòâàì, ñîäåðæàùèì áîëüøå ñîñåäåé, è èñïîëüçóåòñÿ øòðàôíîé ìíîæèòåëü
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äëÿ áîðüáû ñ äèñáàëàíñîì; LDG ðàçáèâàåò ãðàô ñ òðóäîåìêîñòüþ 𝑂(𝑚 + 𝑛𝑘). Áîëåå òî-
ãî, àâòîðû òàêæå ïðåäëàãàþò ïðîñòîé îäíîïðîõîäíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà õýøèðîâà-
íèè, êîòîðûé èìååò òðóäîåìêîñòü 𝑂(𝑛) è ïðîèçâîäèò ïëîõîå ðàçðåçàíèå ãðàôà. Ïîçäíåå
Äæ.Ñëîòà [38] ðàññìîòðåë ïðîáëåìó ïîòîêîâîãî âåðøèííîãî ðàçáèåíèÿ ñ áîëåå òåîðåòè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è äîêàçàë, ÷òî íè îäèí àëãîðèòì íå ìîæåò ïîëó÷èòü òðóäîåìêîñòü
𝑂(𝑛) ïðè ñëó÷àéíîì èëè íåáëàãîïðèÿòíîì óïîðÿäî÷åíèè ïîòîêà.

Â ðàáîòå [39] àâòîðû ïðåäëîæèëè AKIN � ïîòîêîâûé àëãîðèòì ðàçáèåíèÿ âåðøèí äëÿ
ñèñòåì õðàíåíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ ãðàôîâ. AKIN ñïîñîáåí ðàçáèâàòü ãðàôû, â êîòîðûõ
êîëè÷åñòâî âåðøèí çàðàíåå íåèçâåñòíî, ðàçðåøàÿ ìèãðàöèþ âåðøèí ìåæäó áëîêàìè ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè. Ðåøåíèÿ î íàçíà÷åíèè îñíîâàíû íà ñõîäñòâå ìåæäó âåðøèíàìè, êîòîðîå
îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòà Æàêêàðà (Jaccard similarity coe�cient) [5].

Â ðàáîòå [34] àâòîðû ïðåäëàãàþò àëãîðèòìWStream � àëãîðèòì ïîòîêîâîãî ðàçäåëåíèÿ
âåðøèí, êîòîðûé õðàíèò â ïàìÿòè ñêîëüçÿùåå îêíî. Àâòîðû äîïóñêàþò íåñêîëüêî ñîòåí
âåðøèí â ñêîëüçÿùåì îêíå, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëüøå èíôîðìàöèè î âåðøèíå, ïðåæäå ÷åì
îíà áóäåò íàçíà÷åíà áëîêó íà îñíîâå æàäíîé ôóíêöèè. Êàê òîëüêî âåðøèíà íàçíà÷àåòñÿ
ìíîæåñòâó, èç âõîäíîãî ïîòîêà â ñêîëüçÿùåå îêíî çàãðóæàåòñÿ åùå îäíà âåðøèíà, ÷òî
ïîçâîëÿåò ïîääåðæèâàòü ðàçìåð îêíà ïîñòîÿííûì.

Àâòîðû ðàáîòû [36] ïðåäëàãàþò èñïîëüçîâàòü áóôåðèçîâàííóþ ïîòîêîâóþ ìîäåëü.
Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ìíîãîêðàòíî çàãðóæàåò ïàêåò âåðøèí èç ïîòîêà, ðàçáèâàåò åãî,
ïîñëå ÷åãî ðàñïðåäåëÿåò âåðøèíû áåç èõ äàëüíåéøåãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ðàáîòå
èñïîëüçóåòñÿ îäíîïðîõîäíûé àëãîðèòì LDG äëÿ îãðóáëåíèÿ, âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíîãî ðàç-
áèåíèÿ è åãî óòî÷íåíèÿ. Àâòîðû ðàñïàðàëëåëèâàþò LDG, ðàçäåëÿÿ âåðøèíû ìåæäó ïðî-
öåññîðàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàñïàðàëëåëèòü òðè ýòàïà èõ ìíîãîóðîâíåâîé ñõåìû.

Ì. Ôàðàäæ è Ê.Øóëüö â ðàáîòå [35] ïðåäëàãàþò àëãîðèòì HeiStream, êîòîðûé òàêæå
ðàçäåëÿåò âåðøèíû â áóôåðèçîâàííîé ïîòîêîâîé ìîäåëè. Èõ àëãîðèòì çàãðóæàåò ïàðòèþ
âåðøèí, ñòðîèò ìîäåëü ãðàôà, à çàòåì ðàçáèâàåò ýòó ìîäåëü ñ ïîìîùüþ ìíîãîóðîâíåâîãî
àëãîðèòìà. Â èõ ãðàôîâîé ìîäåëè âåðøèíû èç ïðåäûäóùèõ ïàðòèé, íàçíà÷åííûå êàæäîìó
áëîêó, ïðåäñòàâëåíû â âèäå îäíîé áîëüøîé âåðøèíû, çàêðåïëåííîé çà ñîîòâåòñòâóþùèì
áëîêîì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îäèí ïðîõîä àëãîðèòìà Fennel
[40], à óòî÷íåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìåòîê òàêæå îïòèìèçèðóåò îáúåêòèâíóþ ôóíêöèþ, èñ-
ïîëüçóåìóþ Fennel äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðøèí ïî áëîêàì.

1.5. Параллельные алгоритмы. Â áîëüøåé ÷àñòè ïåðâûõ ðàáîò ïî ðàçáèåíèþ ãðàôîâ
ïðåäïîëàãàëîñü èñïîëüçîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Ýòè àëãîðèòìû áûëè ìî-
äèôèöèðîâàíû äëÿ ðàáîòû ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Â äàííîì ñëó÷àå ïðèëîæåíèå óæå
èìååò ðàñïðåäåëåíèå ãðàôà, òàê êàê äëÿ ìàñøòàáèðóåìîñòè ïàìÿòè âåñü ãðàô íå õðàíèòñÿ
ó êàæäîãî ïðîöåññîðà. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìû ðàçáèåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ,
êàê ïðàâèëî, íå èìåþò ãëîáàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âñåãî ãðàôà; îíè çà÷àñòóþ ïðèíèìàþò
ðåøåíèÿ î ðàçáèåíèè íà îñíîâå ÷àñòè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ëîêàëüíûõ äàííûõ ãðàôà. Â
ðåçóëüòàòå êà÷åñòâî òàêèõ ðåøåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ íèæå, ÷åì ó èõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
àíàëîãîâ, íî, íåñìîòðÿ íà ýòî, àëãîðèòìû ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ î÷åíü âàæíû äëÿ
áîëüøèõ ãðàôîâ è äëÿ äèíàìè÷åñêè àäàïòèðóþùèõñÿ ê èçìåíÿþùèìñÿ íàãðóçêàì ïðèëî-
æåíèé.

Áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ îãðóáëåíèÿ îñíîâàíî íà æàäíîì ïîäáîðå èëè æàäíîé êëàñòå-
ðèçàöèè. Ýòè àëãîðèòìû ïîñåùàþò âåðøèíû â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, âû÷èñëÿþò âûèãðûø
îò ïðèñîåäèíåíèÿ ê ñîñåäíèì ãðóïïàì èëè ñðàâíåíèÿ ñ ñîñåäîì, à çàòåì ïðèñîåäèíÿþòñÿ
ê ãðóïïå ñ ñàìûì âûñîêèì âûèãðûøåì. Ïàðàëëåëüíîå ïîñåùåíèå âåðøèí äàåò õîðîøóþ
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ïàðàëëåëèçàöèþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäõîäîâ. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè èç-
áåãàòü íåñîãëàñîâàííûõ ðåøåíèé î êëàñòåðèçàöèè ìåæäó ïîòîêàìè.

Òàêæå ñóùåñòâóþò ïàðàëëåëüíûå ìíîãîóðîâíåâûå àëãîðèòìû. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåí-
íîñòüþ äàííîãî òèïà àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè â îñíîâíîì ïûòàþòñÿ ìàêñèìàëü-
íî ïðèìåíÿòü ñâîþ îñíîâíóþ èäåþ: 1) ïîñëåäîâàòåëüíîå îãðóáëåíèå ãðàôà è ðàçäåëåíèå
ñàìîãî ìåëêîãî ñ ïîñëåäóþùèì îòîáðàæåíèåì ðàçáèåíèÿ íà íà÷àëüíûé ãðàô; 2) îïòèìè-
çèðîâàòü ïîä ïàðàëëåëüíîå âûïîëíåíèå êàæäîé èç ñâîèõ ôàç â îòäåëüíîñòè.

Ðÿä èññëåäîâàòåëåé íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé ïðåäïî÷èòàë èñïîëüçî-
âàòü äåòåðìèíèðîâàííûå ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ââèäó ïðîñòîòû èõ îòëàäêè, ïðîèçâî-
äèòåëüíîñòè è âîñïðîèçâîäèìîñòè. Íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ ìåíüøàÿ ãèáêîñòü â ïëàíå âûáî-
ðà äèçàéíà àëãîðèòìîâ è ïîòåíöèàëüíûå íàêëàäíûå ðàñõîäû íà ñèíõðîíèçàöèþ ðåøåíèé
ïî îïòèìèçàöèè.

Фаза огрубления. Â ðàáîòå [41] àâòîðû ïðåäëàãàþò äëÿ àãëîìåðàòèâíîé êëàñòåðè-
çàöèè è æàäíîãî ïîäáîðà ïàðàëëåëüíûå ñõåìû, èñïîëüçóþùèå áëîêèðîâêó, à òàêæå âåð-
ñèþ æàäíîãî ïîäáîðà áåç áëîêèðîâêè, êîòîðàÿ ðàçðåøàåò êîíôëèêòû âî âðåìÿ âòîðîãî
ïðîõîäà. Àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà áëîêèðîâêå, ñíà÷àëà ïûòàþòñÿ çàáëîêèðîâàòü ïîñå-
ùåííóþ âåðøèíó, âû÷èñëÿþò ðåéòèíãè, à çàòåì ïåðåáèðàþò êàíäèäàòîâ. Êîãäà íàéäåí
ëó÷øèé êàíäèäàò, ïðîâåðÿåòñÿ åãî áëîêèðîâêà, è, åñëè îí íå çàáëîêèðîâàí, ñòàðûé êàíäè-
äàò çàìåíÿåòñÿ, ñ íåãî ñíèìàåòñÿ áëîêèðîâêà. Äëÿ ñõåìû ñ ðàçðåøåíèåì êîíôëèêòîâ áåç
áëîêèðîâêè ïàðû õðàíÿòñÿ â ãëîáàëüíîì ìàññèâå 𝑀 áåç çàùèòû íà çàïèñü. Ïîñëå îäíîãî
ïðîõîäà âåðøèíû 𝑢, ó êîòîðûõ𝑀 [𝑀 [𝑢]] ̸= 𝑢 (ïàðà íå ñîâïàëà), ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñàìè ñ ñî-
áîé. Ýòî òå âåðøèíû, ñîïîñòàâëåíèå êîòîðûõ áûëî âûïîëíåíî ïàðàëëåëüíûì ïîñåùåíèåì
è ñîïîñòàâëåíèåì ñ äðóãîé âåðøèíîé.

Â ðàáîòå [21] èñïîëüçóåòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ êëàñòåðèçàöèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìåòîê ñ îãðà-
íè÷åíèåì ðàçìåðà êëàñòåðà [42] äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîãî îãðóáëåíèÿ àñèììåòðè÷íûõ âõîä-
íûõ äàííûõ. Ïðè ýòîì íå èñïîëüçóþòñÿ áëîêèðîâêè, ïîýòîìó âîçìîæíî öèêëè÷åñêîå îáú-
åäèíåíèå êëàñòåðîâ. Îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð êëàñòåðà ãàðàíòèðóåò, ÷òî íà÷àëüíîå ðàçáè-
åíèå ñìîæåò íàéòè ïðèåìëåìîå ðàçáèåíèå. Ðàçìåðû êëàñòåðîâ îáíîâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
àòîìàðíûõ îïåðàöèé. Îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð ïðîâåðÿåòñÿ ïåðåä îáíîâëåíèåì, íî ýòî íå
îáåñïå÷èâàåò àòîìàðíîé ñîãëàñîâàííîñòè. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ èíñòðóêöèé
ïðîâåðÿþòñÿ, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü îãðàíè÷åíèå ðàçìåðà, è îòìåíÿþòñÿ â ñëó÷àå åãî ïðå-
âûøåíèÿ. Äëÿ îãðóáëåíèÿ íåò íåîáõîäèìîñòè ñòðîãî ïðèäåðæèâàòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ðàç-
ìåð, â òî âðåìÿ êàê äëÿ óòî÷íåíèÿ íåîáõîäèìî ãàðàíòèðîâàòü áàëàíñ.

Фаза разбиения. Äëÿ íà÷àëüíûõ ðàçáèåíèé Ä.ËàÑàëëü è Äæ.Êàðèïèñ [43] èñïîëü-
çóþò ðåêóðñèâíóþ áèñåêöèþ. Êàæäûé ïîòîê ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåò áèñåêöèþ, èç
êîòîðûõ âûáèðàåòñÿ ëó÷øèé âàðèàíò. Äëÿ ðåêóðñèè ïîòîêè ñòàòè÷åñêè ðàçäåëÿþòñÿ íà
äâå ãðóïïû, ðàáîòàþùèå íàä äâóìÿ îòäåëüíûìè ïîäãðàôàìè. Ïîçæå, â [44], ýòà ñõåìà áû-
ëà óñîâåðøåíñòâîâàíà, è âìåñòî íåçàâèñèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ ïîòîêè ñòàëè
ðàáîòàòü íàä îäíèì ðàçáèåíèåì, åñëè ãðàô äîñòàòî÷íî áîëüøîé.

Â ðàáîòå [45] èñïîëüçîâàí ïàðàëëåëüíûé ïîèñê â øèðèíó èç 𝑘 èñòî÷íèêîâ äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ 𝑘-ìåðíîãî ðàçáèåíèÿ. Âåðøèíû ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê áëîêàì ñâîèõ ¾ðîäèòåëåé¿. Â
äàííîì ïîäõîäå íå èñïîëüçóåòñÿ îãðóáëåíèå, ÷òî îïðàâäûâàåò èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëü-
íîãî àëãîðèòìà íà äàííîì ýòàïå.

Фаза улучшения разбиения. Ïðè ïàðàëëåëüíîì óòî÷íåíèè ðàçáèåíèÿ íåîáõîäèìî
ñîõðàíÿòü ñáàëàíñèðîâàííîñòü ðàçáèåíèÿ è ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî îäíîâðåìåííûå ïåðåìåùå-
íèÿ íå ïðèâåäóò ê åãî óõóäøåíèþ. Ìåòîäû, ñïîñîáíûå èçáåãàòü ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ,
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òðóäíåå ðàñïàðàëëåëèâàòü, ïîñêîëüêó ïðè èõ ðàáîòå âîçíèêàþò ïðîìåæóòî÷íûå ïåðåìå-
ùåíèÿ, êîòîðûå íà òåêóùåì øàãå ìîãóò èìåòü îòðèöàòåëüíûé âûèãðûø, íî òàêîå ïåðåìå-
ùåíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê ëó÷øåìó ðàçðåçó â áóäóùåì.

Íàèáîëåå ïðîñòûì àëãîðèòìîì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîê �
ïðîñòîå ïàðàëëåëüíîå ïîñåùåíèå âåðøèí. Õîòÿ âûèãðûøè ìîãóò áûòü íåâåðíûìè èç-çà
îäíîâðåìåííûõ ïåðåìåùåíèé â èõ îêðåñòíîñòÿõ, íà ïðàêòèêå ýòî íå ñëèøêîì ñèëüíî âëè-
ÿåò íà îïòèìèçàöèþ ðàçðåçà. Äëÿ ñîáëþäåíèÿ áàëàíñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü àòîìàðíûå
èíñòðóêöèè äëÿ îáíîâëåíèÿ âåñîâ áëîêîâ [21, 46]. Òàêæå äëÿ ñîáëþäåíèÿ áàëàíñà ìîæíî
ïðîèçâîäèòü èçìåíåíèÿ â äâà ýòàïà: íà ïåðâîì ýòàïå ñîáðàòü âñå ïîòåíöèàëüíûå õîäû, à íà
âòîðîì ïðîâåñòè ïðîâåðêó è ïîäòâåðäèòü ïåðåìåùåíèÿ [47, 44]. Âî âðåìÿ óòî÷íåíèÿ âàæ-
íî îáåñïå÷èòü îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð ïóòåì ïðîâåðêè ðåçóëüòàòà àòîìàðíîé èíñòðóêöèåé,
÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ñáàëàíñèðîâàííîå ðàçáèåíèå.

Ëîêàëèçîâàííûé àëãîðèòì FM [24] � ýòî âàðèàíò FM, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ ñ íåñêîëüêèõ
ãðàíè÷íûõ âåðøèí è ðàñøèðÿåò ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà äî ñîñåäåé ïåðåìåùåííûõ âåðøèí.
Îí õîðîø òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåãàòü ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî äîïóñ-
êàåò ïåðåìåùåíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûì âûèãðûøåì, íî íå òðàòèò ñëèøêîì ìíîãî âðåìåíè
íà áåñïåðñïåêòèâíûå îáëàñòè çà ñ÷åò êîðîòêèõ ïîèñêîâûõ îòðåçêîâ. Ýòîò ïîäõîä ìîæåò
áûòü ðàñïàðàëëåëåí ïóòåì âûïîëíåíèÿ íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ ëîêàëèçîâàííûõ ïîèñ-
êîâ, â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî FM, êîòîðûé òðóäíî ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëèòü [48]. Â
ðàáîòå [21] ïðåäëàãàåòñÿ îðãàíèçîâûâàòü ãðàíè÷íûå âåðøèíû â î÷åðåäü, êîòîðàÿ ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì ïåðåìåøèâàåòñÿ. Ïîòîêè ìíîãîêðàòíî îïðàøèâàþò èñõîäíûå âåðøèíû èç
î÷åðåäè è âûïîëíÿþò ëîêàëèçîâàííóþ FM âîêðóã ñâîèõ èñõîäíûõ âåðøèí. Ïåðåìåùåíèÿ
íå ñîîáùàþòñÿ äðóãèì ïîòîêàì.

Перебалансировка. Åñëè âåðøèíû ïåðåìåùàþòñÿ ïàðàëëåëüíî, òî íåäîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü, ñîõðàíèò ëè áàëàíñ êàæäîå îòäåëüíîå ïåðåìåùåíèå, íåîáõîäèì ìåõàíèçì ñèíõðî-
íèçàöèè. Ïîýòîìó íåêîòîðûå àëãîðèòìû óòî÷íåíèÿ íå ìîãóò ãàðàíòèðîâàòü ñáàëàíñèðî-
âàííîñòü ðàçáèåíèé, èç-çà ÷åãî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ÿâíûõ àëãîðèòìàõ ïåðåáàëàí-
ñèðîâêè. Áîëåå òîãî, äàæå åñëè íåêîòîðûå àëãîðèòìû óòî÷íåíèÿ ìîãóò ãàðàíòèðîâàòü áà-
ëàíñ, ïðîìåæóòî÷íûå íàðóøåíèÿ áàëàíñà ïîðîé ïðèâîäÿò ê óìåíüøåíèþ ðàçðåçîâ ïîñëå
øàãà ïåðåáàëàíñèðîâêè.

Äæ. Êàðèïèñ è ñîàâòîðû âêëþ÷èëè ðåáàëàíñèðîâêó â ñâîþ ïàðàëëåëüíóþ æàäíóþ
äîðàáîòêó [43]. Ëîêàëüíûå áóôåðû ïåðåìåùåíèé ïîòîêîâ ïðîñìàòðèâàþòñÿ â îáðàòíîì
ïîðÿäêå, îòìåíÿÿ ïåðåìåùåíèÿ â ïåðåãðóæåííûå áëîêè, ïðè ýòîì êàæäûé ïîòîê âîññòà-
íàâëèâàåò èçáûòî÷íûé âåñ, êîòîðûé áûë ïåðåìåùåí èì â ýòîò áëîê.

Äëÿ áîëüøèõ 𝑘 â ðàáîòå [49] èñïîëüçîâàíà îäíà î÷åðåäü ïðèîðèòåòîâ íà ïåðåãðóæåííûé
áëîê ñ ñîîòíîøåíèåì íàèáîëüøåãî âûèãðûøà ïî îòíîøåíèþ ê íåïåðåãðóæåííîìó áëîêó
è âåñà âåðøèíû â êà÷åñòâå êëþ÷à. Êàæäàÿ î÷åðåäü çàïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì êîëè÷å-
ñòâîì âåðøèí äëÿ óäàëåíèÿ èçáûòî÷íîãî âåñà â ñëó÷àå, êîãäà öåëåâûå áëîêè ñòàíîâÿòñÿ
áëèçêèìè ê ïåðåãðóæåííûì. Ïàðàëëåëèçì äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ïàðàëëåëüíîãî îïóñòîøå-
íèÿ ðàçëè÷íûõ ïåðåãðóæåííûõ áëîêîâ. Â ðàáîòå [46] àâòîðû äîïóñêàþò êîíòðîëèðóåìûå
íàðóøåíèÿ áàëàíñà íà ýòàïå ïåðåñ÷åòà óñèëåíèÿ ëîêàëèçîâàííîé FM â Mt-KaHyPar.

Àâòîðû ðàáîòû [4] ïðåäëàãàþò 𝑛-óðîâíåâóþ âåðñèþ Mt-KaHyPar. Ïðè ïîñëåäîâàòåëü-
íîì àëãîðèòìå òîëüêî îäíà âåðøèíà ñîêðàùàåòñÿ çà îäèí ðàç, íî ýòî îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå
êà÷åñòâî ðåøåíèÿ áëàãîäàðÿ âûñîêîëîêàëèçîâàííîìó óòî÷íåíèþ. Â ïàðàëëåëüíîé âåðñèè
âåðøèíû îðãàíèçîâàíû â âèäå ¾ëåñà¿, è ïàðû âåðøèí ñæèìàþòñÿ àñèíõðîííî. Ëåñ äàåò
óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ (ñíèçó ââåðõ) äëÿ àñèíõðîííûõ ñæàòèé. Áëàãîäàðÿ ýòîìó âåð-
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øèíû â ðàçíûõ ïîääåðåâüÿõ ìîãóò áûòü ñæàòû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïàðàëëåëüíî,
êàê òîëüêî çàêîí÷àòñÿ èõ äî÷åðíèå âåðøèíû.

Ðàçâåðòêà (uncoarsing) ââîäèò ïàðàëëåëèçì ïóòåì ïàðàëëåëüíîãî ðàçâîðà÷èâàíèÿ ïàð-
òèé âåðøèí 𝑏 > 1. Ïàðòèè ñòðîÿòñÿ ïóòåì îáõîäà ëåñà â ïîðÿäêå ñâåðõó âíèç, ñîáèðàÿ
ñæàòèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü îòìåíåíû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà â ïàðòèè. Ðàçâåðòûâà-
íèå ïàðòèè ðàçðåøàåò ïîñëåäíèå çàâèñèìîñòè, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàçâåðòûâàíèÿ ñëåäóþ-
ùåé ïàðòèè. Âåðøèíû òåêóùåé ïàðòèè ñëóæàò èñõîäíûìè äëÿ âûñîêîëîêàëèçîâàííîãî
ïàðàëëåëüíîãî óòî÷íåíèÿ (ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîê è FM).

Àâòîðû [47] ïðåäñòàâëÿþò ìîäèôèöèðîâàííóþ âåðñèþ Mt-KaHyPar, èñïîëüçóþùóþ
ñèíõðîííûå ëîêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ [50]. Ðåøåíèÿ î ïåðåìåùåíèè íå çàâèñÿò îò äðóãèõ
ïåðåìåùåíèé â òåêóùåì ðàóíäå. Ðàóíäû äàëåå ðàçáèâàþòñÿ íà ïîäðàóíäû, ÷òîáû âêëþ-
÷èòü áîëåå ñâåæóþ èíôîðìàöèþ. Ïîñëå êàæäîãî ïîäðàóíäà íåêîòîðûå õîäû îäîáðÿþòñÿ,
à íåêîòîðûå îòêëîíÿþòñÿ, íàïðèìåð, èç-çà îãðàíè÷åíèÿ áàëàíñà èëè îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåðà
êëàñòåðà äëÿ îãðóáëåíèÿ. Äëÿ óòî÷íåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáìåí ïðåôèêñàìè ñ íàèáîëüøèì
âûèãðûøåì ìåæäó ïàðàìè áëîêîâ. ×òîáû ó÷åñòü âåñà âåðøèí, íå ÿâëÿþùèõñÿ åäèíèöàìè,
âû÷èñëÿþòñÿ ñóììàðíûå âåñà âñåõ ïðåôèêñîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïåðåìåùåíèé, çàòåì
âûáèðàåòñÿ ëó÷øàÿ êîìáèíàöèÿ ïðåôèêñîâ.
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47. Gottesbüren L., Hamann M. Deterministic parallel hypergraph partitioning // Euro-Par 2022:
Parallel Processing: 28th Intern. conf. on parallel and distributed computing, Glasgow, UK, Aug. 22–26,
2022. Proc. Cham: Springer International Publishing, 2022.

48. Savage J. E., Wloka M. G. Parallelism in graph-partitioning // Journal of Parallel and
Distributed Computing. 1991. V. 13, iss. 3. P. 257–272.
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66. Yaşar A. et al. On symmetric rectilinear matrix partitioning. arXiv preprint arXiv:2009.07735.
2020.
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