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The security of many information systems is critically important, since their failure can lead to
large economic losses and human casualties. Equivalences allow comparing systems and specifications
in terms of different aspects of their behavior. In this way, they are used to verify and reduce systems.
Models of concurrent and distributed systems are compared in the dichotomies of “linear time —

branching time” and “interleaving — partial order” in the literature. The first criterion of comparison
is a degree of conflict accounting (a moment of choosing between several “branches” of computing).
The semantics of linear time ignores the points of choice, and the behavior is described by the set of
all executions (processes). Trace equivalence is a typical example of such equivalence. On the contrary,
branching time semantics takes into account the branching structure of the system”s behaviors. The
second criterion of comparison is the degree of partial order accounting. Interleaving semantics ignores
partial order. The concurrency is reduced to a nondeterministic choice between executions of linearly
ordered actions. On the other hand, “true concurrency” models preserve causality and concurrency
between actions.

Petri nets (PN) are one of the generally accepted tools for modeling and analyzing concurrent and
distributed systems. The (PN) consists of two different sets of elements — transitions (system events)
and places (conditions for events). This model is represented as an oriented bipartite graph. A state of
the PN is a marking (a set of places with tokens). All conditions for an event are met if there is a token
in each input place of the corresponding transition. This transition is called enabled and can fire, i. e.
change the marking. The new marking is obtained as a result of removing tokens from the input places
and creating new tokens in the output transition places. It is often necessary to take into account time
or quantitative characteristics when verifying systems. Various time extensions of Petri nets have been
defined for these purposes. Time Petri Nets (TPNs) are model where each transition has its own clock
and time interval. A state of the model is defined by the marking and the clock readings of enabled
transitions. A transition can fire if it is enabled in the marking and its clock readings are in its interval.
Firing the transition changes the marking, disables the clock for not enabled transitions, and initializes
(resets) a clock for some enabled transitions.

There is an intermediate, atomic and persistent atomic clock reset policy. Intermediate policy
takes into account the marking before the creation of new tokens and after the removal of old tokens
(intermediate marking). A transition clock will be disabled if the transition was not enabled in the
intermediate marking. If a transition became enabled after the creation of new tokens, then its clock
will take a zero value. The atomic policy does not consider intermediate states. Resetting clock will
only happen if the transition is disabled in the new marking. The transition clock that is fired is
always reset in the case of an intermediate and atomic policy (unlike persistent atomic). It is shown
in [1] and [2] that the persistent atomic policy is strictly more expressive than the atomic one. The
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atomic policy is not less expressive than the intermediate one. In addition, the authors give examples
of models of systems where the atomic policy is more preferable.

Time elapsing increases the readings of the local clock of enabled transitions. Strong and weak

time policies are presented in the literature. The strong policy restricts time elapsing. The value of a
transition clock cannot go beyond the upper limit of the time interval. The transition must either fire
or become disabled. In the weak policy, there are no restrictions on time elapsing. As it was shown
in [3], strong and weak policies of time elapsing are incomparable in expressiveness.

Definition and analysis of equivalence relations in the “linear time — branching time” and
“interleaving — partial order” spectra is one of the important tasks for models of concurrency and
distributed systems. In [4], a hierarchy of equivalences for time-free Petri nets is presented. In [5], the
authors developed and investigated the simple bisimulation and forward-backward equivalences for the
TPNs with the strong time policy and intermediate clock reset strategy. In [6], the semantic models
in the “interleaving — partial order” spectrum were defined in terms of weak TPNs. In [7], trace and
simple bisimulation equivalences were developed for the TPNs with an intermediate clock reset policy.
As far as we know, there are no equivalences in the literature for TPNs with a weak time policy and
with a persistent atomic method of resetting the clock. The purpose of this work is to define and study
the relationships of trace, simple bisimulation, forward-backward bisimulation and history-preserving

bisimulation equivalences for weak TPNs with a persistent atomic clock reset policy.

Key words: time Petri nets, weak time policy, persistent atomic clock reset policy, behavioral
equivalences, interleaving semantics, partial order semantics, time processes, trace and bisimulation
equivalences, forward-backward bisimulation, history-preserving bisimulation.
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Непрерывно-временные сети Петри (НВСП) — временное расширение сетей Петри, где каждо-
му переходу ставятся в соответствие временной интервал его срабатывания и локальные часы.
Данная модель рассматривается со слабой временной стратегией (ход времени не форсирует
срабатывания переходов) и устойчиво атомарной стратегией сброса часов (срабатывание пере-
хода рассматривается как единое событие). Для НВСП разрабатываются и исследуются экви-
валентности в спектрах «линейное — ветвящееся время» и «интерливинг — частичный поря-
док». Первый спектр представлен языковыми эквивалентностями (поведение системы опреде-
ляется множеством ее процессов), бисимуляционными эквивалентностями (учитываются точки
выбора альтернативных действий системы): обычными, прямыми-обратными, с сохранением и
слабым сохранением истории. Второй спектр определен семантиками интерливинга (процесс —
последовательность действий), частичного порядка (процесс — частично-упорядоченное мно-
жество действий) и процессно-сетевой семантикой (процесс — ациклическая бесконфликтная
сеть). Анализируются взаимосвязи между данными эквивалентностями, строится их иерархия.

Ключевые слова: непрерывно-временные сети Петри, слабая временная стратегия, устой-
чиво атомарная стратегия сброса часов, поведенческие эквивалентности, семантика интерли-
винга, семантика частичного порядка, процессно-сетевая семантика, языковая и бисимуляци-
онная эквивалентности, бисимуляционная эквивалентность с сохранением истории, прямая-
обратная бисимуляционная эквивалентность.

Введение. Áåçîïàñíîñòü ìíîãèõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêè âàæ-
íîé, òàê êàê èõ îòêàç ìîæåò ïîâëå÷ü áîëüøèå ýêîíîìè÷åñêèå ïîòåðè è â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ ïðèâåñòè ê óãðîçå æèçíè. Ýêâèâàëåíòíîñòè ïîçâîëÿþò ñðàâíèâàòü ñèñòåìû è èõ ñïå-
öèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ àñïåêòîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èõ
âåðèôèêàöèè è óïðîùåíèÿ. Â ëèòåðàòóðå ìîäåëè ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì
ïðèíÿòî ñðàâíèâàòü â äèõîòîìèÿõ «линейное — ветвящееся время» è «интерливинг —
частичный порядок». Ïåðâûì êðèòåðèåì ñðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü ó÷åòà êîíôëèêòà
� ìîìåíòà, êîãäà âîçíèêàåò âûáîð ìåæäó íåñêîëüêèìè ¾âåòâÿìè¿ âû÷èñëåíèé. Ñåìàíòè-
êà ëèíåéíîãî âðåìåíè ïîëíîñòüþ ïðåíåáðåãàåò òî÷êàìè òàêîãî âûáîðà. Ïîâåäåíèå çäåñü
îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âûïîëíåíèé (ïðîöåññîâ). Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ÿâëÿþòñÿ языковые эквивалентности, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ðàâåí-
ñòâó языков (ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ âûïîëíåíèé) äâóõ ìîäåëåé. Ñåìàíòèêà âåòâèñòîãî
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âðåìåíè, íàïðîòèâ, ôèêñèðóåò âñå òî÷êè íåäåòåðìèíèðîâàííîãî âûáîðà. Ïðèìåðîì ýêâè-
âàëåíòíîñòè â äàííîé ñåìàíòèêå ÿâëÿåòñÿ бисимуляционная эквивалентность, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì îòíîøåíèÿ (áèñèìóëÿöèè), ñâÿçûâàþùåãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ
ìîäåëåé.

Âòîðûì êðèòåðèåì ñðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü ó÷åòà ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Интерли-
винговая семантика èãíîðèðóåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. Ïàðàëëåëüíîå âûïîëíåíèå íåñêîëü-
êèõ äåéñòâèé ñâîäèòñÿ ê íåäåòåðìèíèðîâàííîìó âûáîðó ìåæäó èõ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
âûïîëíåíèÿìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ÷àñòè÷íîì ïîðÿäêå, ñîõðàíÿþò
ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ çàâèñèìîñòü è ïàðàëëåëèçì ìåæäó äåéñòâèÿìè. Ìåæäó ãðàíèöà-
ìè ñïåêòðà ýêâèâàëåíòíîñòåé ¾èíòåðëèâèíã � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¿ íàõîäèòñÿ шаговая
эквивалентность, ãäå ïàðàëëåëüíîå âûïîëíåíèå äåéñòâèé ìîäåëèðóåòñÿ âûïîëíåíèåì îä-
íîãî øàãà.

Сети Петри ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç îáùåïðèíÿòûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è
àíàëèçà ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì. Äàííàÿ ìîäåëü èçîáðàæàåòñÿ â âèäå îðè-
åíòèðîâàííîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà, êîòîðûé èëëþñòðèðóåò ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿçè,
ïàðàëëåëèçì è êîíôëèêò ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñèñòåìû. Ñîáûòèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëå-
íû переходами (ïðÿìîóãîëüíèêè èëè áàðüåðû), à äëÿ îïðåäåëåíèÿ âõîäíûõ è âûõîäíûõ
óñëîâèé ñîáûòèé èñïîëüçóþòñÿ места (îêðóæíîñòè). Ñîñòîÿíèå ñåòè Ïåòðè îïðåäåëÿåòñÿ
разметкой � ìíîæåñòâîì ìåñò ñ фишками (æèðíûìè òî÷êàìè). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå óñëî-
âèÿ äëÿ ñîáûòèÿ âûïîëíåíû, åñëè â êàæäîì âõîäíîì ìåñòå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåõîäà
åñòü ôèøêà. Äàííûé ïåðåõîä íàçûâàåòñÿ допустимым è ìîæåò ñðàáîòàòü, ò. å. èçìåíèòü
ðàçìåòêó. Íîâàÿ ðàçìåòêà ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ ôèøåê èç âõîäíûõ ìåñò è
ñîçäàíèÿ íîâûõ ôèøåê â âûõîäíûõ ìåñòàõ ïåðåõîäà.

×àñòî ïðè âåðèôèêàöèè ñèñòåì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ðåàëüíî-âðåìåííûå èëè êîëè÷å-
ñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ ýòèõ öåëåé áûëè îïðåäåëåíû ðàçíîîáðàçíûå âðåìåííûå
ðàñøèðåíèÿ ñåòåé Ïåòðè. Îäíîé èç òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ непрерывно-временные сети
Петри (ÍÂÑÏ), â êîòîðûõ êàæäûé ïåðåõîä èìååò ñîáñòâåííûå ÷àñû è âðåìåííîé èí-
òåðâàë ñðàáàòûâàíèÿ. Ñîñòîÿíèå äàííîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåòêîé è ïîêàçàíèÿìè
÷àñîâ äîïóñòèìûõ ïåðåõîäîâ. Ïåðåõîä ìîæåò ñðàáîòàòü â ñîñòîÿíèè, åñëè îí äîïóñòèìûé â
ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåòêå è ïîêàçàíèÿ åãî ÷àñîâ ëåæàò â ñâÿçàííîì ñ íèì èíòåðâàëå. Ñà-
ìî ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà íå çàíèìàåò âðåìåíè, ïîýòîìó â êà÷åñòâå èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
ðàññìàòðèâàþò ëèáî ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà, ëèáî õîä âðåìåíè.

Ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà ìåíÿåò ðàçìåòêó, îòêëþ÷àåò ÷àñû ó íåäîïóñòèìûõ ïåðåõîäîâ
è èíèöèàëèçèðóåò, ò. å. ñáðàñûâàåò ÷àñû ó íåêîòîðûõ äîïóñòèìûõ ïåðåõîäîâ. Ñóùåñòâóþò
промежуточная, атомарная è устойчиво атомарная стратегии сброса часов. Ïðîìå-
æóòî÷íàÿ ñòðàòåãèÿ ó÷èòûâàåò ðàçìåòêó äî ñîçäàíèÿ íîâûõ è ïîñëå óäàëåíèÿ ñòàðûõ
ôèøåê (ïðîìåæóòî÷íóþ ðàçìåòêó). ×àñû ïåðåõîäà òàêèì îáðàçîì áóäóò îòêëþ÷åíû, åñ-
ëè îí áûë íåäîïóñòèìûì â ïðîìåæóòî÷íîé ðàçìåòêå. Åñëè ïîñëå ñîçäàíèÿ íîâûõ ôèøåê
òàêîé ïåðåõîä ñòàë äîïóñòèìûì, òî ÷àñû ïðèìóò íóëåâîå çíà÷åíèå. Àòîìàðíûå ñòðàòå-
ãèè íå ðàññìàòðèâàþò ïðîìåæóòî÷íûõ ñîñòîÿíèé, è òàêèì îáðàçîì îòêëþ÷åíèå ÷àñîâ
è èõ ñáðîñ ïðîèçîéäåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ïåðåõîä áóäåò íåäîïóñòèìûì â íîâîé
ðàçìåòêå. Â ñëó÷àå ïðîìåæóòî÷íîé è àòîìàðíîé ñòðàòåãèè, â îòëè÷èå îò óñòîé÷èâî àòî-
ìàðíîé, ÷àñû ïåðåõîäà, êîòîðûé ñðàáàòûâàåò, âñåãäà ñáðàñûâàþòñÿ. Â ðàáîòàõ [1] è [2]
ïîêàçàíî, ÷òî óñòîé÷èâî àòîìàðíàÿ ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî áîëåå âûðàçèòåëüíîé, ÷åì
àòîìàðíàÿ, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, íå ìåíåå âûðàçèòåëüíà, ÷åì ïðîìåæóòî÷íàÿ. Êðîìå
òîãî, àâòîðû ïðèâîäÿò ñèñòåìû, ãäå èñïîëüçîâàíèå àòîìàðíûõ ñòðàòåãèé äëÿ ìîäåëèðî-
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âàíèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Íàïðèìåð, ñòàíäàðòíàÿ â êîíòåêñòå áåçâðåìåííûõ ñåòåé Ïåòðè
ìîäåëü íàáëþäàòåëÿ � ïðîâåðêà ñ ïîìîùüþ öèêëà íàëè÷èÿ ôèøêè (âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ)
ó íàáëþäàåìîãî êîìïîíåíòà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîìåæóòî÷íîé ñòðàòåãèè ñðàáàòûâàíèå
ïåðåõîäà-íàáëþäàòåëÿ ñáðîñèò ÷àñû íåêîòîðûõ ïåðåõîäîâ â íàáëþäàåìîì êîìïîíåíòå, òî-
ãäà êàê â àòîìàðíûõ ñòðàòåãèÿõ íàáëþäàòåëü íå áóäåò âëèÿòü íà ïîâåäåíèå íàáëþäàåìîãî
êîìïîíåíòà.

Õîä âðåìåíè óâåëè÷èâàåò ïîêàçàíèÿ ëîêàëüíûõ ÷àñîâ äîïóñòèìûõ ïåðåõîäîâ íà óêà-
çàííîå çíà÷åíèå. Â ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåíû сильная è слабая временные стратегии.
Ñèëüíàÿ ñòðàòåãèÿ îãðàíè÷èâàåò õîä âðåìåíè òàêèì îáðàçîì, ÷òî çíà÷åíèå ÷àñîâ ïåðåõî-
äà íå ìîæåò ïåðåéòè çà âåðõíþþ ãðàíèöó âðåìåííîãî èíòåðâàëà � ïåðåõîä îáÿçàí ëèáî
ñðàáîòàòü, ëèáî ïåðåñòàòü áûòü äîïóñòèìûì â ðåçóëüòàòå ñðàáàòûâàíèÿ äðóãîãî ïåðåõîäà.
Â ñëàáîé ñòðàòåãèè, íàïðîòèâ, íåò îãðàíè÷åíèé íà õîä âðåìåíè. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [3],
ñèëüíàÿ è ñëàáàÿ ñòðàòåãèè õîäà âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ íåñðàâíèìûìè ïî âûðàçèòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå è àíàëèç âçàèìîñâÿçåé ýêâèâàëåíòíîñòåé â ñïåêòðàõ ¾ëèíåéíîå � âåòâÿ-
ùååñÿ âðåìÿ¿ è ¾èíòåðëèâèíã � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ äëÿ
ìîäåëåé ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì. Â ðàáîòå [4] ïðåäñòàâëåíà èåðàðõèÿ äàí-
íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ áåçâðåìåííûõ ñåòåé Ïåòðè. Â [5] àâòîðàìè áûëè ðàçðàáîòàíû è
èññëåäîâàíû îáû÷íûå áèñèìóëÿöèîííûå è ïðÿìûå-îáðàòíûå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ÍÂÑÏ
ñ ñèëüíîé âðåìåííîé ñòðàòåãèåé è ïðîìåæóòî÷íîé ñòðàòåãèåé ñáðîñà ÷àñîâ. Â ðàáîòå [6]
áûëè îïðåäåëåíû îñíîâíûå ñåìàíòè÷åñêèå ìîäåëè â ñïåêòðå ¾èíòåðëèâèíã � ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê¿ â òåðìèíàõ ñëàáûõ ÍÂÑÏ. Îñíîâûâàÿñü íà äàííûõ ìîäåëÿõ, â [7] áûëè ðàçðà-
áîòàíû ÿçûêîâûå è îáû÷íûå áèñèìóëÿöèîííûå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ÍÂÑÏ ñ ïðîìåæó-
òî÷íîé ñòðàòåãèåé ñáðîñà ÷àñîâ. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, â ëèòåðàòóðå íå ïðåäñòàâëåíû
ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ÍÂÑÏ ñî ñëàáîé âðåìåííîé ñòðàòåãèåé è ñ óñòîé÷èâî àòîìàðíûì
ñïîñîáîì ñáðîñà ÷àñîâ. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå è èññëåäîâàíèå âçà-
èìîñâÿçåé ÿçûêîâûõ, îáû÷íûõ áèñèìóëÿöèîííûõ, ïðÿìûõ-îáðàòíûõ áèñèìóëÿöèîííûõ è
ñîõðàíÿþùèõ èñòîðèþ áèñèìóëÿöèîííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ ñëàáûõ ÍÂÑÏ ñ óñòîé÷è-
âî àòîìàðíîé ñòðàòåãèåé ñáðîñà ÷àñîâ.

Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ. Â ðàçäåëå 1 ïðåäñòàâëåíû îïðåäåëåíèÿ ñå-
òè Ïåòðè è åå âðåìåííîãî ðàñøèðåíèÿ. Ðàçäåë 2 ðàññìàòðèâàåò âðåìåííûå ïðîöåññû êàê
èñòèííî ïàðàëëåëüíóþ ñåìàíòèêó ÍÂÑÏ. Íà îñíîâå äàííîé ìîäåëè â ðàçäåëå 3 îïðåäåëÿ-
þòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè â äâóõ ñïåêòðàõ ¾ëèíåéíîå � âåòâÿùååñÿ âðåìÿ¿ è ¾èíòåðëèâèíã �
÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¿, ñòðîèòñÿ èõ èåðàðõèÿ. Ðàçäåë 4 çàâåðøàåò ñòàòüþ, ïðèâîäÿ ðåçóëü-
òàòû è ïëàíû ïî äàëüíåéøåé ðàáîòå.

1. Непрерывно-временные сети Петри. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïðå-
äåëåíèå ìîäåëè ñåòè Ïåòðè ñ âðåìåííûìè èíòåðâàëàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè âðåìåííûå
çàäåðæêè ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäîâ.

Ñíà÷àëà íàïîìíèì ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêó ¾áåçâðåìåííûõ¿ ñåòåé Ïåòðè. Ñåòü Ïåòðè
(ÑÏ) ñîñòîèò èç äâóõ ðàçíûõ ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ � ìåñò è ïåðåõîäîâ; îòíîøåíèÿ èíöè-
äåíòíîñòè ìåæäó äàííûìè ýëåìåíòàìè; íà÷àëüíîé ðàçìåòêè � ðàñïðåäåëåíèÿ ôèøåê ïî
ìåñòàì ñåòè; ôóíêöèè, ïîìå÷àþùåé êàæäûé ïåðåõîä íåêîòîðûì äåéñòâèåì èç àëôàâèòà
𝐴𝑐𝑡.

Определение 1. (Ïîìå÷åííàÿ íàä 𝐴𝑐𝑡) ñåòü Ïåòðè (СП) — это набор 𝒩 =
(𝑃, 𝑇, 𝐹, 𝑀0, 𝐿), где 𝑃 — конечное ìíîæåñòâî ìåñò и 𝑇 — конечное ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ
такие, что 𝑃 ∩ 𝑇 = ∅; 𝐹 ⊆ (𝑃 ×𝑇 )∪ (𝑇 ×𝑃 ) — îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè; ∅ ̸= 𝑀0 ⊆ 𝑃
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— íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà; 𝐿 : 𝑇 → 𝐴𝑐𝑡 — ïîìå÷àþùàÿ ôóíêöèÿ. Для элемента 𝑥 ∈ 𝑃 ∪ 𝑇
определим множество ∙𝑥 = {𝑦 | (𝑦,𝑥) ∈ 𝐹} âõîäíûõ и множество 𝑥∙ = {𝑦 | (𝑥,𝑦) ∈ 𝐹}
âûõîäíûõ ýëåìåíòîâ, которые для подмножества элементов 𝑋 ⊆ 𝑃 ∪ 𝑇 обобщаются
соответственно до множеств ∙𝑋 =

⋃︀
𝑥∈𝑋

∙𝑥 и 𝑋∙ =
⋃︀

𝑥∈𝑋 𝑥∙.
Ðàçìåòêà 𝑀 СП 𝒩 — это любое подмножество множества 𝑃 . Переход 𝑡 ∈ 𝑇 , äîïó-

ñòèìûé â ðàçìåòêå 𝑀 , если ∙𝑡 ⊆ 𝑀 . Обозначим через 𝐸𝑛(𝑀) множество всех переходов,
допустимых в разметке 𝑀 . Ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà, допустимого в разметке 𝑀 , при-

водит к новой разметке 𝑀 ′ = (𝑀∖∙𝑡) ∪ 𝑡∙. В таком случае будем писать 𝑀
𝑡−→ 𝑀 ′.

Разметка 𝑀 является äîñòèæèìîé в 𝒩 , если существует последовательность перехо-

дов 𝑡1 . . . 𝑡𝑛 такая, что 𝑀0
𝑡1−→ 𝑀1 . . .𝑀𝑛−1

𝑡𝑛−→ 𝑀𝑛 = 𝑀 (𝑛 ≥ 0). СП 𝒩 называется
áåñêîíòàêòíîé, если для любой достижимой разметки 𝑀 и любого перехода 𝑡, допусти-
мого в 𝑀 , верно, что (𝑀∖∙𝑡) ∩ 𝑡∙ = ∅.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ безопасные ñåòè Ïåòðè, ò. å. ïðè ôóíêöèîíèðîâàíèè ñåòè
êàæäîå åå ìåñòî èìååò íå áîëåå îäíîé ôèøêè. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò îïðåäåëåííîãî ðà-
íåå ñâîéñòâà áåñêîíòàêòíîñòè è ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ðàçìåòîê ìíîæåñòâà
âìåñòî ìóëüòèìíîæåñòâ. Çàìåòèì, ÷òî áåçîïàñíûå ñåòè Ïåòðè èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ñ öå-
ëüþ óïðîñòèòü èçëîæåíèå ìàòåðèàëà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ðàñøèðåíû íà
îãðàíè÷åííûå ñåòè Ïåòðè.

Íåïðåðûâíî-âðåìåííàÿ ñåòü Ïåòðè (ÍÂÑÏ) ñîñòîèò èç áàçîâîé ñåòè Ïåòðè è ñòàòè-
÷åñêîé âðåìåííîé ôóíêöèè, îòîáðàæàþùåé êàæäûé ïåðåõîä âî âðåìåííîé èíòåðâàë ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè ãðàíèöàìè. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ó êàæäîãî ïåðåõîäà
åñòü ñîáñòâåííûå ÷àñû, êîòîðûå îòñ÷èòûâàþò âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà, êîãäà ïåðåõîä
ñòàë äîïóñòèìûì.

Ïóñòü 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣 = {[𝑎,𝑏],[𝑎,𝑏) | 𝑎 ∈ Q≥0, 𝑏 ∈ (Q≥0 ∪ {∞}), 𝑎 ≤ 𝑏} � ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ
ñ ãðàíèöàìè èç Q≥0.

Определение 2. (Ïîìå÷åííàÿ íàä 𝐴𝑐𝑡) íåïðåðûâíî-âðåìåííàÿ ñåòü Ïåòðè (НВСП) —
это пара 𝒯 𝒩 = (𝒩 , 𝐷), где 𝒩 = (𝑃, 𝑇, 𝐹, 𝑀0, 𝐿) — áàçîâàÿ (помеченная над 𝐴𝑐𝑡) сеть
Петри и 𝐷 : 𝑇 → 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣 — ñòàòè÷åñêàÿ âðåìåííàÿ ôóíêöèÿ, сопоставляющая каждому
переходу из 𝑇 временной интервал из 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣.

Ñîñòîÿíèå ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 — это пара 𝑆 = (𝑀,𝐼), где 𝑀 — разметка и 𝐼 : 𝐸𝑛(𝑀) → R≥0

— äèíàìè÷åñêàÿ âðåìåííàÿ ôóíêöèÿ. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå 𝒯 𝒩 — это пара 𝑆0 = (𝑀0,𝐼0),
где 𝑀0 — начальная разметка и 𝐼0(𝑡) = 0 для всех 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝑀0). Переход 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝑀) ìîæåò
ñðàáîòàòü â ñîñòîÿíèè, если 𝐼(𝑡) ∈ 𝐷(𝑡). Обозначим через 𝐹𝑖(𝑆) множество всех перехо-
дов из 𝐸𝑛(𝑀), которые могут сработать в состоянии 𝑆 = (𝑀, 𝐼). Для НВСП возможны
два способа изменения состояния 𝑆 = (𝑀,𝐼): õîä âðåìåíè и äåéñòâèå в результате ñðà-
áàòûâàíèÿ ïåðåõîäà.

� Õîä âðåìåíè 𝜏 ∈ R≥0 приводит к новому состоянию 𝑆 ′ = (𝑀 ′, 𝐼 ′) (обозначается

𝑆
𝜏−→ 𝑆 ′), где 𝑀 ′ = 𝑀 и 𝐼 ′(𝑡) = 𝐼(𝑡) + 𝜏 для всех 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝑀 ′).

� Ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà 𝑡 ∈ 𝐹𝑖(𝑆) (äåéñòâèå 𝐿(𝑡)) приводит к новому состоянию

𝑆 ′ = (𝑀 ′, 𝐼 ′) (обозначается 𝑆
𝑡−→ 𝑆 ′ или 𝑆

𝐿(𝑡)−→ 𝑆 ′) такому, что:

– 𝑀 ′ = (𝑀∖∙𝑡) ∪ 𝑡∙;

– ∀𝑡′ ∈ 𝐸𝑛(𝑀 ′) : 𝐼 ′(𝑡′) =

{︂
0, если 𝑡′ /∈ 𝐸𝑛(𝑀) ∧ 𝑡′ ∈ 𝐸𝑛(𝑀 ′);
𝐼(𝑡′), иначе.
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𝒯 𝒩 1:

𝑝2

𝑝1 𝑝3

𝑝4

𝑡2, 𝑎[1,2]

𝑡3, 𝑏[0,1]

𝑡1, 𝑎[1,2]

Рис. 1. НВСП 𝒯 𝒩 1

Áóäåì ïèñàòü 𝑆
𝜎−→ 𝑆 ′, åñëè 𝜎 = 𝑥1 . . . 𝑥𝑚 ∈ (𝑇 ∪ R≥0)

𝑚 è 𝑆 = 𝑆0 𝑥1−→ 𝑆1 . . . 𝑆𝑚−1 𝑥𝑚−→
𝑆𝑚 = 𝑆 ′ (𝑚 ≥ 0). Â ýòîì ñëó÷àå 𝜎 � пробег 𝒯 𝒩 из состояния 𝑆 (в состояние 𝑆 ′).
Äëÿ ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 îáîçíà÷èì ÷åðåç ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 , 𝑆) ìíîæåñòâî âñåõ ïðîáåãîâ ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 èç
ñîñòîÿíèÿ 𝑆 ñëåäóþùåãî âèäà: 𝜎 = 𝜃0 𝑡1 𝜃1 . . . 𝑡𝑛 𝜃𝑛, ãäå 𝜃𝑖 ∈ R≥0 (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) è 𝑡𝑗 ∈ 𝑇 (1 ≤
𝑗 ≤ 𝑛), ò. å. õîä âðåìåíè è ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ ÷åðåäóþòñÿ. Ëþáîé ïðîáåã ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩
ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí ê ïðîáåãó èç ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 , 𝑆) ñ ñîõðàíåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäîâ, áëàãîäàðÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì õîäà âðåìåíè:

� 𝑆 ′ 0−→ 𝑆 ′;

� åñëè 𝑆 ′ 𝜃−→ 𝑆 ′′ è 𝑆 ′′ 𝜃′−→ 𝑆 ′′′ (𝜃, 𝜃′ ∈ R≥0), òîãäà 𝑆 ′ 𝜃+𝜃′−→ 𝑆 ′′′;

êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñîñòîÿíèé 𝑆 ′, 𝑆 ′′, 𝑆 ′′′. Äëÿ 𝜎 = 𝜃0 𝑡1 𝜃1 . . . 𝑡𝑛
𝜃𝑛 ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 , 𝑆) (𝑛 ≥ 0) îáîçíà÷èì 𝐿(𝜎) = 𝜃0 𝐿(𝑡1) 𝜃1 . . . 𝐿(𝑡𝑛) 𝜃𝑛.

Ïóñòü ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 ) = ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 , 𝑆0). Ñîñòîÿíèå 𝑆
′ áóäåì íàçûâàòü достижимым â 𝒯 𝒩

(îáîçíà÷àåòñÿ 𝑆 ′ ∈ ℛ𝒮(𝒯 𝒩 )), åñëè îíî ïðèñóòñòâóåò â íåêîòîðîì ïðîáåãå èç ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 ).
ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 íàçûâàåòñÿ бесконтактной, åñëè áàçîâàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ áåñêîíòàêòíîé.

Êðîìå òîãî, ÍÂÑÏ ÿâëÿåòñÿ 𝑇 -закрытой, åñëè ∙𝑡 ̸= ∅ è 𝑡∙ ̸= ∅ äëÿ âñåõ ïåðåõîäîâ ñåòè.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî áåñêîíòàêòíûå è 𝑇 -çàêðûòûå ÍÂÑÏ.

Пример 1. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 1, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 1. Íà ãðàôèêå ìåñòà ñå-
òè èçîáðàæåíû îêðóæíîñòÿìè, ïåðåõîäû èçîáðàæåíû áàðüåðàìè, îòíîøåíèå èíöèäåíòíî-
ñòè ïðåäñòàâëåíî íàïðàâëåííûìè äóãàìè. Ðÿäîì ñ ýëåìåíòàìè ñåòè óêàçàíû èõ èìåíà.
Êàæäîìó ïåðåõîäó ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âðåìåííîé èíòåðâàë èç 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣 è äåéñòâèå èç
𝐴𝑐𝑡 = {𝑎, 𝑏}. Íà÷àëüíîé ðàçìåòêå ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ìåñò ñ ôèøêàìè (æèðíû-
ìè òî÷êàìè). Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝜎 = 2 𝑡1 0 𝑡2 3 ÿâëÿåòñÿ ïðîáåãîì èç
ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 1).

� Èçíà÷àëüíî ñåòü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè 𝑆0 = (𝑀0, 𝐼0), ãäå 𝑀0 = {𝑝1, 𝑝2} � íà÷àëüíàÿ
ðàçìåòêà, 𝐸𝑛(𝑀0) = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3} � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïåðåõîäîâ â äàííîé ðàçìåò-
êå è 𝐼(𝑡) = 0 äëÿ êàæäîãî ïåðåõîäà 𝑡 èç 𝐸𝑛(𝑀0). Õîä âðåìåíè ðàçìåðîì 2 ñìåíèò

ñîñòîÿíèå 𝑆0 íà ̃︀𝑆0 (𝑆0
2−→ ̃︀𝑆0), â êîòîðîì ñîõðàíèòñÿ ðàçìåòêà, à ÷àñû äîïóñòèìûõ

ïåðåõîäîâ óâåëè÷àòñÿ íà äâå åäèíèöû, ò. å. ̃︀𝑆0 = (̃︁𝑀0, ̃︀𝐼0) = (𝑀0, ̃︀𝐼0), ãäå ̃︀𝐼0(𝑡) = 2 äëÿ

êàæäîãî 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(̃︁𝑀0) = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3}. Çàìåòèì, ÷òî òàêîé õîä âðåìåíè áûë áû íåâîçìî-
æåí â ñëó÷àå ñèëüíîé ñòðàòåãèè, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå âðåìåíè íà ÷àñàõ ïåðåõîäà 𝑡3
(̃︀𝐼0(𝑡3) = 2) ïðåâûñèëî âåðõíþþ ãðàíèöó åãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà (𝐷(𝑡3) = [0,1]).
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� Ïîñêîëüêó 𝑡1 ∈ 𝐸𝑛(̃︁𝑀0) (äîïóñòèìûé â ðàçìåòêå ̃︁𝑀0) è ̃︀𝐼0(𝑡1) ∈ 𝐷(𝑡1), òî 𝑡1 ìîæåò

ñðàáîòàòü â ñîñòîÿíèè ̃︀𝑆0. Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ðàçìåòêà íå èçìåíèòñÿ (𝑀1 = ̃︁𝑀0).
Êðîìå òîãî, ÷àñû ïåðåõîäîâ íå áóäóò ñáðîøåíû, ïîñêîëüêó îíè áûëè äîïóñòèìûìè
â ðàçìåòêå ̃︁𝑀0. Çíà÷èò, 𝐼1(𝑡) = ̃︀𝐼0(𝑡) = 2 äëÿ 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝑀1) = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3}. Çàìåòèì,
÷òî â ñëó÷àå ïðîìåæóòî÷íîé ñòðàòåãèè ñáðîñà ÷àñîâ ÷àñû ïåðåõîäîâ 𝑡1 è 𝑡3 áûëè áû

ñáðîøåíû. Íóëåâîé õîä âðåìåíè íå èçìåíèò ñîñòîÿíèå, ò. å. 𝑆1 = (𝑀1, 𝐼1)
0−→ ̃︀𝑆1 =

(̃︁𝑀1, ̃︀𝐼1), ̃︁𝑀1 = 𝑀1 è ̃︀𝐼1(𝑡) = 𝐼1(𝑡) = 1 äëÿ 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(̃︁𝑀1) = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3}.

� Äîïóñòèìûé ïåðåõîä 𝑡2 ∈ 𝐸𝑛(̃︁𝑀1) ìîæåò ñðàáîòàòü èç ̃︀𝑆1, ïîñêîëüêó ̃︀𝐼1(𝑡2) = 2 ∈
𝐷(𝑡2) = [1,2]. Ñëåäîâàòåëüíî, ̃︀𝑆1

𝑡2−→ 𝑆2 = (𝑀2, 𝐼2), ãäå 𝑀2 = (̃︁𝑀1∖∙𝑡2)∪ 𝑡2
∙ = {𝑝1, 𝑝4},

𝐸𝑛(𝑀2) = {𝑡1} è 𝐼2(𝑡1) = 2, òàê êàê 𝑡1 áûë äîïóñòèìûì â ðàçìåòêå ̃︁𝑀1. Íàêîíåö,

𝑆2 = (𝑀2, 𝐼2)
3−→ ̃︀𝑆2, ãäå ̃︀𝑆2 = (𝑀2, ̃︀𝐼2), ̃︀𝐼2(𝑡1) = 𝐼2(𝑡1) + 3 = 5.

Ïîëó÷èëè, 𝑆0
2−→ ̃︀𝑆0

𝑡1−→ 𝑆1
0−→ ̃︀𝑆1

𝑡2−→ 𝑆2
3−→ ̃︀𝑆2, ò. å. 𝜎 = 2 𝑡1 0 𝑡2 3 ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 1).

2. Временные процессы НВСП. Âðåìåííîé ïðîöåññ, îïðåäåëÿåìûé â äàííîì ðàç-
äåëå, ÿâëÿåòñÿ èñòèííî-ïàðàëëåëüíîé ñåìàíòè÷åñêîé ìîäåëüþ ÍÂÑÏ. Â îñíîâå âðåìåííûõ
ïðîöåññîâ ëåæàò àöèêëè÷åñêàÿ ñåòü, âðåìåííàÿ ôóíêöèÿ è ãîìîìîðôèçì â ÍÂÑÏ. Ñíà÷à-
ëà îïðåäåëèì ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ àöèêëè÷åñêóþ ñåòü, êîòîðàÿ îáðàçîâàíà èç ñîáûòèé
è óñëîâèé, ñâÿçàííûõ îòíîøåíèÿìè ïðè÷èííîé çàâèñèìîñòè è ïàðàëëåëèçìà.

Определение 3. (Ïîìå÷åííàÿ íàä 𝐴𝑐𝑡) ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ ñåòü (ПСС) — это набор
𝑁 = (𝐵, 𝐸, 𝐺, 𝑙), где 𝐵 — конечное ìíîæåñòâî óñëîâèé и 𝐸 — конечное ìíîæåñòâî
ñîáûòèé такие, что 𝐵 ∩ 𝐸 = ∅; 𝐺 ⊆ (𝐵 × 𝐸) ∪ (𝐸 × 𝐵) — îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè
такое, что | 𝑏∙ |≤ 1 и | ∙𝑏 |≤ 1 для всех 𝑏 ∈ 𝐵 и 𝐸 = ∙𝐵 = 𝐵∙; 𝑙 : 𝐸 → 𝐴𝑐𝑡 — ïîìå÷àþùàÿ
ôóíêöèÿ.

Äëÿ ÏÑÑ 𝑁 = (𝐵,𝐸,𝐺, 𝑙) ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

� 𝑥 ≺ 𝑥′ ⇐⇒ 𝑥 𝐺+𝑥′ è 𝑥 ⪯ 𝑥′ ⇐⇒ 𝑥 𝐺*𝑥′, ãäå 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐵 ∪ 𝐸 (отношение причины).

� 𝑥 ⌣ 𝑥′ ⇐⇒ ¬(𝑥 ⪯ 𝑥′) ∧ ¬(𝑥′ ⪯ 𝑥), ãäå 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐵 ∪ 𝐸 (отношение параллелизма).

� Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî 𝐵′ ⊆ 𝐵 íàçûâàåòñÿ ⌣-множеством â 𝑁 , åñëè 𝑏 ⌣ 𝑏′ äëÿ
âñåõ 𝑏 ̸= 𝑏′ ∈ 𝐵′.

� Ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ⌣-ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ сечением â 𝑁 . Îáîçíà÷èì
÷åðåç 𝒞𝒰𝒯 (𝑁) ìíîæåñòâî âñåõ ñå÷åíèé â ÏÑÑ 𝑁 .

� ∙𝑁 = {𝑏 ∈ 𝐵 | ∙𝑏 = ∅}, 𝑁∙ = {𝑏 ∈ 𝐵 | 𝑏∙ = ∅} (начальное и конечное сечение
ñîîòâåòñòâåííî);

Äëÿ 𝐶,𝐶 ′ ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁) îïðåäåëèì:

� 𝐶
𝑒
; 𝐶 ′, åñëè ñóùåñòâóåò 𝑒 ∈ 𝐸 òàêîå, ÷òî ∙𝑒 ⊆ 𝐶 è 𝐶 ′ = (𝐶∖∙𝑒) ∪ 𝑒∙;

� 𝐶 ≺ 𝐶 ′ ⇐⇒ 𝐶
𝑒
;

+
𝐶 ′ è 𝐶 ⪯ 𝐶 ′ ⇐⇒ 𝐶

𝑒
;

*
𝐶 ′ (отношение причины на сечениях );

� 𝐶 ⌣ 𝐶 ′ ⇐⇒ ¬(𝐶 ⪯ 𝐶 ′) ∧ ¬(𝐶 ′ ⪯ 𝐶) (отношение параллелизма на сечениях );

� ↓ 𝐶 = {𝑒 ∈ 𝐸 | 𝑒 ⪯ (𝑒′ ∈ ∙𝐶)} (множество событий, предшествующих сечению 𝐶).
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𝑁1:

𝑏2

𝑏1

𝑏4

𝑏3 𝑏5

𝑒2, 𝑎

𝑒1, 𝑎 𝑒3, 𝑎

Рис. 2. ПСС 𝑁1

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ñå÷åíèå � ýòî ¾ðàçìåòêà¿ ÏÑÑ 𝑁 , êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ ïîñëå
òîãî, êàê ïðåäøåñòâóþùèå ñå÷åíèþ ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè. Êàê ñëåäñòâèå, 𝐶 ⪯ 𝐶 ′ ⇐⇒
↓ 𝐶 ⊆ ↓ 𝐶 ′. Äëÿ ñå÷åíèé 𝐶,𝐶 ′ ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁) òàêèõ, ÷òî 𝐶 ⪯ 𝐶 ′, îïðåäåëèì подсеть 𝑁𝐶;𝐶′ =
(𝐵′, 𝐸 ′, 𝐺′, 𝑙′) ПСС 𝑁 , çàêëþ÷åííóþ ìåæäó äàííûìè ñå÷åíèÿìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝐵′ =
⋃︀

𝐶⪯ ̂︀𝐶⪯𝐶′
̂︀𝐶; 𝐸 ′ = ↓ 𝐶 ′∖↓ 𝐶; 𝐺′ = 𝐺∩ ((𝐵′×𝐸 ′)∪ (𝐸 ′×𝐵′)); 𝑙′ = 𝑙|𝐸′ . Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñåòüþ.

Пример 2. Ðàññìîòðèì ñåòü 𝑁1 = (𝐵,𝐸,𝐺,𝑙), ãäå 𝐵 = {𝑏1, . . . , 𝑏5}, 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, 𝐺 =
{(𝑏1, 𝑒1), (𝑏2, 𝑒2), (𝑒1, 𝑏3), (𝑒2, 𝑏4), (𝑏3, 𝑒3), (𝑒3, 𝑏5)}, 𝑙(𝑒1) = 𝑙(𝑒2) = 𝑙(𝑒3) = 𝑎, èçîáðàæåííóþ íà
ðèñ. 2. Âèäíî, ÷òî |∙𝑏| ≤ 1 è |𝑏∙| ≤ 1 äëÿ âñåõ 𝑏 ∈ 𝐵; 𝐸 = ∙𝐵 = 𝐵∙. Çíà÷èò, 𝑁1 � ÏÑÑ.
Ïîñêîëüêó 𝑏1 ⌣ 𝑏2, è íå ñóùåñòâóåò 𝑏 ∈ 𝐵 òàêîãî, ÷òî 𝑏 ⌣ 𝑏1 è 𝑏 ⌣ 𝑏2 îäíîâðåìåííî,
òî {𝑏1, 𝑏2} � ñå÷åíèå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî {𝑏1, 𝑏4}, {𝑏2, 𝑏3}, {𝑏3, 𝑏4}, {𝑏2, 𝑏5},
{𝑏4, 𝑏5} òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè. Èç ∙𝑒1 ⊆ {𝑏1, 𝑏2}, ({𝑏1, 𝑏2}∖∙𝑒1) ∪ 𝑒1

∙ = {𝑏2, 𝑏3} ñëåäóåò,
÷òî {𝑏1, 𝑏2}

𝑒1−→ {𝑏2, 𝑏3} è {𝑏1, 𝑏2} ⪯ {𝑏2, 𝑏3}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, {𝑏1, 𝑏4} ⌣ {𝑏2, 𝑏3}, òàê êàê
¬({𝑏1, 𝑏4} ⪯ {𝑏2, 𝑏3}) è ¬({𝑏2, 𝑏3} ⪯ {𝑏1, 𝑏4}).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñåòüþ è ñåòüþ Ïåòðè èñïîëüçó-
åòñÿ ãîìîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè.

Определение 4. Пусть 𝑁 = (𝐵, 𝐸, 𝐺, 𝑙) — ПСС, 𝒩 = (𝑃, 𝑇, 𝐹, 𝑀0, 𝐿) — СП и 𝑀
— достижимая разметка в 𝒩 . Ãîìîìîðôèçìîì èç 𝑁 â 𝒩 îòíîñèòåëüíî 𝑀 называется
отображение 𝜙 : (𝐵 ∪ 𝐸) → (𝑃 ∪ 𝑇 ) такое, что верно:

– 𝜙(𝐵) ⊆ 𝑃 и 𝜙(𝐸) ⊆ 𝑇 ;

– сужение 𝜙 на подмножество ∙𝑒 — биекция между ∙𝑒 и ∙𝜙(𝑒) для всех 𝑒 ∈ 𝐸;

– сужение 𝜙 на подмножество 𝑒∙ — биекция между 𝑒∙ и 𝜙(𝑒)∙ для всех 𝑒 ∈ 𝐸;

– сужение 𝜙 на подмножество ∙𝑁 — биекция между ∙𝑁 и 𝑀 ;

– 𝑙(𝑒) = 𝐿(𝜙(𝑒)) для всех 𝑒 ∈ 𝐸.

Пример 3. Ðàññìîòðèì áàçîâóþ ñåòü Ïåòðè 𝒩 1 = (𝑃, 𝑇, 𝐹,𝑀0, 𝐿) ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 1 èç
ïðèìåðà 1, ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ ñåòü 𝑁1 = (𝐵,𝐸,𝐺, 𝑙) èç ïðèìåðà 2 è ôóíêöèþ
𝜙 : (𝐵 ∪ 𝐸) → (𝑃 ∪ 𝑇 ) òàêóþ, ÷òî 𝜙(𝑏1) = 𝜙(𝑏3) = 𝜙(𝑏5) = 𝑝1, 𝜙(𝑏2) = 𝑝2, 𝜙(𝑏4) = 𝑝4,
𝜙(𝑒1) = 𝜙(𝑒3) = 𝑡1 è 𝜙(𝑒2) = 𝑡2. Âèäíî, ÷òî 𝜙(𝐵) ⊆ 𝑃 , 𝜙(𝐸) ⊆ 𝑇 è 𝑙(𝑒) = 𝐿(𝜙(𝑒)) äëÿ âñåõ
𝑒 ∈ 𝐸. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóæåíèå 𝜙 íà ïîäìíîæåñòâî ∙𝑒 (𝑒∙) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó
äàííûì ïîäìíîæåñòâîì è ∙𝜙(𝑒) (𝜙(𝑒)∙) äëÿ âñåõ 𝑒 ∈ 𝐸. Íàïðèìåð, äëÿ ñîáûòèÿ 𝑒3 ìíî-
æåñòâî âõîäíûõ óñëîâèé {𝑏3} áèåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ íà ìíîæåñòâî âõîäíûõ ìåñò {𝑝1}
ïåðåõîäà 𝜙(𝑒3) = 𝑡1, à ìíîæåñòâî âûõîäíûõ óñëîâèé {𝑏5} íà ìíîæåñòâî âûõîäíûõ ìåñò
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{𝑝1}. Êðîìå òîãî, ñóæåíèå 𝜙 íà ïîäìíîæåñòâî ∙𝑁1 = {𝑏1, 𝑏2} ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó
äàííûì ïîäìíîæåñòâîì è 𝑀0 = {𝑝1, 𝑝2}. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜙 � ãîìîìîðôèçì èç 𝑁1 â 𝒩 1

îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé ðàçìåòêè 𝑀0.

Îïðåäåëèì âðåìåííîå ðàñøèðåíèå ÏÑÑ, ãäå êàæäîìó ñå÷åíèþ áàçîâîé ñåòè ñòàâèòñÿ
â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå ëîêàëüíîãî âðåìåíè ñèñòåìû (äëèòåëüíîñòü ñîñòîÿíèÿ) ëèáî ⊥,
óêàçûâàþùèé, ÷òî ñîñòîÿíèå íåäîñòèæèìî ïî âðåìåíè. Äàííûå âðåìåííûå õàðàêòåðèñòè-
êè, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, ñîîòâåòñòâóþò õîäó âðåìåíè â ñîñòîÿíèÿõ ÍÂÑÏ.

Определение 5. (Ïîìå÷åííàÿ íàä 𝐴𝑐𝑡) âðåìåííàÿ ÏÑÑ (ВПСС) — это пара 𝑇𝑁 =
(𝑁, 𝜏), где 𝑁 — (помеченная над 𝐴𝑐𝑡) ПСС и 𝜏 : 𝒞𝒰𝒯 (𝑁) → R⩾0 ∪ {⊥} — âðåìåííàÿ
ôóíêöèÿ такая, что для всех 𝐶 ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁) верно:

𝜏(𝐶) = ⊥ ⇐⇒ ∃𝐶 ′ ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁) : 𝐶 ⌣ 𝐶 ′ ∧ 𝜏(𝐶 ′) > 0.

Пусть ℛ𝒞(𝑇𝑁) = {𝐶 ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁) | 𝜏(𝐶) ∈ R⩾0} — ìíîæåñòâî âðåìåííûõ ñå÷åíèé.

Çàìåòèì, ÷òî ∙𝑁,𝑁∙ ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁) (åñëè 𝐵 ̸= ∅) è ↓ 𝑁∙ = 𝐸.
ÂÏÑÑ 𝑇𝑁 = (𝑁 = (𝐵, 𝐸, 𝐺, 𝑙), 𝜏) è 𝑇𝑁 ′ = (𝑁 ′ = (𝐵′, 𝐸 ′, 𝐺′, 𝑙′), 𝜏 ′), ïîìå÷åííûå

íàä 𝐴𝑐𝑡, ÿâëÿþòñÿ изоморфными (îáîçíà÷àåòñÿ 𝑇𝑁 ≃ 𝑇𝑁 ′), åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå 𝛾 : 𝐵 ∪ 𝐸 → 𝐵′ ∪ 𝐸 ′ òàêîå, ÷òî:

� 𝛾(𝐵) = 𝐵′ è 𝛾(𝐸) = 𝐸 ′;

� 𝑥𝐺𝑦 ⇐⇒ 𝛾(𝑥)𝐺′𝛾(𝑦) äëÿ âñåõ 𝑥,𝑦 ∈ 𝐵 ∪ 𝐸;

� 𝜏(𝐶) = 𝜏 ′(𝛾(𝐶)) äëÿ âñåõ 𝐶 ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁);

� 𝑙(𝑒) = 𝑙′(𝛾(𝑒)).

Äëÿ ÂÏÑÑ ̃︂𝑇𝑁 = ( ̃︀𝑁, ̃︀𝜏) áóäåì ïèñàòü 𝑇𝑁
̂︂𝑇𝑁−→ ̃︂𝑇𝑁 , åñëè ñóùåñòâóåò ̃︀𝐶 ∈ ℛ𝒞(̃︂𝑇𝑁)

òàêîå, ÷òî:

� 𝑇𝑁 = (𝑁, 𝜏), ̂︂𝑇𝑁 = ( ̂︀𝑁, ̂︀𝜏), 𝑁 = ̃︀𝑁∙ ̃︀𝑁; ̃︀𝐶 , ̂︀𝑁 = ̃︀𝑁 ̃︀𝐶; ̃︀𝑁∙ ;

� 𝜏 : 𝒞𝒰𝒯 (𝑁) → R≥0 ∪ {⊥} è 𝜏(𝐶) = ̃︀𝜏(𝐶) äëÿ âñåõ 𝐶 ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁)∖ ̃︀𝐶;
� ̂︀𝜏 : 𝒞𝒰𝒯 ( ̂︀𝑁) → R≥0 ∪ {⊥} è ̂︀𝜏( ̂︀𝐶) = ̃︀𝜏( ̂︀𝐶) äëÿ âñåõ ̂︀𝐶 ∈ 𝒞𝒰𝒯 ( ̂︀𝑁)∖ ̃︀𝐶;
� 𝜏( ̃︀𝐶) + ̂︀𝜏( ̃︀𝐶) = ̃︀𝜏( ̃︀𝐶).

Â ýòîì ñëó÷àå ñå÷åíèå ̃︀𝐶 áóäåì íàçûâàòü граничным сечением, à ̃︂𝑇𝑁 расширением 𝑇𝑁 íà̂︂𝑇𝑁 . Âèäíî, ÷òî 𝑇𝑁 è ̂︂𝑇𝑁 òàêæå ÿâëÿþòñÿ ÂÏÑÑ.

Пример 4. Ðàññìîòðèì ÏÑÑ 𝑁1 èç ïðèìåðà 2. Îïðåäåëèì âðåìåííóþ ôóíêöèþ 𝜏 :
𝒞𝒰𝒯 (𝑁1) = {{𝑏1, 𝑏2}, {𝑏3, 𝑏2}, {𝑏5, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏4}, {𝑏3, 𝑏4}, {𝑏5, 𝑏4}} → R⩾0 ∪ {⊥} ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: 𝜏({𝑏1, 𝑏2}) = 𝜏({𝑏3, 𝑏4}) = 1, 𝜏({𝑏1, 𝑏4}) = 𝜏({𝑏3, 𝑏2}) = 0, 𝜏({𝑏5, 𝑏4}) = 3, 𝜏({𝑏5, 𝑏2}) =
⊥. Ïîñêîëüêó 𝜏({𝑏5, 𝑏2}) = ⊥, òî ñóùåñòâóåò 𝜏({𝑏3, 𝑏4}) òàêîé, ÷òî 𝜏({𝑏3, 𝑏4}) = 1 > 0 è
{𝑏5, 𝑏2} ⌣ {𝑏3, 𝑏4}. Êðîìå òîãî, {𝑏1, 𝑏2} è {𝑏5, 𝑏4} íå èìåþò ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèé. Çíà÷èò,
ôóíêöèÿ 𝜏 óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ èç îïðåäåëåíèÿ 5 è 𝑇𝑁1 = (𝑁1, 𝜏) � ÂÏÑÑ.
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Ïóñòü 𝑇𝑁 = (𝑁 = (𝐵,𝐸,𝐺,𝑙), 𝜏) � ÂÏÑÑ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîáûòèå 𝑒 ∈ 𝐸 может
произойти в 𝐶 ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁) (îáîçíà÷àåòñÿ 𝑒 ∈ 𝐹𝑖(𝐶)), åñëè 𝐶

𝑒
; 𝐶 ′ è 𝐶 ′ ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁). Äëÿ

èçìåíåíèÿ ñå÷åíèÿ 𝐶 ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁) â ðåçóëüòàòå ñîáûòèÿ 𝑒 ∈ 𝐹𝑖(𝐶) áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèå 𝐶

𝑒−→ 𝐶 ′. Òàêèì îáðàçîì, çàïðåùàåòñÿ, ÷òîáû ñå÷åíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå
âûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ, èìåëî íåîïðåäåëåííóþ âðåìåííóþ õàðàêòåðèñòèêó (ò. å. ⊥), òàê êàê
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ åùå íå ïîäîøëî. Äëÿ îïèñàíèÿ âûïîëíåíèÿ
ÂÏÑÑ èñïîëüçóþòñÿ ãðàôèêè � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé.

Определение 6. Пусть 𝑇𝑁 = (𝑁, 𝜏) — ВПСС и 𝐶,𝐶 ′ ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁). Последовательность
событий 𝜔 = 𝑒1 . . . 𝑒𝑛 (𝑛 ≥ 0) называется ãðàôèêîì èç 𝐶 â 𝐶 ′ ВПСС 𝑇𝑁 , если существу-
ет цепочка сечений из ℛ𝒞(𝑇𝑁) вида:

(𝐶 = 𝐶0)
𝑒1−→ 𝐶1 . . . 𝐶𝑛−1

𝑒𝑛−→ (𝐶𝑛 = 𝐶 ′).

Пусть 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁,𝐶,𝐶 ′) — множество всех графиков ВПСС 𝑇𝑁 из 𝐶 в 𝐶 ′. Кроме того,
обозначим 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁) = 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁, ∙𝑁,𝑁∙).

Пример 5. Ïóñòü 𝑇𝑁1 = (𝑁1, 𝜏) � ÂÏÑÑ èç ïðèìåðà 4. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
𝜔 = 𝑒1 𝑒2 𝑒3. Òîãäà {𝑏1, 𝑏2}

𝑒1−→ {𝑏3, 𝑏2}
𝑒2−→ {𝑏3, 𝑏4}

𝑒3−→ {𝑏5, 𝑏4}. Èç ïðèìåðà 4 ïîëó÷àåì, ÷òî
{𝑏1, 𝑏2}, {𝑏3, 𝑏2}, {𝑏3, 𝑏4}, {𝑏5, 𝑏4} ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁1). Êðîìå òîãî, {𝑏1, 𝑏2} = ∙𝑁1, à {𝑏5, 𝑏4} = 𝑁1∙.
Çíà÷èò, 𝜔 � ãðàôèê èç 𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁1).

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñâîéñòâà ãðàôèêîâ ÂÏÑÑ 𝑇𝑁 .

Лемма 1. Пусть 𝑇𝑁 = (𝑁, 𝜏) — ВПСС и 𝜔 = 𝑒1 . . . 𝑒𝑛 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁,𝐶0, 𝐶𝑛) — график с по-
следовательностью сечений 𝐶0

𝑒1−→ 𝐶1 . . . 𝐶𝑛−1
𝑒𝑛−→ 𝐶𝑛. Если 𝐶 ∈ (ℛ𝒞(𝑇𝑁)∖{𝐶0, . . . , 𝐶𝑛})

и 𝐶0 ≺ 𝐶 ≺ 𝐶𝑛, то 𝜏(𝐶) = 0.

Доказательство. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå 𝐶 ∈ (ℛ𝒞(𝑇𝑁)∖{𝐶0, . . . , 𝐶𝑛}) òàêîå, ÷òî 𝐶0 ≺
𝐶 ≺ 𝐶𝑛. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. 𝜏(𝐶) > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ 5, 𝐶 ̸⌣ 𝐶𝑖, ò. å. ëèáî 𝐶 ≺ 𝐶𝑖

(↓ 𝐶 ⊂ ↓ 𝐶𝑖), ëèáî 𝐶𝑖 ≺ 𝐶 (↓ 𝐶𝑖 ⊂ ↓ 𝐶), äëÿ ëþáîãî 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Ïîñêîëüêó 𝐶0 ≺ 𝐶 ≺ 𝐶𝑛,
ò. å. ↓ 𝐶0 ⊂ ↓ 𝐶 ⊂ ↓ 𝐶𝑛 , òî íàéäåòñÿ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 òàêîé, ÷òî ↓ 𝐶𝑘−1 ⊂ ↓ 𝐶 ⊂ ↓ 𝐶𝑘. Ïðèøëè ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî 𝐶𝑘−1

𝑒𝑘−→ 𝐶𝑘. □

Предложение 1. Пусть 𝑇𝑁 — ВПСС. Если 𝐶,𝐶 ′ ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁) и 𝐶 ⪯ 𝐶 ′, то существует
график 𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁,𝐶,𝐶 ′). В частности, 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁) ̸= ∅.

Доказательство. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1 ðàáîòû [7]. □

Ââåäåì âðåìåííîå ðàñøèðåíèå ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è ðàññìîòðèì èõ â
êîíòåêñòå ñîáûòèé ÂÏÑÑ.

Определение 7. (Ïîìå÷åííîå íàä 𝐴𝑐𝑡) âðåìåííîå ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
(Â×ÓÌ) — это набор 𝜂 = (𝑋, ⪯ ,𝜏,𝑙), где 𝑋 — множество элементов; ⪯ — рефлексивное,
транзитивное, антисимметричное отношение на 𝑋; 𝜏 : 𝑋 → R⩾0 — временная функция
и 𝑙 : 𝑋 → 𝐴𝑐𝑡 — помечающая функция.
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𝜂(𝑇𝑁1):

𝑒1, (1), 𝑎

𝑒2, (1), 𝑎

𝑒3, (2), 𝑎

𝑒𝑛𝑑, (5), 𝜀

Рис. 3. ВЧУМ 𝜂(𝑇𝑁1)

Â×ÓÌ 𝜂 = (𝑋, ⪯ ,𝜏,𝑙) è 𝜂′ = (𝑋 ′, ⪯′ ,𝜏 ′,𝑙′), ïîìå÷åííûå íàä𝐴𝑐𝑡, ÿâëÿþòñÿ изоморфными
(îáîçíà÷àåòñÿ 𝜂 ≃ 𝜂′), åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå 𝛾 : 𝑋 → 𝑋 ′ òàêîå, ÷òî:

� 𝑥 ⪯ ̂︀𝑥 ⇐⇒ 𝛾(𝑥) ⪯′ 𝛾(̂︀𝑥) äëÿ âñåõ 𝑥, ̂︀𝑥 ∈ 𝑋;

� 𝜏(𝑥) = 𝜏 ′(𝛾(𝑥)) è 𝑙(𝑥) = 𝑙′(𝛾(𝑥)) äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝑋.

Äëÿ ÂÏÑÑ 𝑇𝑁 = (𝑁 = (𝐵, 𝐸, 𝐺, 𝑙), 𝜏), ãðàôèêà 𝜔 = 𝑒1 . . . 𝑒𝑛 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁) ñ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñå÷åíèé 𝐶0

𝑒1−→ 𝐶1 . . . 𝐶𝑛−1
𝑒𝑛−→ 𝐶𝑛 îïðåäåëèì ВЧУМ событий

𝜂(𝑇𝑁, 𝜔) = (𝐸*, ⪯*, Age, 𝑙*) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� 𝐸* = 𝐸 ∪ 𝑒𝑛𝑑;

� ⪯*= (⪯ ∩(𝐸 × 𝐸)) ∪ {(𝑒,𝑒𝑛𝑑), (𝑒𝑛𝑑, 𝑒𝑛𝑑) | 𝑒 ∈ 𝐸};

� Age(𝑒) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︀

0≤𝑖<𝑘

𝜏(𝐶𝑖), åñëè 𝑒 = 𝑒𝑘 (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛),

∑︀
0≤𝑖≤𝑛

𝜏(𝐶𝑖), èíà÷å;

� 𝑙*(𝑒) =

{︂
𝑙(𝑒), åñëè 𝑒 ∈ 𝐸,
𝜀, èíà÷å.

Äîïîëíèòåëüíîå ñîáûòèå 𝑒𝑛𝑑 ñîîòâåòñòâóåò çàâåðøåíèþ ðàáîòû ñèñòåìû è ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì Â×ÓÌ. Ôóíêöèÿ Age îïðåäåëÿåò ãëîáàëüíîå âðåìÿ ñèñòåìû äëÿ
ñîáûòèÿ. Áëàãîäàðÿ ëåììå 1, âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ Age è, êàê ñëåäñòâèå, Â×ÓÌ ñîáû-
òèé ÂÏÑÑ íå çàâèñÿò îò âûáîðà ãðàôèêà, êîòîðûé âñåãäà áóäåò ñóùåñòâîâàòü, ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 1. Äàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ Â×ÓÌ ñîáûòèé
ÂÏÑÑ 𝑇𝑁 çàïèñü 𝜂(𝑇𝑁).

Пример 6. Ïîñòðîèì Â×ÓÌ ñîáûòèé äëÿ ÂÏÑÑ 𝑇𝑁1 èç ïðèìåðà 4. Ñíà÷àëà îïðå-
äåëèì ôóíêöèþ Age. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ãðàôèê 𝜔 = 𝑒1 𝑒2 𝑒3 ñ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ñå÷åíèé {𝑏1, 𝑏2}

𝑒1−→ {𝑏3, 𝑏2}
𝑒2−→ {𝑏3, 𝑏4}

𝑒3−→ {𝑏5, 𝑏4}, ïðåäñòàâëåííûé â ïðèìå-
ðå 5. Òîãäà Age(𝑒1) = 𝜏({𝑏1, 𝑏2}) = 1, Age(𝑒2) = 𝜏({𝑏1, 𝑏2}) + 𝜏({𝑏3, 𝑏2}) = 1 + 0 = 1,
Age(𝑒3) = 𝜏({𝑏1, 𝑏2}) + 𝜏({𝑏3, 𝑏2}) + 𝜏({𝑏3, 𝑏4}) = 1 + 0 + 1 = 2, Age(𝑒𝑛𝑑) = 𝜏({𝑏1, 𝑏2}) +
𝜏({𝑏3, 𝑏2}) + 𝜏({𝑏3, 𝑏4}) + 𝜏({𝑏5, 𝑏4}) = 1 + 0 + 1 + 3 = 5. Ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííûé Â×ÓÌ
𝜂(𝑇𝑁1) â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íà ðèñ. 3. Ðÿäîì ñ êàæäûì óçëîì ãðàôà óêàçàíî
ñîáûòèå, çíà÷åíèå âðåìåííîé è ïîìå÷àþùåé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Clock, êîòîðàÿ áóäåò ñâÿçûâàòü âðåìåííûå êîíñòðóêöèè â ðàñ-
ñìîòðåííûõ ðàíåå ÂÏÑÑ è ÍÂÑÏ. Ïóñòü 𝒯 𝒩 = (𝒩 , 𝐷) � ÍÂÑÏ, 𝑇𝑁 = (𝑁, 𝜏) � ÂÏÑÑ,
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𝑆 = (𝑀, 𝐼) ∈ ℛ𝒮(𝒯 𝒩 ) è 𝜙 � ãîìîìîðôèçì èç 𝑁 â 𝒩 îòíîñèòåëüíî 𝑀 . Äëÿ ñå÷åíèÿ
𝐶 ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁), ãðàôèêà 𝜔 = 𝑒1 . . . 𝑒𝑛 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁, ∙𝑁,𝐶), ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñå÷åíèé
𝐶0

𝑒1−→ 𝐶1 . . . 𝐶𝑛−1
𝑒𝑛−→ (𝐶𝑛 = 𝐶) è ïåðåõîäà 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝜙(𝐶)) îïðåäåëèì ôóíêöèþ:

Clock(𝜔,𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︀

𝑚𝑎𝑥(𝑘)<𝑖≤𝑛

𝜏(𝐶𝑖), åñëè ∃𝑘 < 𝑛 : 𝑡 /∈ 𝐸𝑛(𝜙(𝐶𝑘)),

∑︀
0≤𝑖≤𝑛

𝜏(𝐶𝑖) + 𝐼(𝑡), èíà÷å;

Çíà÷åíèå äàííîé ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè ñ ìîìåíòà, êàê ïåðåõîä 𝑡 ñòàë äî-
ïóñòèìûì è îñòàâàëñÿ òàêèì äî êîíöà ãðàôèêà. Áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåíèþ 1, äëÿ ëþáîãî
ñå÷åíèÿ 𝐶 ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁) ñóùåñòâóåò ãðàôèê 𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁, ∙𝑁,𝐶). Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 1,
ôóíêöèÿ Clock íå çàâèñèò îò âûáîðà ãðàôèêà, ïðèâîäÿùåãî ê ñå÷åíèþ 𝐶. Çíà÷èò, ìû
ìîæåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè Clock ñå÷åíèå 𝐶 ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁) è ïå-
ðåõîä 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝜙(𝐶)). Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü âðåìåííîé ïðîöåññ êàê ïàðó èç ÂÏÑÑ
è ãîìîìîðôèçìà ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà êîððåêòíîñòü âðåìåííûõ êîíñòðóêöèé.

Определение 8. Пусть 𝒯 𝒩 = (𝒩 , 𝐷) — НВСП, 𝑆 = (𝑀, 𝐼) ∈ ℛ𝒮(𝒯 𝒩 ), 𝑇𝑁 = (𝑁, 𝜏)
— ВПСС и 𝜙 — гомоморфизм из 𝑁 в 𝒩 относительно 𝑀 . Пара 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙) называется
âðåìåííûì ïðîöåññîì ÍÂÑÏ îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ 𝑆, если для каждого сечения 𝐶 ∈
ℛ𝒞(𝑇𝑁) и события 𝑒 ∈ 𝐹𝑖(𝐶) выполняется:

Clock(𝐶,𝜙(𝑒)) ∈ 𝐷(𝜙(𝑒)).

Пусть 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 , 𝑆) — множество всех временных процессов НВСП 𝒯 𝒩 относительно
состояния 𝑆 и 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) = 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 , 𝑆0). Временной процесс 𝜋0 = (((𝐵0,∅,∅,∅), 𝜏0 ≡
0), 𝜙0), где 𝜙0 — гомоморфизм относительно 𝑀0, называется íà÷àëüíûì.

Äâà âðåìåííûõ ïðîöåññà 𝜋 = (𝑇𝑁 = ((𝐵, 𝐸, 𝐺, 𝑙), 𝜏), 𝜙) è 𝜋′ = (𝑇𝑁 ′, 𝜙′) èç
𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 , 𝑆) ÿâëÿþòñÿ изоморфными (îáîçíà÷àåòñÿ 𝜋 ≃ 𝜋′), åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
𝛾 : 𝑇𝑁 ≃ 𝑇𝑁 ′ òàêîé, ÷òî 𝜙(𝑥) = 𝜙′(𝛾(𝑥)) äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝐵 ∪ 𝐸.

Пример 7. Ðàññìîòðè ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 1 = (𝒩 1, 𝐷) èç ïðèìåðà 1, ÂÏÑÑ 𝑇𝑁1 = (𝑁1, 𝜏) èç
ïðèìåðà 4 è ãîìîìîðôèçì 𝜙 èç 𝑁1 â 𝒩 1 îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé ðàçìåòêè èç ïðèìå-
ðà 3. Ïîêàæåì, ÷òî ïàðà 𝜋1 = (𝑇𝑁1, 𝜙) ÿâëÿåòñÿ âðåìåííûì ïðîöåññîì 𝒯 𝒩 1 îòíîñè-
òåëüíî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 𝑆0 = (𝑀0, (𝐼0 ≡ 0)). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì äëÿ êàæäîãî
ñîáûòèÿ 𝑒 è ñå÷åíèÿ 𝐶 ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁1), â êîòîðîì îíî ìîæåò ïðîèçîéòè, çíà÷åíèå ôóíê-
öèè Clock(𝐶,𝜙(𝑒)) è óáåäèìñÿ, ÷òî îíî ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó 𝐷(𝜙(𝑒)). Íàïîìíèì âñå
âðåìåííûå ñå÷åíèÿ ñåòè: {𝑏1, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏4}, {𝑏3, 𝑏2}, {𝑏3, 𝑏4}, {𝑏5, 𝑏4}. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
{𝑏1, 𝑏2}

𝑒1−→ {𝑏3, 𝑏2}
𝑒2−→ {𝑏3, 𝑏4}

𝑒3−→ {𝑏5, 𝑏4} è {𝑏1, 𝑏2}
𝑒2−→ {𝑏1, 𝑏4}

𝑒1−→ {𝑏3, 𝑏4}
𝑒3−→ {𝑏5, 𝑏4}.

Òîãäà:

� Clock({𝑏1, 𝑏2}, 𝜙(𝑒1)) = 𝜏({𝑏1, 𝑏2}) = 1 ∈ 𝐷(𝜙(𝑒1) = 𝑡1) = [1,2],

� Clock({𝑏1, 𝑏2}, 𝜙(𝑒2)) = 𝜏({𝑏1, 𝑏2}) = 1 ∈ 𝐷(𝜙(𝑒2) = 𝑡2) = [1,2],

� Clock({𝑏3, 𝑏2}, 𝜙(𝑒2)) = 𝜏({𝑏1, 𝑏2}) + 𝜏({𝑏3, 𝑏2}) = 1 + 0 ∈ 𝐷(𝜙(𝑒2) = 𝑡2) = [1,2],

� Clock({𝑏1, 𝑏4}, 𝜙(𝑒1)) = 𝜏({𝑏1, 𝑏2}) + 𝜏({𝑏1, 𝑏4}) = 1 + 0 ∈ 𝐷(𝜙(𝑒1) = 𝑡1) = [1,2],
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� Clock({𝑏3, 𝑏4}, 𝜙(𝑒3)) = 𝜏({𝑏1, 𝑏2}) + 𝜏({𝑏3, 𝑏2}) + 𝜏({𝑏3, 𝑏4}) = 1 + 0 + 1 ∈ 𝐷(𝜙(𝑒3) =
𝑡1) = [1,2].

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜋1 = (𝑇𝑁1, 𝜙) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 1).

Óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó âðåìåííûìè ïðîöåññàìè è ïðîáåãàìè ÍÂÑÏ. Ïóñòü
𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 , 𝑆), 𝜔 = 𝑒1 . . . 𝑒𝑛 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁) ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñå÷åíèé
𝐶0

𝑒1−→ 𝐶1 . . . 𝐶𝑛−1
𝑒𝑛−→ 𝐶𝑛 äëÿ íåêîòîðîé ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 è ñîñòîÿíèÿ 𝑆 ∈ ℛ𝒮(𝒯 𝒩 ). Îïðå-

äåëèì îòîáðàæåíèå 𝑅𝑢𝑛 âðåìåííîãî ïðîöåññà è åãî ãðàôèêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðå-
ìåííûõ çàäåðæåê è ïåðåõîäîâ ÍÂÑÏ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔) = 𝜏(𝐶0) 𝜙(𝑒1) 𝜏(𝐶1)
. . . 𝜙(𝑒𝑛) 𝜏(𝐶𝑛). Êðîìå òîãî, ïóñòü 𝑙(𝜋, 𝜔) = 𝜏(𝐶0) 𝑙(𝑒1) 𝜏(𝐶1) . . . 𝑙(𝑒𝑛) 𝜏(𝐶𝑛). Îáîçíà÷èì
ℛ𝒰𝒩 (𝜋) = {𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔) | 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙), 𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁)}.

Предложение 2. Пусть 𝒯 𝒩 — НВСП.

(1) Для 𝜋 = (𝑇𝑁 = (𝑁, 𝜏), 𝜙) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 , 𝑆 = (𝑀,𝐼)) выполняется:

– ℛ𝒰𝒩 (𝜋) ⊆ ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 , 𝑆);

– сужение функции 𝜙 на 𝑁∙ — биекция между 𝑁∙ и 𝑀 ;

– Clock(𝑁∙, 𝑡) = 𝐼(𝑡) для всех 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝜙(𝑁∙)).

(2) Если 𝜎 ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 , 𝑆) то, существует единственный с точностью до изоморфиз-
ма 𝜋* ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 , 𝑆) такой, что 𝜎 ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝜋*).

Доказательство. Ïóíêòû ïðåäëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåì, äîêàçàííûõ â ðà-
áîòå [6], è èõ äîêàçàòåëüñòâî èìååò òå æå ðàññóæäåíèÿ. Îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå
âðåìåííûõ ïðîöåññîâ íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî, à îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî
äîñòèæèìîãî ñîñòîÿíèÿ ÍÂÑÏ. □

Îïðåäåëèì ðàñøèðåíèÿ äëÿ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ ÍÂÑÏ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé̃︀𝜋 = (̃︂𝑇𝑁, ̃︀𝜙) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) äëÿ ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 . Áóäåì ïèñàòü 𝜋
̂︀𝜋−→ ̃︀𝜋, åñëè 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙),̂︀𝜋 = (̂︂𝑇𝑁, ̂︀𝜙), 𝑇𝑁 ̂︂𝑇𝑁−→ ̃︂𝑇𝑁 , 𝜙 = ̃︀𝜙|𝐵∪𝐸, ̂︀𝜙 = ̃︀𝜙| ̂︀𝐵∪ ̂︀𝐸. Â ýòîì ñëó÷àå ̃︀𝜋 � расширение 𝜋 íà ̂︀𝜋,

𝜋 � префикс, à ̂︀𝜋 � постфикс ̃︀𝜋. Åñëè ̂︀𝜋 íå ñóùåñòâåíåí äëÿ îïèñàíèÿ, òî áóäåì îïóñêàòü
åãî è ïèñàòü 𝜋 → ̃︀𝜋.

Ïóñòü 𝜋 = (𝑇𝑁 = (𝑁, 𝜏), 𝜙) � âðåìåííîé ïðîöåññ ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 è 𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁) �
ãðàôèê äàííîãî ïðîöåññà, êîòîðûé ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1. Ñîãëàñíî ïðåä-

ëîæåíèþ 2(1), 𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔) � ïðîáåã 𝒯 𝒩 , ò. å. 𝑆0
𝑅𝑢𝑛(𝜋,𝜔)−→ 𝑆 è 𝑆 ∈ ℛ𝒮(𝒯 𝒩 ). Êðîìå òîãî,

𝑆 = (𝜙(𝑁∙),Clock(𝑁∙)), ò. å. 𝑆 íå çàâèñèò îò âûáîðà ãðàôèêà âðåìåííîãî ïðîöåññà 𝜋. Ýòî
ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ 𝑆𝑡 : 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) → ℛ𝒮(𝒯 𝒩 ) òàêóþ, ÷òî 𝑆0

𝜎−→ 𝑆𝑡(𝜋),
ãäå 𝜎 ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝜋).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåôèêñ è ïîñòôèêñ ðàñøèðåíèÿ ÍÂÑÏ òàêæå ÿâëÿþòñÿ âðåìåííûìè
ïðîöåññàìè.

Предложение 3. Если 𝜋
̂︀𝜋−→ ̃︀𝜋 для ̃︀𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ), то 𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) и ̂︀𝜋 ∈

𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 , 𝑆𝑡(𝜋)).
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Доказательство. Ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåì è ïðåäëîæåíèé, äîêàçàí-
íûõ â ðàáîòå [7]. □

Ïóñòü 𝜋
̂︀𝜋−→ ̃︀𝜋 äëÿ ̃︀𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) äëÿ ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 . Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ðàñ-

øèðåíèé âðåìåííûõ ïðîöåññîâ:

� ̃︀𝜋 � расширение 𝜋 на время 𝜃 (îáîçíà÷àåòñÿ 𝜋
𝜃−→ ̃︀𝜋), åñëè ̂︀𝐸 = ∅ è ̂︀𝜏( ̂︀𝐵) = 𝜃;

� ̃︀𝜋 � расширение 𝜋 на событие 𝑒 (îáîçíà÷àåòñÿ 𝜋
𝑒−→ ̃︀𝜋 èëè 𝜋

̂︀𝑙(𝑒)−→ ̃︀𝜋), åñëè ̂︀𝐸 = {𝑒} è̂︀𝜏 ≡ 0.

Ñôîðìóëèðóåì ëåììó, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò õîä âðåìåíè è äåéñòâèÿ ÍÂÑÏ ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ðàñøèðåíèÿìè âðåìåííûõ ïðîöåññîâ.

Лемма 2. Пусть 𝒯 𝒩 — НВСП, 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) и 𝑥 ∈ R⩾0 ∪ 𝐴𝑐𝑡.

(1) Если 𝜋
𝑥−→ ̃︀𝜋 для ̃︀𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ), то 𝑆𝑡(𝜋)

𝑥−→ 𝑆𝑡(̃︀𝜋).
(2) Если 𝑆𝑡(𝜋)

𝑥−→ ̃︀𝑆, то существует ̃︀𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) такой, что 𝜋
𝑥−→ ̃︀𝜋 и ̃︀𝑆 = 𝑆𝑡(̃︀𝜋).

Доказательство. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàôèê 𝜔 = 𝑒1 . . . 𝑒𝑛 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁) ñ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ ñå÷åíèé 𝐶0

𝑒1−→ 𝐶1 . . . 𝐶𝑛−1
𝑒𝑛−→ 𝐶𝑛, êîòîðûé ñóùåñòâóåò, ñîãëàñíî ïðåäëî-

æåíèþ 1. Òîãäà 𝑆0
𝑅𝑢𝑛(𝜋,𝜔)−→ 𝑆𝑡(𝜋), ïîñêîëüêó 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ).

(1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 𝑥 ∈ 𝐴𝑐𝑡. Òîãäà 𝜋
̂︀𝜋−→ ̃︀𝜋, ãäå ̂︀𝐸 = {𝑒}, ̂︀𝑙(𝑒) = 𝑥 è ̂︀𝜏 ≡ 0. Ïî-

ñêîëüêó 𝑁∙ 𝑒−→ ̃︀𝑁∙, òî 𝜔𝑒 ∈ 𝒢ℛℱ(̃︂𝑇𝑁), ïî îïðåäåëåíèþ 6. Çíà÷èò, 𝑅𝑢𝑛(̃︀𝜋, 𝜔𝑒) =

𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔)̃︀𝜙(𝑒)̃︀𝜏( ̃︀𝑁∙) = 𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔)̃︀𝜙(𝑒)0 ∈ ℛ𝒰𝒩 (̃︀𝜋), ãäå 𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔) ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝜋) è

𝐿(̃︀𝜙(𝑒)) = 𝑥. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑆0
𝑅𝑢𝑛(𝜋,𝜔)−→ 𝑆𝑡(𝜋)

𝑥−→ 𝑆𝑡(̃︀𝜋).
Äàëåå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé 𝑥 ∈ R⩾0. Òîãäà 𝜋

̂︀𝜋−→ ̃︀𝜋, ãäå ̂︀𝐸 = ∅ è ̂︀𝜏( ̂︀𝐵) = 𝑥 è 𝜔 ∈
𝒢ℛℱ(̃︂𝑇𝑁). Êðîìå òîãî, 𝑅𝑢𝑛(̃︀𝜋, 𝜔) = 𝜏(𝐶0)𝜙(𝑒1)𝜏(𝐶1) . . . 𝜙(𝑒𝑛)(𝜏(𝐶𝑛) + 𝑥) ∈ ℛ𝒰𝒩 (̃︀𝜋),
ãäå 𝜏(𝐶0)𝜙(𝑒1)𝜏(𝐶1) . . . 𝜙(𝑒𝑛)𝜏(𝐶𝑛) = 𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔) ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝜋). Çíà÷èò, 𝑆0

𝑅𝑢𝑛(𝜋,𝜔)−→
𝑆𝑡(𝜋)

𝑥−→ 𝑆𝑡(̃︀𝜋).
(2) Ïóñòü 𝑆𝑡(𝜋)

𝑥−→ ̃︀𝑆, ãäå 𝑥 ∈ 𝐴𝑐𝑡, ñëó÷àé 𝑥 ∈ R⩾0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàê êàê

𝑆0
𝑅𝑢𝑛(𝜋,𝜔)−→ 𝑆𝑡(𝜋)

𝑥−→ ̃︀𝑆, òî ñóùåñòâóåò ïåðåõîä 𝑡 òàêîé, ÷òî 𝐿(𝑡) = 𝑥 è 𝑆0
𝑅𝑢𝑛(𝜋,𝜔)𝑡0−→ ̃︀𝑆.

Ïîñêîëüêó 𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔)𝑡0 ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 ), òî íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà ̃︀𝜋′ ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) òàêîé, ÷òî 𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔)𝑡0 ∈ ℛ𝒰𝒩 (̃︀𝜋′), ïî ïðåäëîæåíèþ 2(2),

ò. å. 𝑆𝑡(̃︀𝜋′) = ̃︀𝑆. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè ðàñøèðåíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ 3,
íàéäåòñÿ 𝜋′ ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) òàêîé, ÷òî 𝜋′ 𝑥−→ ̃︀𝜋′ è 𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔) ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝜋′). Ïî ïðåäëîæå-
íèþ 2(2), 𝜋′ ≃ 𝜋, òàê êàê 𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔) ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝜋′)∩ℛ𝒰𝒩 (𝜋). Êàê ñëåäñòâèå, ñóùåñòâóåò

âðåìåííîé ïðîöåññ ̃︀𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) òàêîé, ÷òî ̃︀𝜋 ≃ ̃︀𝜋′, 𝜋
𝑥−→ ̃︀𝜋 è 𝑆𝑡(̃︀𝜋) = 𝑆𝑡(̃︀𝜋′) = ̃︀𝑆.

□

3. Эквивалентности НВСП. Â äàííîì ðàçäåëå îïðåäåëÿþòñÿ ÿçûêîâûå è áèñèìó-
ëÿöèîííûå ýêâèâàëåíòíîñòè ÍÂÑÏ ñî ñëàáîé âðåìåííîé ñòðàòåãèåé.



16 Теоретическая и системная информатика

3.1. Языковые эквивалентности. ßçûêîâûå ýêâèâàëåíòíîñòè, òàêæå èçâåñòíûå êàê
ñëåäîâûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåì â òåðìèíàõ
èõ ÿçûêîâ, òî åñòü íàáîðîâ âñåõ âîçìîæíûõ âûïîëíåíèé ñèñòåì. Äàííûé ¾ëèíåéíî-
âðåìåííîé¿ ïîäõîä íå ó÷èòûâàåò ìîìåíò íåäåòåðìèíèðîâàííîãî âûáîðà ìåæäó íåñêîëü-
êèìè ðàñøèðåíèÿìè ïðîöåññà. Îáîáùèì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ÿçûêîâîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè, îñíîâàííîå íà ïðîáåãàõ ñåòåé Ïåòðè.

Определение 9. Пусть 𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′ — НВСП, помеченные над 𝐴𝑐𝑡.

– 𝐿𝑎𝑛𝑔(𝒯 𝒩 ) = {𝐿(𝜎) | 𝜎 ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 )}.
– 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ ÿçûêîâî ýêâèâàëåíòíû (обозначается 𝒯 𝒩 ∼= 𝒯 𝒩 ′), если 𝐿𝑎𝑛𝑔(𝒯 𝒩 ) =
𝐿𝑎𝑛𝑔(𝒯 𝒩 ′).

Îñíîâûâàÿñü íà êëàññàõ èçîìîðôèçìà ÂÏÑÑ è Â×ÓÌ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ ÍÂÑÏ,
ñôîðìóëèðóåì ïîíÿòèÿ ÿçûêîâûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ ñåìàíòèê ÷àñòè÷íî ïîðÿäêà.

Определение 10. Пусть 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ — НВСП, помеченные над 𝐴𝑐𝑡, и ⋆ ∈ {𝑖𝑛𝑡,𝑝𝑜𝑟,𝑝𝑟𝑐}.

– 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑖𝑛𝑡(𝒯 𝒩 ) = {𝑙(𝜋, 𝜔) | 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ), 𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁)};
𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑝𝑜𝑟(𝒯 𝒩 ) = {[𝜂(𝑇𝑁)]≃ | (𝑇𝑁,𝜙) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 )};
𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑝𝑟𝑐(𝒯 𝒩 ) = {[𝑇𝑁 ]≃ | (𝑇𝑁,𝜙) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 )}.

– 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ ⋆-ÿçûêîâî ýêâèâàëåíòíû (обозначается 𝒯 𝒩 ≡⋆ 𝒯 𝒩 ′), если
𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒⋆(𝒯 𝒩 ) = 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒⋆(𝒯 𝒩 ′).

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ïðåäëîæåííîãî îïðåäåëåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî ÿçûê, îñíîâàííûé
íà ïðîáåãàõ ÍÂÑÏ, ñîâïàäàåò ñ èíòåðëèâèíãîâûì (𝑖𝑛𝑡) ÿçûêîì, îñíîâàííûì íà âðåìåííûõ
ïðîöåññàõ.

Теорема 1. Для НВСП 𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′ выполняется:

𝒯 𝒩 ∼= 𝒯 𝒩 ′ ⇐⇒ 𝒯 𝒩 ≡𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′.

Доказательство. Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèÿì 9 è 10, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 âûïîëíÿåòñÿ 𝐿𝑎𝑛𝑔(𝒯 𝒩 ) = 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑖𝑛𝑡(𝒯 𝒩 ).

� Ïîñêîëüêó 𝜋0 = (𝑇𝑁0, 𝜙0) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) è 0 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁0), òî 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑖𝑛𝑡(𝒯 𝒩 ) ̸= ∅.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî 𝑙(𝜋, 𝜔) ∈ 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑖𝑛𝑡(𝒯 𝒩 ), ÷òî îçíà÷àåò 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙) ∈
𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) è 𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁). Òîãäà 𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔) ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝜋) ⊆ ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 ), ïî ïðåäëî-
æåíèþ 2(1). Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê 𝑙(𝜋, 𝜔) = 𝐿(𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔)), ïî îïðåäåëåíèþ 4, òî
𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑖𝑛𝑡(𝒯 𝒩 ) ⊆ 𝐿𝑎𝑛𝑔(𝒯 𝒩 ).

� Òàê êàê 𝑟 ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 ) äëÿ ëþáîãî 𝑟 ∈ R⩾0 è 𝑟 ∈ 𝐿𝑎𝑛𝑔(𝒯 𝒩 ), òî 𝐿𝑎𝑛𝑔(𝒯 𝒩 ) ̸= ∅.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå 𝐿(𝜎) ∈ 𝐿𝑎𝑛𝑔(𝒯 𝒩 ), ãäå 𝜎 ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝒯 𝒩 ). Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) òàêîé, ÷òî
𝜎 ∈ ℛ𝒰𝒩 (𝜋), ïî ïðåäëîæåíèþ 2(2). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔) = 𝜎 äëÿ íåêîòîðîãî
𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ 4, 𝐿(𝜎) = 𝐿(𝑅𝑢𝑛(𝜋, 𝜔)) = 𝑙(𝜔) è
𝐿𝑎𝑛𝑔(𝒯 𝒩 ) ⊆ 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑖𝑛𝑡(𝒯 𝒩 ).
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𝒯 𝒩 2:

𝑝1

𝑝2

𝑝3

𝑝4

𝑡1, 𝑎[0,0]

𝑡2, 𝑏[0,0]

𝒯 𝒩 3 :

𝑝1

𝑝2

𝑝5

𝑝3

𝑝4

𝑡1, 𝑎[0,0]

𝑡2, 𝑏[0,0]

Рис. 4. ∼ ̸⇒ ≡𝑝𝑜𝑟

Ïîñêîëüêó 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑖𝑛𝑡(𝒯 𝒩 ) ⊆ 𝐿𝑎𝑛𝑔(𝒯 𝒩 ) è 𝐿𝑎𝑛𝑔(𝒯 𝒩 ) ⊆ 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑖𝑛𝑡(𝒯 𝒩 ), òî 𝐿𝑎𝑛𝑔(𝒯 𝒩 ) =
𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑖𝑛𝑡(𝒯 𝒩 ). □

3.2. Обычные бисимуляционные эквивалентности. Áèñèìóëÿöèîííûå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, â îòëè÷èå îò ÿçûêîâûõ, ó÷èòûâàþò ìîìåíò íåäåòåðìèíèðîâàííîãî âûáîðà ìåæäó
íåñêîëüêèìè ðàñøèðåíèÿìè ïðîöåññà (âåòâëåíèÿ). Â ñâÿçè ñ ýòèì òàêèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè òàêæå íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíîñòÿìè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè. Áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâà-
ëåíòíûå ñèñòåìû òðåáóþò ñóùåñòâîâàíèÿ îòíîøåíèÿ (áèñèìóëÿöèè). Äàííîå îòíîøåíèå
ñâÿçûâàåò íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ äâóõ ñèñòåì. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿ-
íèé ïðè âîçìîæíîì ïåðåõîäå îäíîé èç ñèñòåì â íîâîå ñîñòîÿíèå, äðóãàÿ ñèñòåìà äîëæíà
èìåòü âîçìîæíîñòü ¾ñêîïèðîâàòü¿ ïîâåäåíèå òàê, ÷òî ïîëó÷åííûå ñîñòîÿíèÿ ñíîâà áóäóò
ñâÿçàííû îòíîøåíèåì áèñèìóëÿöèè. Ðàññìîòðèì îáû÷íûå áèñèìóëÿöèîííûå ýêâèâàëåíò-
íîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè ¾ñëàáûìè¿ ýêâèâàëåíòíîñòÿìè, ó÷èòûâàþùèìè âåòâÿ-
ùóþñÿ ñòðóêòóðó ïîâåäåíèÿ â ÍÂÑÏ. Íà÷íåì ñ ðàñøèðåíèÿ êëàññè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé,
îñíîâàííûõ íà ñîñòîÿíèÿõ ñåòåé Ïåòðè.

Определение 11. НВСП 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′, помеченные над 𝐴𝑐𝑡, являются áèñèìóëÿöèîííî
ýêâèâàëåíòíûìè (обозначается 𝒯 𝒩 ∼ 𝒯 𝒩 ′), если существует отображение (биси-
муляция) 𝑅 ⊆ ℛ𝒮(𝒯 𝒩 ) × ℛ𝒮(𝒯 𝒩 ′) такое, что (𝑆0, 𝑆

′
0) ∈ 𝑅 и для всех (𝑆, 𝑆 ′) ∈ 𝑅

выполняется:

(1) если 𝑆
𝑥−→ ̃︀𝑆, где 𝑥 ∈ 𝐴𝑐𝑡 ∪ R⩾0, тогда существует пара (̃︀𝑆, ̃︀𝑆 ′) ∈ 𝑅 такая, что

𝑆 ′ 𝑥−→ ̃︀𝑆 ′;

(2) как пункт (1), но роли 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ меняются.

Пример 8. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 2 è 𝒯 𝒩 3 íà ðèñ. 4. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 11,
𝒯 𝒩 2 ∼ 𝒯 𝒩 3, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé áèñè-
ìóëÿöèè, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ñîñòîÿíèÿ äâóõ ÍÂÑÏ.

Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 2
����≡𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 3. Äåéñòâèòåëüíî, ó 𝒯 𝒩 2 íàéäåòñÿ âðåìåííîé ïðîöåññ,

ãäå ñîáûòèÿ äåéñòâèé 𝑎 è 𝑏 áóäóò ïàðàëëåëüíûìè, òîãäà êàê ó 𝒯 𝒩 3 ïîäîáíîãî ïðîöåññà
íå ñóùåñòâóåò. Çíà÷èò, 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑝𝑜𝑟(𝒯 𝒩 2) ̸= 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑝𝑜𝑟(𝒯 𝒩 3) è, êàê ñëåäñòâèå, 𝒯 𝒩 2

����≡𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 3,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 10.

Òåïåðü îïðåäåëèì áèñèìóëÿöèîííûå ýêâèâàëåíòíîñòè â òåðìèíàõ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ
ÍÂÑÏ.

Определение 12. Пусть ⋆ ∈ {𝑖𝑛𝑡,𝑝𝑜𝑟,𝑝𝑟𝑐}. НВСП 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′, помеченные над 𝐴𝑐𝑡, явля-
ются ⋆-áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíûìè (обозначается 𝒯 𝒩 -⋆ 𝒯 𝒩 ′), если существу-
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𝒯 𝒩 4:
𝑝1

𝑝2

𝑝5

𝑝3

𝑝4

𝑡1, 𝑎[0,0]

𝑡2, 𝑏[0,3]

𝒯 𝒩 5:
𝑝1

𝑝2

𝑝5

𝑝3

𝑝4

𝑡1, 𝑎[0,0]

𝑡2, 𝑏[0,3]

𝑡3, 𝑎[0,0]

Рис. 5. ≡𝑝𝑟𝑐 ̸⇒ -𝑖𝑛𝑡

ет отображение (бисимуляция) 𝑅 ⊆ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 )× 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ′) такое, что (𝜋0, 𝜋
′
0) ∈ 𝑅, и

для всех (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅 выполняется:

(1) если 𝜋
̂︀𝜋−→ ̃︀𝜋 для ̃︀𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) и

– ̃︀𝜋 — расширение 𝜋 на время или событие, в случае ⋆ = 𝑖𝑛𝑡,

тогда существует пара (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′) ∈ 𝑅 такая, что 𝜋′ ̂︀𝜋′
−→ ̃︀𝜋′ и

– 𝜂(̂︂𝑇𝑁) ≃ 𝜂(̂︂𝑇𝑁 ′
), в случае ⋆ ∈ {𝑖𝑛𝑡,𝑝𝑜𝑟};

– ̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′
, в случае ⋆ = 𝑝𝑟𝑐;

(2) как пункт (1), но роли 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ меняются.

Пример 9. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 4 è 𝒯 𝒩 5 íà ðèñ. 5. Êàê ìîæíî âèäåòü, 𝒯 𝒩 4 ≡𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 5,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 10.

Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 4
����-𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 5. Ïðåäïîëîæèì, ýòî íå òàê, ò. å. ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ

áèñèìóëÿöèÿ 𝑅, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïðåäåëåíèþ 12. Òîãäà (𝜋0, 𝜋
′
0) ∈ 𝑅, ñîãëàñíî äàííîìó

îïðåäåëåíèþ.
Ðàññìîòðèì âðåìåííîé ïðîöåññ 𝜋′

1 ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 5, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñðàáàòûâàíèþ
ïåðåõîäà 𝑡3 è ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì 𝜋′

0 íà ñîáûòèå 𝑎, ò. å. 𝜋′
0

𝑎−→ 𝜋′
1. Ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ 12, äëÿ 𝜋0 äîëæåí ñóùåñòâîâàòü àíàëîãè÷íûé âðåìåííîé ïðîöåññ 𝜋1 � ðàñøèðåíèå
𝜋0 íà ñîáûòèå 𝑎 è (𝜋1, 𝜋

′
1) ∈ 𝑅. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝜋1 ñîîòâåòñòâóåò ñðàáàòûâàíèþ ïåðåõîäà

𝑡1 ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 4.
Ïðîöåññ 𝜋1 ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äî ïðîöåññà 𝜋2 â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ 𝑏 (ñðàáàòûâàíèå

ïåðåõîäà 𝑡2 ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 4), ò. å. 𝜋1
𝑏−→ 𝜋2. Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ 12, äîëæíà ñóùåñòâîâàòü

ïàðà (𝜋2, 𝜋
′
2) ∈ 𝑅 òàêàÿ, ÷òî 𝜋′

1
𝑏−→ 𝜋′

2. Îäíàêî, ïðîöåññ 𝜋′
1 íå ìîæåò èìåòü ðàñøèðåíèé â

ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ 𝑏. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî 𝒯 𝒩 4
����-𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 5.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäëîæåííîå îïðåäåëåíèå èíòåðëèâèíãîâîé (𝑖𝑛𝑡) áèñèìóëÿöèè êîððåêò-
íî îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ.

Теорема 2. Для НВСП 𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′ выполняется:

𝒯 𝒩 ∼ 𝒯 𝒩 ′ ⇐⇒ 𝒯 𝒩 -𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′.
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Доказательство.

⇒ Ïóñòü 𝒯 𝒩 ∼ 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñèìóëÿöèåé 𝑅1. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 -𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñèìóëÿöèåé
𝑅2 = {(𝜋, 𝜋′) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 )× 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ′) | (𝑆𝑡(𝜋), 𝑆𝑡(𝜋′)) ∈ 𝑅1}.
Ïî îïðåäåëåíèþ 11, (𝑆𝑡(𝜋0), 𝑆𝑡(𝜋

′
0)) = (𝑆0,𝑆

′
0) ∈ 𝑅1. Çíà÷èò (𝜋0, 𝜋

′
0) ∈ 𝑅2.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅2. Òîãäà (𝑆𝑡(𝜋), 𝑆𝑡(𝜋′)) ∈ 𝑅1.

(1) Ïóñòü 𝜋
̂︀𝜋−→ ̃︀𝜋 äëÿ ̃︀𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) è ̃︀𝜋 � ðàñøèðåíèå 𝜋 íà ñîáûòèå, ñëó-

÷àé ðàñøèðåíèÿ íà âðåìÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Çíà÷èò, 𝜋
𝑎−→ ̃︀𝜋 äëÿ

𝑎 ∈ 𝐴𝑐𝑡. Ñîãëàñíî ëåììå 2(1), ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑆𝑡(𝜋)
𝑎−→ 𝑆𝑡(̃︀𝜋). Ïîñêîëüêó

(𝑆𝑡(𝜋), 𝑆𝑡(𝜋′)) ∈ 𝑅1, òî 𝑆𝑡(𝜋′)
𝑎−→ 𝑆 ′ è (𝑆𝑡(̃︀𝜋), 𝑆 ′) ∈ 𝑅1, ïî îïðåäåëåíèþ 11.

Áëàãîäàðÿ ëåììå 2(2), ñóùåñòâóåò ̃︀𝜋′ ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ′) òàêîé, ÷òî 𝜋′ 𝑎−→ ̃︀𝜋′ è
𝑆 ′ = 𝑆𝑡(̃︀𝜋′) Çíà÷èò, (𝑆𝑡(̃︀𝜋), 𝑆𝑡(̃︀𝜋′)) ∈ 𝑅1, à (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′) ∈ 𝑅2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-

ñòâóåò (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′) ∈ 𝑅2 òàêàÿ, ÷òî 𝜋′ ̂︀𝜋′
−→ ̃︀𝜋′ è 𝜂(̂︂𝑇𝑁) ≃ 𝜂(̂︂𝑇𝑁 ′

), òàê êàê ̃︀𝜋′ êàê è ̃︀𝜋
ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì íà ñîáûòèå äåéñòâèÿ 𝑎.

(2) Êàê ïóíêò (1), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

Ïî îïðåäåëåíèþ 12 è ïóíêòàì (1�2), 𝑅2 : 𝒯 𝒩 -𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′.

⇐ Ïóñòü 𝒯 𝒩 -𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′ c áèñèìóëÿöèåé 𝑅1. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 ∼ 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñèìóëÿöèåé
𝑅2 = {(𝑆𝑡(𝜋), 𝑆𝑡(𝜋′)) | (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅1}.
Ïî îïðåäåëåíèþ 12, (𝜋0, 𝜋

′
0) ∈ 𝑅1. Çíà÷èò, (𝑆𝑡(𝜋0), 𝑆𝑡(𝜋

′
0)) = (𝑆0, 𝑆

′
0) ∈ 𝑅2.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó (𝑆𝑡(𝜋), 𝑆𝑡(𝜋′)) ∈ 𝑅2. Òîãäà (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅1.

(1) Ïóñòü 𝑆𝑡(𝜋)
𝑥−→ ̃︀𝑆 äëÿ 𝑥 ∈ 𝐴𝑐𝑡, ñëó÷àé 𝑥 ∈ R⩾0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïî ëåììå 2(2), ñóùåñòâóåò ̃︀𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) òàêîé, ÷òî 𝜋
𝑥−→ ̃︀𝜋 è ̃︀𝑆 = 𝑆𝑡(̃︀𝜋).

Çíà÷èò, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 12, ñóùåñòâóåò ïàðà (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′) ∈ 𝑅 òàêàÿ, ÷òî 𝜋′ ̂︀𝜋′
−→̃︀𝜋′ è 𝜂(̂︂𝑇𝑁) ≃ 𝜂(̂︂𝑇𝑁 ′

), ò. å. 𝜋′ 𝑥−→ ̃︀𝜋′. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïàðà (𝑆𝑡(̃︀𝜋) =̃︀𝑆, 𝑆𝑡(̃︀𝜋′)) ∈ 𝑅2 òàêàÿ, ÷òî 𝑆𝑡(𝜋′)
𝑥−→ 𝑆𝑡(̃︀𝜋′), ïî ëåììå 2(1).

(2) Êàê ïóíêò (1), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

Ïî îïðåäåëåíèþ 11 è ïóíêòàì (1�2), 𝑅2 : 𝒯 𝒩 ∼ 𝒯 𝒩 ′. □

3.3. Сохраняющие историю эквивалентности. Ñîõðàíÿþùèå èñòîðèþ áèñèìóëÿöèîí-
íûå ýêâèâàëåíòíîñòè ó÷èòûâàþò ïðåäûäóùåå ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû, òó ÷àñòü ïðî-
öåññà, êîòîðàÿ ïðèâåëà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â òåêóùåå. Ñîîòâåòñòâóþùèå áèñèìó-
ëÿöèè ñîõðàíÿþò èçîìîðôèçì ìåæäó ÂÏÑÑ (Â×ÓÌ) ñâÿçàííûõ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ
öåëèêîì, à íå òîëüêî äîáàâëåííîé ÷àñòè, êàê â ñëó÷àå îáû÷íûõ áèñèìóëÿöèé. Ñíà÷àëà
ðàññìîòðèì ñëàáûé âàðèàíò äàííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

Определение 13. Пусть ⋆ ∈ {𝑝𝑜𝑟,𝑝𝑟𝑐}. НВСП 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′, помеченные над 𝐴𝑐𝑡, явля-
ются ⋆-áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíûìè ñî ñëàáûì ñîõðàíåíèåì èñòîðèè (обозначает-
ся 𝒯 𝒩 -𝑤ℎ

⋆ 𝒯 𝒩 ′), если существует отображение (бисимуляция) 𝑅 ⊆ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) ×
𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ′) такое, что (𝜋0, 𝜋

′
0) ∈ 𝑅 и для всех (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅 выполняется:

(1) – 𝜂(𝑇𝑁) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 ′), в случае ⋆ = 𝑝𝑜𝑟;
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𝒯 𝒩 6 :

𝑝1

𝑝2

𝑝3

𝑝4

𝑝7

𝑝5

𝑝6

𝑝8

𝑡1, 𝑎[2,2]

𝑡2, 𝑏[0,1]

𝑡5, 𝑎[2,2]

𝑡3, 𝑎[2,2]

𝑡4, 𝑏[0,0]

𝑡6, 𝑏[0,0]

𝒯 𝒩 7 :

𝑝1

𝑝2

𝑝3

𝑝4

𝑝5

𝑝6

𝑡1, 𝑎[2,2]

𝑡2, 𝑏[0,1]

𝑡3, 𝑎[2,2]

𝑡4, 𝑏[0,0]

Рис. 6. -𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 ̸⇒ -𝑝𝑜𝑟

– 𝑇𝑁 ≃ 𝑇𝑁 ′, в случае ⋆ = 𝑝𝑟𝑐;

(2) если 𝜋 → ̃︀𝜋 для ̃︀𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ), тогда существует пара (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′) ∈ 𝑅 такая, что
𝜋′ → ̃︀𝜋′;

(3) как пункт (2), но роли 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ меняются.

Пример 10. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 6 è 𝒯 𝒩 7 íà ðèñ. 6. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 6
����-𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 7.

Ïðåäïîëîæèì, ýòî íå òàê, ò. å. ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ áèñèìóëÿöèÿ 𝑅, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
îïðåäåëåíèþ 12. Òîãäà (𝜋0, 𝜋

′
0) ∈ 𝑅. Âðåìåííîé ïðîöåññ 𝜋0 ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äî

ïðîöåññà 𝜋1 â ðåçóëüòàòå õîäà äâóõ òàêòîâ âðåìåíè è ñîáûòèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñðà-
áàòûâàíèþ ïåðåõîäà 𝑡5. Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ 12, ñóùåñòâóåò (𝜋1, 𝜋

′
1) ∈ 𝑅, 𝜋′

0 → 𝜋′
1

è 𝜂(𝑇𝑁1) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 ′
1). Äðóãèìè ñëîâàìè, âðåìåííîìó ïðîöåññó 𝜋′

1 ñîîòâåòñòâóåò õîä äâóõ
òàêòîâ âðåìåíè è ïîñëåäóþùåå äåéñòâèå 𝑎. Ïîñêîëüêó 𝜋1 ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äåéñòâè-
åì 𝑏, òî 𝜋′

1 äîëæåí èìåòü ñõîæåå ïîâåäåíèå. Çíà÷èò, ïðîöåññó 𝜋′
1 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü

ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà 𝑡1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîöåññ 𝜋1 ìîæåò áûòü ðàñøèðåí ñëåäó-
þùèìè ïî ïðè÷èíå äåéñòâèÿìè 𝑎 è 𝑏, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ ïðîöåññà 𝜋′

1. Ñëåäîâàòåëüíî,
𝒯 𝒩 6

����-𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 7.
Âèäíî, ÷òî 𝒯 𝒩 6 -𝑤ℎ

𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 7, ãäå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ áèñèìóëÿöèè òðåáóåòñÿ èçîìîð-
ôèçì Â×ÓÌ íå ðàñøèðÿþùèõ ÷àñòåé, à Â×ÓÌ öåëûõ ðàñøèðåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñèëüíîé ñòðàòåãèè õîäà âðåìåíè ÍÂÑÏ áóäóò âåñòè ñåáÿ îäè-
íàêîâî, ïîñêîëüêó ïåðåõîä 𝑡2 áóäåò îáÿçàí ñðàáîòàòü ðàíüøå ïåðåõîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
äåéñòâèÿì 𝑎 â äàííûõ ÍÂÑÏ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñîõðàíÿþùóþ èñòîðèþ áèñèìóëÿöèþ, ãäå èìååò ìåñòî ¾ðàñøèðå-
íèå¿ èçîìîðôèçìîâ ÂÏÑÑ (Â×ÓÌ) ïðè ðàñøèðåíèè âðåìåííûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ îïðåäåëèì ìíîæåñòâà èçîìîðôèçìîâ ÂÏÑÑ (Â×ÓÌ) èõ âðå-
ìåííûõ ïðîöåññîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ℱ𝑝𝑜𝑟(𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′) = {𝑓 : 𝜂(𝑇𝑁) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 ′) | (𝑇𝑁,𝜙) ∈
𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ), (𝑇𝑁 ′, 𝜙′) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ′)} è ℱ𝑝𝑟𝑐(𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′) = {𝑓 : 𝑇𝑁 ≃ 𝑇𝑁 ′ | (𝑇𝑁,𝜙) ∈
𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ), (𝑇𝑁 ′, 𝜙′) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ′)}. ×åðåç 𝑓0 áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ ñ ïóñòîé îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ, â ñëó÷àå 𝑓0 ∈ ℱ𝑝𝑜𝑟, è èçîìîðôèçì ìåæäó ÂÏÑÑ íà÷àëüíûõ ïðîöåññîâ,
â ñëó÷àå 𝑓0 ∈ ℱ𝑝𝑟𝑐.

Определение 14. Пусть ⋆ ∈ {𝑝𝑜𝑟,𝑝𝑟𝑐}. НВСП 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′, помеченные над 𝐴𝑐𝑡,
являются ⋆-áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíûìè ñ ñîõðàíåíèåì èñòîðèè (обозначается
𝒯 𝒩 -ℎ

⋆ 𝒯 𝒩 ′), если существует отображение (бисимуляция) 𝑅 ⊆ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ) ×
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𝒯 𝒩 4:

𝑝1

𝑝2

𝑝5

𝑝3

𝑝4

𝑡1, 𝑎[0,0]

𝑡2, 𝑏[0,3]

𝒯 𝒩 8:

𝑝1

𝑝2

𝑝3

𝑝4

𝑡1, 𝑎[0,0]

𝑡2, 𝑏[0,3]

Рис. 7. -ℎ
𝑝𝑜𝑟 ̸⇒ ≡𝑝𝑟𝑐

𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ′) × ℱ⋆(𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′) такое, что (𝜋0, 𝜋
′
0, 𝑓0) ∈ 𝑅 и для всех (𝜋, 𝜋′, 𝑓) ∈ 𝑅 выпол-

няется:

(1) – 𝑓 : 𝜂(𝑇𝑁) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 ′), в случае ⋆ = 𝑝𝑜𝑟;

– 𝑓 : 𝑇𝑁 ≃ 𝑇𝑁 ′, в случае ⋆ = 𝑝𝑟𝑐;

(2) если 𝜋 → ̃︀𝜋 для ̃︀𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ), тогда существует тройка (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′, ̃︀𝑓) ∈ 𝑅 такая, что

𝜋′ → ̃︀𝜋′ и 𝑓 ⊆ ̃︀𝑓 ;
(3) как пункт (2), но роли 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ меняются.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñøèðåíèå íà ïðîèçâîëüíûé ïðîöåññ â îïðåäåëåíèÿõ 13 è 14 ìîæíî çà-
ìåíèòü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñøèðåíèé íà âðåìÿ è ñîáûòèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìàíòèêà
èíòåðëèâèíãà (𝑖𝑛𝑡) áóäåò ñîâïàäàòü ñ ñåìàíòèêîé ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà (𝑝𝑜𝑟) â êîíòåêñòå
ïðèâåäåííûõ âûøå áèñèìóëÿöèé.

Пример 11. Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 4 è 𝒯 𝒩 8. Äàííûå ñåòè ÿâëÿþòñÿ -ℎ
𝑝𝑜𝑟

ýêâèâàëåíòíûìè, íî â êîíòåêñòå ïðîöåññíîé ñåìàíòèêè îíè íå ýêâèâàëåíòíû äàæå äëÿ
ÿçûêîâîãî ñëó÷àÿ, ò. å. 𝒯 𝒩 4

����≡𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 8. Äåéñòâèòåëüíî, ÏÑÑ âñåõ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ
ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 4 èìåþò òðè óñëîâèÿ â íà÷àëüíûõ ñå÷åíèÿõ, â òî âðåìÿ êàê íà÷àëüíûå ñå÷åíèÿ
ÏÑÑ äëÿ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ 𝒯 𝒩 8 ñîäåðæàò ïî äâà óñëîâèÿ.

3.4. Обратные-прямые эквивалентности. Ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå,
ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü ìîäåëèðîâàíèå êàê â ïðÿìîì (îáû÷íîì), òàê è â îáðàòíîì íàïðàâ-
ëåíèÿõ. Îáðàòíûå-ïðÿìûå áèñèìóëÿöèîííûå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîçâîëÿþò åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ñî÷åòàòü ñåìàíòèêè èíòåðëèâèíãà è ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Ïðè îáðàòíîì ìîäåëè-
ðîâàíèè ïðîèñõîäèò ñëåäîâàíèå ñòðîãî ïî èñòîðèè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Âñëåä-
ñòâèå ýòîãî áèñèìóëÿöèè ñâÿçûâàþò ¾õðîíîëîãèè¿ âûïîëíåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò-
ñÿ ïðîöåññîì è åãî ãðàôèêîì. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî хронологий ñëåäóþùèì îáðàçîì:
𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 , 𝑆) = {(𝜋, 𝜔) | 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙) ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 , 𝑆), 𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁)}, ãäå 𝒯 𝒩 � ÍÂÑÏ è
𝑆 ∈ ℛ𝒮(𝒯 𝒩 ). Ïóñòü 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ) = 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 , 𝑆0). Õðîíîëîãèÿ (𝜋0, 𝜀) íàçûâàåòñÿ началь-
ной, ãäå 𝜋0 � íà÷àëüíûé ïðîöåññ, à 𝜀 � ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïóñòü (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ). Áóäåì ïèñàòü (𝜋, 𝜔)
(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔), åñëè 𝜋

̂︀𝜋−→ ̃︀𝜋 è ̃︀𝜔 = 𝜔̂︀𝜔,
𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁). Â ýòîì ñëó÷àå (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) � расширение (𝜋, 𝜔) íà (̂︀𝜋, ̂︀𝜔), (𝜋, 𝜔) � префикс, à
(̂︀𝜋, ̂︀𝜔) � постфикс (̃︀𝜋, ̃︀𝜔). Çàìåòèì, ÷òî, áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåíèþ 3, (𝜋, 𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ), à
(̂︀𝜋, ̂︀𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 , 𝑆𝑡(𝜋)). Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ðàñøèðåíèé õðîíîëîãèé.

� (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) � расширение (𝜋, 𝜔) на время 𝜃 (îáîçíà÷àåòñÿ (𝜋, 𝜔)
𝜃−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔)), åñëè ̃︀𝜋 �

ðàñøèðåíèå 𝜋 íà âðåìÿ 𝜃. Â ýòîì ñëó÷àå (𝜋, 𝜔)
(̂︀𝜋,𝜀)−→ (̃︀𝜋, 𝜔).
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� (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) � расширение (𝜋, 𝜔) на событие 𝑒 (îáîçíà÷àåòñÿ (𝜋, 𝜔)
𝑒−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) èëè (𝜋, 𝜔)

̂︀𝑙(𝑒)−→
(̃︀𝜋, ̃︀𝜔)), åñëè ̃︀𝜋 � ðàñøèðåíèå 𝜋 íà ñîáûòèå 𝑒. Â ýòîì ñëó÷àå (𝜋, 𝜔)

(̂︀𝜋,𝑒)−→ (̃︀𝜋, 𝜔𝑒).
Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ðàñøèðåíèå õðîíîëîãèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî

â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñøèðåíèé íà âðåìÿ è îäèíî÷íûå ñîáûòèÿ. Ñôîðìóëèðóåì
äàííûé ôàêò â âèäå ëåììû.

Лемма 3. Пусть (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ). Тогда следующие пункты равносильны:

(1) (𝜋, 𝜔)
(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔), 𝑙(̂︀𝜋,̂︀𝜔) = 𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑛𝜃𝑛 и 𝑛 ≥ 0.

(2) (𝜋, 𝜔) = (𝜋0, 𝜔0)
𝜃0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0)

𝑎1−→ (𝜋1, 𝜔1)
𝜃1−→ . . .

𝑎𝑛−→ (𝜋𝑛, 𝜔𝑛)
𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋𝑛, 𝜔𝑛) = (̃︀𝜋, ̃︀𝜔), где

𝜃𝑖 ∈ R⩾0 (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛), 𝑎𝑗 ∈ 𝐴𝑐𝑡 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛) и 𝑛 ≥ 0.

Определение 15. Пусть 𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′ — НВСП, помеченные над 𝐴𝑐𝑡, ⋆, * ∈ {𝑖𝑛𝑡,𝑝𝑜𝑟,𝑝𝑟𝑐}.

∙ 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ являются ⋆-ïðÿìî áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíûìè (обозначается
𝒯 𝒩 ≈⋆ 𝒯 𝒩 ′), если существует отображение (бисимуляция) 𝑅 ⊆ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ) ×
𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ′) такое, что ((𝜋0, 𝜀), (𝜋

′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅 и для всех ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅 выполня-

ется:

(1) если (𝜋, 𝜔)
(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) для (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ) и

– (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) — расширение (𝜋, 𝜔) на время или событие, в случае ⋆ = 𝑖𝑛𝑡,

тогда существует пара ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅 такая, что (𝜋′, 𝜔′)
(̂︀𝜋′,̂︀𝜔′)−→ (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′) и

– 𝜂(̂︂𝑇𝑁) ≃ 𝜂(̂︂𝑇𝑁 ′
), в случае ⋆ ∈ {𝑖𝑛𝑡,𝑝𝑜𝑟};

– ̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′
, в случае ⋆ = 𝑝𝑟𝑐;

(2) как пункт (1), но роли 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ меняются.

∙ 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ являются *-îáðàòíî ⋆-ïðÿìî áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíûìè (обозна-
чается 𝒯 𝒩 ≈* ⋆ 𝒯 𝒩 ′), если 𝒯 𝒩 ≈⋆ 𝒯 𝒩 ′ с бисимуляцией 𝑅 такой, что для всех
((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅 выполняется:

(3) если (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) (̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (𝜋, 𝜔) и

– (𝜋, 𝜔) — расширение (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) на время или событие, в случае * = 𝑖𝑛𝑡,

тогда существует пара ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅 такая, что (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)
(̂︀𝜋′,̂︀𝜔′)−→ (𝜋′, 𝜔′) и

– 𝜂(̂︂𝑇𝑁) ≃ 𝜂(̂︂𝑇𝑁 ′
), в случае * ∈ {𝑖𝑛𝑡,𝑝𝑜𝑟};

– ̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′
, в случае * = 𝑝𝑟𝑐;

(4) как пункт (3), но роли 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ меняются.
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𝒯 𝒩 9 :

𝑝1𝑝2

𝑝3𝑝4

𝑝5𝑝6𝑝7

𝑝8𝑝9𝑝10

𝑡1, 𝑎[0,0]𝑡2, 𝑐[1,2]

𝑡3, 𝑏[0,0]

𝑡4, 𝑎[0,0]
𝑡5 𝑐[1,2]

𝑡6, 𝑏[0,0]

𝒯 𝒩 10 :

𝑝1𝑝2𝑝3

𝑝4𝑝5

𝑝6𝑝7𝑝8𝑝9

𝑝10𝑝11𝑝12

𝑡1, 𝑎[0,0]
𝑡2 𝑐[1,2]

𝑡3, 𝑎[0,0]

𝑡4, 𝑏[0,0]𝑡5, 𝑏[0,0]

𝑡6, 𝑎[0,0]
𝑡7 𝑐[1,2]

𝑡8, 𝑏[0,0]

Рис. 8. -𝑝𝑟𝑐 ̸⇒ ≈𝑖𝑛𝑡 𝑝𝑜𝑟

Пример 12. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 9 è 𝒯 𝒩 10 íà ðèñ. 8. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 9
�����≈𝑖𝑛𝑡 𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 10.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è 𝒯 𝒩 9 ≈𝑖𝑛𝑡 𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 10, ò. å. ñóùåñòâóåò áèñèìóëÿöèÿ 𝑅,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ îïðåäåëåíèþ 15. Òîãäà ((𝜋0, 𝜀), (𝜋

′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅.

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå 𝜋1 âðåìåííîãî ïðîöåññà 𝜋0, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñðàáàòû-
âàíèþ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåõîäîâ 𝑡6 è 𝑡4, è ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê 𝜔1, îïðåäåëÿþùèé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé 𝑏 𝑎. Çíà÷èò, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 15, ñóùåñòâóåò ïàðà
((𝜋1, 𝜔1),(𝜋

′
1, 𝜔

′
1)) ∈ 𝑅, ãäå 𝜋′

1 � ðàñøèðåíèå 𝜋′
0, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò ïàðàëëåëüíûå

äåéñòâèÿ 𝑏 è 𝑎. Äàííîå ðàñøèðåíèå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü òîëüêî ñðàáàòûâàíèþ ïåðåõî-
äîâ 𝑡8 è 𝑡6 ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 10.

Äàëåå, 𝜋1 è 𝜋′
1 ìîãóò ñäåëàòü õîä íàçàä ïî èñòîðèè íà äåéñòâèå 𝑎, ò. å. 𝜋2 → 𝜋1, 𝜋

′
2 → 𝜋′

1

è ((𝜋2, 𝜔2), (𝜋
′
2, 𝜔

′
2)) ∈ 𝑅.

Âðåìåííîé ïðîöåññ 𝜋′
2 ïîñëå çàäåðæêè â îäèí òàêò âðåìåíè ìîæåò áûòü ðàñøèðåí

äåéñòâèåì 𝑐 äî ïðîöåññà 𝜋′
3, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ âðåìåííîãî ïðîöåññà 𝜋2. Ñëåäîâàòåëüíî,

íå ñóùåñòâóåò ïðîöåññà 𝜋3, è, êàê ñëåäñòâèå, ïàðû ((𝜋3, 𝜔3),(𝜋
′
3, 𝜔

′
3)) ∈ 𝑅, óäîâëåòâîðÿþùåé

îïðåäåëåíèþ 15. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ äàííûì îïðåäåëåíèåì. Çíà÷èò,
𝒯 𝒩 9

�����≈𝑖𝑛𝑡 𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 10.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äàííûõ ÍÂÑÏ èìååò ìåñòî îáû÷íàÿ

áèñèìóëÿöèîííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü â ïðîöåññíîé ñåìàíòèêå, ò. å. 𝒯 𝒩 9 -𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 10.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûé ôàêò äëÿ îáðàòíîé-ïðÿìîé áèñèìóëÿöèè.

Лемма 4. Пусть 𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′ — НВСП, помеченные над 𝐴𝑐𝑡, ⋆,* ∈ {𝑝𝑜𝑟,𝑝𝑟𝑐}. Если
𝑅 : 𝒯 𝒩 ≈* ⋆ 𝒯 𝒩 ′ и ((𝜋0, 𝜀), (𝜋

′, 𝜔′)) ∈ 𝑅, то (𝜋′, 𝜔′) = (𝜋′
0, 𝜀).

Доказательство. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé * = ⋆ = 𝑝𝑜𝑟, îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ àíàëîãè÷íî. Òàê êàê (𝜋′
0, 𝜀)

(𝜋′,𝜔′)−→ (𝜋′, 𝜔′) è ((𝜋0, 𝜀), (𝜋
′, 𝜔′)) ∈ 𝑅, òî ñóùåñòâóåò ïàðà

((𝜋, 𝜔), (𝜋′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅 òàêàÿ, ÷òî (𝜋, 𝜔)

(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (𝜋0, 𝜀) è 𝜂(̂︂𝑇𝑁) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 ′), ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ 15(3). Ïîñêîëüêó 𝜋0 íå èìååò ñîáûòèé, à åäèíñòâåííîå åãî ñå÷åíèå èìååò íóëåâîå
âðåìåííîå çíà÷åíèå, òî (𝜋, 𝜔) = (̂︀𝜋, ̂︀𝜔) = (𝜋0, 𝜀), ò. å. 𝜂(𝑇𝑁0) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 ′). Èç èçîìîðôèçìà
ñëåäóåò, ÷òî â 𝜋′ íå áûëî ñîáûòèé è õîäà âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, (𝜋′, 𝜔′) = (𝜋′

0, 𝜀). □

Îïðåäåëèì îáðàòíóþ-ïðÿìóþ áèñèìóëÿöèîííóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ñî ñëàáûì ñîõðàíå-
íèåì èñòîðèè.
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Определение 16. Пусть 𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′ — НВСП, помеченные над 𝐴𝑐𝑡, ⋆ ∈ {𝑝𝑜𝑟,𝑝𝑟𝑐} и * ∈
{𝑝𝑜𝑟,𝑝𝑟𝑐}.

∙ 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ являются ⋆-ïðÿìî áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíûìè ñî ñëàáûì ñîõðà-
íåíèåì èñòîðèè (обозначается 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ

⋆ 𝒯 𝒩 ′), если существует отображение
(бисимуляция) 𝑅 ⊆ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ) × 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ′) такое, что ((𝜋0, 𝜀), (𝜋

′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅 и для

всех ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅 выполняется:

(1) – 𝜂(𝑇𝑁) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 ′), в случае ⋆ = 𝑝𝑜𝑟;
– 𝑇𝑁 ≃ 𝑇𝑁 ′, в случае ⋆ = 𝑝𝑟𝑐;

(2) если (𝜋, 𝜔) → (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) для (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ), тогда существует пара
((̃︀𝜋, ̃︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅 такая, что (𝜋′, 𝜔′) → (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′);

(3) как пункт (2), но роли 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ меняются.

∙ 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ являются *-îáðàòíî ⋆-ïðÿìî áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíûìè ñî ñëà-
áûì ñîõðàíåíèåì èñòîðèè (обозначается 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ

* ⋆ 𝒯 𝒩 ′), если 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ
⋆ 𝒯 𝒩 ′ с

бисимуляцией 𝑅 такой, что для всех ((𝜋, 𝜔),(𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅 выполняется:

(4) если (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) → (𝜋, 𝜔) тогда существует пара ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔), (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅 такая, что
(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′) → (𝜋′, 𝜔′);

(5) как пункт (4), но роли 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ меняются.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî â êîíòåêñòå ïðèâåäåííûõ âûøå áèñèìóëÿöèé ñåìàíòèêà èí-
òåðëèâèíãà (𝑖𝑛𝑡) áóäåò ñîâïàäàòü ñ ñåìàíòèêîé ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà (𝑝𝑜𝑟) êàê â ïðÿìîì,
òàê è â îáðàòíîì íàïðàâëåíèÿõ.

Пример 13. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 11 è 𝒯 𝒩 12 íà ðèñ. 9. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 11

����≈𝑤ℎ
𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 12.

Ïðåäïîëîæèì ýòî íå òàê, ò. å. ñóùåñòâóåò áèñèìóëÿöèÿ 𝑅, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïðåäåëå-
íèþ 16. Òîãäà ((𝜋0, 𝜀), (𝜋

′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅.

Ðàññìîòðèì õðîíîëîãèþ (𝜋′
1, 𝜔

′
1) (ðàñøèðåíèå (𝜋

′
0, 𝜀)), ñîîòâåòñòâóþùóþ ñðàáàòûâàíèþ

ïåðåõîäà 𝑡5 ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 12 ïîñëå âðåìåííîé çàäåðæêè 2. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 16,
ñóùåñòâóåò ((𝜋1, 𝜔1), (𝜋

′
1, 𝜔

′
1)) ∈ 𝑅 òàêàÿ, ÷òî (𝜋0, 𝜀) → (𝜋1, 𝜔1) è 𝜂(𝑇𝑁1) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 ′

1). Âèäíî,
÷òî (𝜋1, 𝜔1) â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò ñðàáàòûâàíèþ ïåðåõîäà 𝑡2 ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 11.

Äàëåå, (𝜋1, 𝜔1) ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äåéñòâèåì 𝑏 äî õðîíîëîãèè (𝜋2, 𝜔2) òàê, ÷òî
äåéñòâèå 𝑎 áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðè÷èíîé äëÿ äåéñòâèÿ 𝑏. Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó (𝜋1, 𝜔1) →
(𝜋2, 𝜔2), òî äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïàðà ((𝜋2, 𝜔2),(𝜋

′
2, 𝜔

′
2)) ∈ 𝑅 òàêàÿ, ÷òî (𝜋′

1, 𝜔
′
1) → (𝜋′

2, 𝜔
′
2)

è 𝜂(𝑇𝑁2) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 ′
2), ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 16. Âèäíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèÿ äëÿ

𝜋′
1, â êîòîðîì äåéñòâèå 𝑏 ñëåäîâàëî áû ïî ïðè÷èíå çà äåéñòâèåì 𝑎, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, 𝒯 𝒩 11

����≈𝑤ℎ
𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 12.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî 𝒯 𝒩 11 ≈𝑖𝑛𝑡 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 12.
Òàêæå îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñèëüíîé âðåìåííîé ñòðàòåãèè ñåòè áóäóò èìåòü ñõîæåå

ïîâåäåíèå, ïîñêîëüêó ïåðåõîä äåéñòâèÿ 𝑎 ñ âðåìåííûì èíòåðâàëîì [0,1] áóäåò îáÿçàí ñðà-
áîòàòü ðàíüøå äðóãèõ.

3.5. Иерархия эквивалентностей. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âçàèìîñâÿçè îáðàòíûõ-ïðÿìûõ
ýêâèâàëåíòíîñòåé è îáû÷íûõ áèñèìóëÿöèîííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ
ñåìàíòèê.
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𝒯 𝒩 11 :
𝑝1 𝑝2

𝑝3

𝑝4

𝑝5

𝑝6

𝑡1, 𝑎[0,1]

𝑡2, 𝑎[2,3]

𝑡3, 𝑏[0,1]

𝑡4, 𝑏[2,3]

𝒯 𝒩 12 :
𝑝1

𝑝7

𝑝2

𝑝3

𝑝4

𝑝5

𝑝6

𝑡5, 𝑎[2,2]

𝑡1, 𝑎[0,1]

𝑡2, 𝑎[2,3]

𝑡3, 𝑏[0,1]

𝑡4, 𝑏[2,3]

Рис. 9. ≈𝑖𝑛𝑡 𝑝𝑟𝑐 ̸⇒ ≈𝑤ℎ
𝑝𝑜𝑟

Теорема 3. Для НВСП 𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′, ⋆ ∈ {𝑖𝑛𝑡, 𝑝𝑜𝑟, 𝑝𝑟𝑐} выполняется:

(а) 𝒯 𝒩 -⋆ 𝒯 𝒩 ′ ⇐⇒ 𝒯 𝒩 ≈ ⋆ 𝒯 𝒩 ′;

(б) 𝒯 𝒩 ≈ 𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′ ⇐⇒ 𝒯 𝒩 ≈𝑖𝑛𝑡 𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′;

(в) 𝒯 𝒩 ≈⋆ 𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′ ⇐⇒ 𝒯 𝒩 ≈⋆ ⋆ 𝒯 𝒩 ′;

Доказательство. Ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ⋆ = 𝑝𝑟𝑐 (äîêàçàòåëüñòâî îñòàëüíûõ
ñëó÷àåâ àíàëîãè÷íî).

(à) ⇒ Ïóñòü 𝒯 𝒩 -𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñèìóëÿöèåé 𝑅1. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 ≈ 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñè-
ìóëÿöèåé 𝑅2 = {((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) | (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅1, 𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁), 𝜔′ ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁 ′)}.
Ïî îïðåäåëåíèþ 12, (𝜋0, 𝜋

′
0) ∈ 𝑅1. Çíà÷èò, ((𝜋0, 𝜀), (𝜋

′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅2, òàê êàê 𝜀 ∈

𝒢ℛℱ(𝑇𝑁0) ∩ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁 ′
0).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅2. Òîãäà (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅1, 𝜔 ∈
𝒢ℛℱ(𝑇𝑁) è 𝜔′ ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁 ′).

(1) Ïóñòü (𝜋, 𝜔)
(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) äëÿ íåêîòîðîãî (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ), ò. å. ̃︀𝜔 ∈

𝒢ℛℱ(̃︂𝑇𝑁) è 𝜋
̂︀𝜋−→ ̃︀𝜋. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 12 è (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅1, ñóùåñòâóåò

ïàðà (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî 𝜋′ ̂︀𝜋′
−→ ̃︀𝜋′ è ̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′

. Áëàãîäàðÿ ïðåäëîæå-

íèþ 1, íàéäåòñÿ ãðàôèê ̂︀𝜔′ ∈ 𝒢ℛℱ(̂︂𝑇𝑁 ′
). Ïîñêîëüêó ̃︂𝑇𝑁 ′

� ðàñøèðåíèå 𝑇𝑁 ′

íà ̂︂𝑇𝑁 ′
, òî 𝜔′̂︀𝜔′ ∈ 𝒢ℛℱ(̃︂𝑇𝑁 ′

) è ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔), (̃︀𝜋′, 𝜔′̂︀𝜔′)) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 )×𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ′).

Ñëåäîâàòåëüíî, ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔), (̃︀𝜋′, 𝜔′̂︀𝜔′)) ∈ 𝑅2, (𝜋
′, 𝜔′)

(̂︀𝜋′,̂︀𝜔′)−→ (̃︀𝜋′, 𝜔′̂︀𝜔′) è ̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′
.

(2) Êàê ïóíêò (1), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 15 è ïóíêòîâ (1�2), 𝑅2 : 𝒯 𝒩 ≈ 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′.

⇐ Ïóñòü 𝑅1 : 𝒯 𝒩 ≈ 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 -𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñèìóëÿöèåé
𝑅2 = {(𝜋, 𝜋′) | ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅1}.
Ïî îïðåäåëåíèþ 15, ((𝜋0, 𝜀), (𝜋

′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅1. Çíà÷èò, (𝜋0, 𝜋

′
0) ∈ 𝑅2 ̸= ∅.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ((𝜋, 𝜔), (𝜋
′, 𝜔′)) ∈

𝑅1.

(1) Ïóñòü 𝜋
̂︀𝜋−→ ̃︀𝜋 äëÿ ̃︀𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1, ñóùåñòâóåò̂︀𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(̂︂𝑇𝑁). Çíà÷èò, (𝜋, 𝜔)

(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (̃︀𝜋, 𝜔̂︀𝜔). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 15(1),

ñóùåñòâóåò ïàðà ((̃︀𝜋, 𝜔̂︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî (𝜋′, 𝜔′)
(̂︀𝜋′,̂︀𝜔′)−→ (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′) è̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′

. Ñëåäîâàòåëüíî, (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′) ∈ 𝑅2, 𝜋
′ ̂︀𝜋′
−→ ̃︀𝜋′ è ̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′

.
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(2) Êàê ïóíêò (1), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 12 è ïóíêòîâ (1�2), 𝑅2 : 𝒯 𝒩 -𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′.

(á) ⇒ Ïóñòü 𝒯 𝒩 ≈ 𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñèìóëÿöèåé 𝑅1. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 ≈𝑖𝑛𝑡 𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′ ñ
áèñèìóëÿöèåé 𝑅2 = {((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅1 | 𝑙(𝜋, 𝜔) = 𝑙(𝜋′, 𝜔′) = 𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑛𝜃𝑛,

𝑛 ≥ 0, (𝜋0, 𝜔0 = 𝜀)
𝜃0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0)

𝑎1−→ (𝜋1, 𝜔1)
𝜃1−→ . . .

𝑎𝑛−→ (𝜋𝑛, 𝜔𝑛)
𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋𝑛, 𝜔𝑛) =

(𝜋, 𝜔), (𝜋′
0, 𝜔

′
0 = 𝜀)

𝜃0−→ (̃︀𝜋′
0, 𝜔

′
0)

𝑎1−→ (𝜋′
1, 𝜔

′
1)

𝜃1−→ . . .
𝑎𝑛−→ (𝜋′

𝑛, 𝜔
′
𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋′
𝑛, 𝜔

′
𝑛) =

(𝜋′, 𝜔′), ((𝜋𝑖, 𝜔𝑖),(𝜋
′
𝑖, 𝜔

′
𝑖)), ((̃︀𝜋𝑖, 𝜔𝑖),(̃︀𝜋′

𝑖, 𝜔
′
𝑖)) ∈ 𝑅1, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}.

Ïî îïðåäåëåíèþ 15, ((𝜋0, 𝜀), (𝜋
′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅1. Òàê êàê 𝑙(𝜋0, 𝜀) = 𝑙(𝜋′

0, 𝜀) = 0,

(𝜋0, 𝜀)
0−→ (𝜋0, 𝜀) è (𝜋′

0, 𝜀)
0−→ (𝜋′

0, 𝜀), òî ((𝜋0, 𝜀), (𝜋
′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅2.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅2. Òîãäà 𝑙(𝜋, 𝜔) =

𝑙(𝜋′, 𝜔′) = 𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑛𝜃𝑛 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑛 ≥ 0. Êðîìå òîãî, (𝜋0, 𝜔0)
𝜃0−→

(̃︀𝜋0, 𝜔0)
𝑎1−→ (𝜋1, 𝜔1)

𝜃1−→ . . .
𝑎𝑛−→ (𝜋𝑛, 𝜔𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋𝑛, 𝜔𝑛) = (𝜋, 𝜔), (𝜋′
0, 𝜔

′
0)

𝜃0−→
(̃︀𝜋′

0, 𝜔
′
0)

𝑎1−→ (𝜋′
1, 𝜔

′
1)

𝜃1−→ . . .
𝑎𝑛−→ (𝜋′

𝑛, 𝜔
′
𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋′
𝑛, 𝜔

′
𝑛) = (𝜋′, 𝜔′) è

((𝜋𝑖, 𝜔𝑖),(𝜋
′
𝑖, 𝜔

′
𝑖)), ((̃︀𝜋𝑖, 𝜔𝑖),(̃︀𝜋′

𝑖, 𝜔
′
𝑖)) ∈ 𝑅1 äëÿ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

(1) Ïðåäïîëîæèì (𝜋, 𝜔)
(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) äëÿ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ) è (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) � ðàñøèðå-

íèå (𝜋, 𝜔) íà âðåìÿ èëè ñîáûòèå. Òîãäà (𝜋, 𝜔)
𝑥−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔), ãäå 𝑥 ∈ R⩾0 ∪ 𝐴𝑐𝑡.

Ïî îïðåäåëåíèþ 15, ñóùåñòâóåò ïàðà ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî

(𝜋′, 𝜔′)
(̂︀𝜋′,̂︀𝜔′)−→ (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′) è 𝜂(̂︂𝑇𝑁) ≃ 𝜂(̂︂𝑇𝑁 ′

), ò. å. (𝜋′, 𝜔′)
𝑥−→ (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′). Êðîìå òî-

ãî, ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅2, ïîñêîëüêó 𝑙(̃︀𝜋, ̃︀𝜔) = 𝑙(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′).
(2) Êàê ïóíêò (1), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

(3) Ïðåäïîëîæèì (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) (̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (𝜋, 𝜔) è (𝜋, 𝜔) � ðàñøèðåíèå (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) íà âðåìÿ èëè
ñîáûòèå, ò. å. (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) 𝑥−→ (𝜋, 𝜔) è 𝑥 ∈ R⩾0∪𝐴𝑐𝑡. Òîãäà (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) = (̃︀𝜋𝑛−1, 𝜔𝑛−1)

𝑥=𝑎𝑛−→
(𝜋, 𝜔) èëè (𝜋𝑛, 𝜔𝑛)

𝜃𝑛−𝑥−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) 𝑥−→ (𝜋, 𝜔), ïîñêîëüêó (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) � ïðåôèêñ (𝜋, 𝜔).
Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïàðà ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)

𝑥−→ (𝜋′, 𝜔′),

ò. å. (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)
(̂︀𝜋′,̂︀𝜔′)−→ (𝜋′, 𝜔′) è 𝜂(̂︂𝑇𝑁) ≃ 𝜂(̂︂𝑇𝑁 ′

). Êðîìå òîãî, ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅2,
ïîñêîëüêó 𝑙(̃︀𝜋, ̃︀𝜔) = 𝑙(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′).

(4) Êàê ïóíêò (3), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 15 è ïóíêòîâ (1�4), 𝒯 𝒩 ≈𝑖𝑛𝑡 𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′.

⇐ Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 15.

(â) ⇒ Ïóñòü 𝑅 : 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑟𝑐 𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′. Ïîêàæåì, ÷òî 𝑅 : 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′.

Ïî îïðåäåëåíèþ 15, ((𝜋0, 𝜀), (𝜋
′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅.

(1) Ïóñòü (𝜋, 𝜔)
(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) äëÿ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ) è 𝑙(̂︀𝜋,̂︀𝜔) = 𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑛𝜃𝑛

äëÿ íåêîòîðîãî 𝑛 ≥ 0. Ñîãëàñíî ëåììå 3, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ðàñøèðåíèé âèäà (𝜋, 𝜔) = (𝜋0, 𝜔0)
𝜃0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0)

𝑎1−→ (𝜋1, 𝜔1)
𝜃1−→ . . .

𝑎𝑛−→
(𝜋𝑛, 𝜔𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋𝑛, 𝜔𝑛) = (̃︀𝜋, ̃︀𝜔). Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïóíêò (1) îïðå-
äåëåíèÿ 15 äëÿ 𝑖𝑛𝑡 ñëó÷àÿ, ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå ïàð ((𝜋𝑖, 𝜔𝑖), (𝜋𝑖′, 𝜔𝑖′)),

((̃︀𝜋𝑖, 𝜔𝑖), (̃︀𝜋𝑖′, 𝜔𝑖′)) ∈ 𝑅 (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) òàêèõ, ÷òî (𝜋′, 𝜔′) = (𝜋0′, 𝜔0′)
𝜃0−→

(̃︀𝜋0′, 𝜔0′)
𝑎1−→ (𝜋1′, 𝜔1′)

𝜃1−→ . . .
𝑎𝑛−→ (𝜋𝑛′, 𝜔𝑛′)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋𝑛′, 𝜔𝑛′) = (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′). Çíà÷èò,

ïî ëåììå 3, (𝜋′, 𝜔′)
(̂︀𝜋′,̂︀𝜔′)−→ (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′), ãäå 𝑙(̂︀𝜋′,̂︀𝜔′) = 𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑛𝜃𝑛 = 𝑙(̂︀𝜋,̂︀𝜔).
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Ïîêàæåì, ÷òî ̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′
. Ïîñêîëüêó ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅 è (𝜋, 𝜔)

(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔),
òî ñóùåñòâóåò ((𝜋, 𝜔),(𝜋*, 𝜔*)) ∈ 𝑅 òàêàÿ, ÷òî (𝜋*, 𝜔*)

(̂︀𝜋*,̂︀𝜔*)−→ (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′) è

𝛾 : ̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁*
, ïî îïðåäåëåíèþ 15(3). Â ñèëó èçîìîðôèçìà, | ̂︀𝐸*| = | ̂︀𝐸|

è ̂︀𝜏 *(∙ ̂︀𝑁*) = ̂︀𝜏 *(𝛾(∙ ̂︀𝑁)) = ̂︀𝜏(∙ ̂︀𝑁) = 𝜃0. Òîãäà |̂︀𝜔*| = |̂︀𝜔| = |̂︀𝜔′| = 𝑛, ïî-
ñêîëüêó â ãðàôèêàõ êàæäîå ñîáûòèå ïðèñóòñòâóåò ðîâíî îäèí ðàç. Òàê êàê̂︀𝜔* è ̂︀𝜔′ ÿâëÿþòñÿ îêîí÷àíèÿìè ̃︀𝜔′ îäèíàêîâîé äëèíû, òî ̂︀𝜔* = ̂︀𝜔′. Êàê

ñëåäñòâèå, ̂︀𝐸* = ̂︀𝐸 ′. Çíà÷èò, ̂︂𝑇𝑁*
ñîâïàäàåò ñ ̂︂𝑇𝑁 ′

, ñîãëàñíî êîíñòðóê-

öèè ðàñøèðåíèÿ ̃︂𝑇𝑁 ′
è ðàâåíñòâó âðåìåííûõ çíà÷åíèé ãðàíè÷íûõ ñå÷åíèé

(̂︀𝜏 *(∙ ̂︀𝑁*) = 𝜃0 = ̂︀𝜏 ′(∙ ̂︀𝑁 ′)). Ñëåäîâàòåëüíî, ̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′
.

(2) Êàê ïóíêò (1), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

Èç 𝑅 : 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑟𝑐 𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′ ñëåäóåò 𝑅 : 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 15
è ïóíêòîâ (1�2).

⇐ Ïîñêîëüêó èç èçîìîðôèçìà ÂÏÑÑ ñëåäóåò èçîìîðôèçì åãî Â×ÓÌ ñîáûòèé, òî
èç 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ñëåäóåò 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑟𝑐 𝑖𝑛𝑡 𝒯 𝒩 ′, ïî îïðåäåëåíèþ 15. □

Äàëåå, ñðàâíèì ýêâèâàëåíòíîñòè ñî ñëàáûì ñîõðàíåíèåì èñòîðèè.

Теорема 4. Для НВСП 𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′, помеченных над 𝐴𝑐𝑡, и ⋆ ∈ {𝑝𝑜𝑟, 𝑝𝑟𝑐} выполняется:

𝒯 𝒩 -𝑤ℎ
⋆ 𝒯 𝒩 ′ ⇐⇒ 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ

⋆ 𝒯 𝒩 ′ ⇐⇒ 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ
⋆ ⋆ 𝒯 𝒩 ′.

Доказательство. Ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ⋆ = 𝑝𝑟𝑐 (äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ ⋆ =
𝑝𝑜𝑟 àíàëîãè÷íî).

∙ 𝒯 𝒩 -𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ⇒ 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ

𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′.

Ïóñòü 𝒯 𝒩 -𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñèìóëÿöèåé 𝑅1. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ

𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñèìó-
ëÿöèåé 𝑅2 = {((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) | (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅1, 𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁), 𝜔′ ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁 ′)}.

Ïî îïðåäåëåíèþ 13, (𝜋0, 𝜋
′
0) ∈ 𝑅1. Çíà÷èò, ((𝜋0, 𝜀), (𝜋

′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅2, òàê êàê 𝜀 ∈

𝒢ℛℱ(𝑇𝑁0) ∩ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁 ′
0).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅2. Òîãäà (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅1, 𝜔 ∈
𝒢ℛℱ(𝑇𝑁) è 𝜔′ ∈ 𝒢ℛℱ(𝑇𝑁 ′).

(1) 𝑇𝑁 ≃ 𝑇𝑁 ′, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 13(1).

(2) Ïóñòü (𝜋, 𝜔) → (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) äëÿ íåêîòîðîãî (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ), ò. å. ̃︀𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(̃︂𝑇𝑁) è
𝜋 → ̃︀𝜋. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 13(2) è (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅1, ñóùåñòâóåò ïàðà (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′) ∈
𝑅1 òàêàÿ, ÷òî 𝜋′ ̂︀𝜋′

−→ ̃︀𝜋′. Áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåíèþ 1, íàéäåòñÿ ãðàôèê ̂︀𝜔′ ∈
𝒢ℛℱ(̂︂𝑇𝑁 ′

). Ïîñêîëüêó ̃︂𝑇𝑁 ′
� ðàñøèðåíèå 𝑇𝑁 ′ íà ̂︂𝑇𝑁 ′

, òî 𝜔′̂︀𝜔′ ∈ 𝒢ℛℱ(̃︂𝑇𝑁 ′
) è

((̃︀𝜋, ̃︀𝜔), (̃︀𝜋′, 𝜔′̂︀𝜔′)) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 )×𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ′). Ñëåäîâàòåëüíî, ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔), (̃︀𝜋′, 𝜔′̂︀𝜔′)) ∈
𝑅2, (𝜋

′, 𝜔′) → (̃︀𝜋′, 𝜔′̂︀𝜔′).

(3) Êàê ïóíêò (2), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 16 è ïóíêòîâ (1�3), 𝑅2 : 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′.
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∙ 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ⇒ 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ

𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′.

Ïóñòü 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñèìóëÿöèåé 𝑅1. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ

𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñè-
ìóëÿöèåé 𝑅2 = {((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅1 | 𝑙(𝜋, 𝜔) = 𝑙(𝜋′, 𝜔′) = 𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑛𝜃𝑛, 𝑛 ≥ 0,

(𝜋0, 𝜔0 = 𝜀)
𝜃0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0)

𝑎1−→ (𝜋1, 𝜔1)
𝜃1−→ . . .

𝑎𝑛−→ (𝜋𝑛, 𝜔𝑛)
𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋𝑛, 𝜔𝑛) = (𝜋, 𝜔),

(𝜋′
0, 𝜔

′
0 = 𝜀)

𝜃0−→ (̃︀𝜋′
0, 𝜔

′
0)

𝑎1−→ (𝜋′
1, 𝜔

′
1)

𝜃1−→ . . .
𝑎𝑛−→ (𝜋′

𝑛, 𝜔
′
𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋′
𝑛, 𝜔

′
𝑛) = (𝜋′, 𝜔′),

((𝜋𝑖, 𝜔𝑖),(𝜋
′
𝑖, 𝜔

′
𝑖)), ((̃︀𝜋𝑖, 𝜔𝑖),(̃︀𝜋′

𝑖, 𝜔
′
𝑖)) ∈ 𝑅1, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}.

Ïî îïðåäåëåíèþ 16, ((𝜋0, 𝜀), (𝜋
′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅1. Òàê êàê 𝑙(𝜋0, 𝜀) = 𝑙(𝜋′

0, 𝜀) = 0, (𝜋0, 𝜀)
0−→

(𝜋0, 𝜀) è (𝜋′
0, 𝜀)

0−→ (𝜋′
0, 𝜀), òî ((𝜋0, 𝜀), (𝜋

′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅2.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅2. Òîãäà 𝑙(𝜋, 𝜔) = 𝑙(𝜋′, 𝜔′) =

𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑛𝜃𝑛 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑛 ≥ 0. Êðîìå òîãî, (𝜋0, 𝜔0 = 𝜀)
𝜃0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0)

𝑎1−→
(𝜋1, 𝜔1)

𝜃1−→ . . .
𝑎𝑛−→ (𝜋𝑛, 𝜔𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋𝑛, 𝜔𝑛) = (𝜋, 𝜔), (𝜋′
0, 𝜔

′
0 = 𝜀)

𝜃0−→ (̃︀𝜋′
0, 𝜔

′
0)

𝑎1−→
(𝜋′

1, 𝜔
′
1)

𝜃1−→ . . .
𝑎𝑛−→ (𝜋′

𝑛, 𝜔
′
𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋′
𝑛, 𝜔

′
𝑛) = (𝜋′, 𝜔′) è ((𝜋𝑖, 𝜔𝑖),(𝜋

′
𝑖, 𝜔

′
𝑖)), ((̃︀𝜋𝑖, 𝜔𝑖),(̃︀𝜋′

𝑖, 𝜔
′
𝑖)) ∈

𝑅1 äëÿ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

(1) Ïîñêîëüêó ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅1, òî 𝑇𝑁 ≃ 𝑇𝑁 ′, ïî îïðåäåëåíèþ 16.

(2) Ïðåäïîëîæèì (𝜋, 𝜔)
(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) äëÿ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ) è 𝑙(̂︀𝜋, ̂︀𝜔) = 𝜃′0𝑎

′
1𝜃

′
1 . . . 𝑎

′
𝑚𝜃

′
𝑚

(𝑚 ≥ 0). Òîãäà, ïî ëåììå 3, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñøèðåíèé (𝜋, 𝜔) =

(𝜋0, 𝜔0)
𝜃′0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0)

𝑎′1−→ (𝜋1, 𝜔1)
𝜃′1−→ . . .

𝑎′𝑚−→ (𝜋𝑚, 𝜔𝑚)
𝜃′𝑚−→ (̃︀𝜋𝑚, 𝜔𝑚) = (̃︀𝜋, ̃︀𝜔).

Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, ÷òî ñóùåñòâóþò ïàðû
((𝜋𝑗, 𝜔𝑗), (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)), ((̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗), (̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)) ∈ 𝑅2 òàêèå, ÷òî (𝜋′, 𝜔′) → (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′) è
(𝜋′, 𝜔′) → (̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′).

(𝑗 = 0) Ïóñòü (𝜋0′, 𝜔0′) = (𝜋′, 𝜔′). Òîãäà, ((𝜋0, 𝜔0),(𝜋0′, 𝜔0′)) ∈ 𝑅2 è (𝜋′, 𝜔′) → (𝜋0′, 𝜔0′).

Ïîñêîëüêó (𝜋, 𝜔)
𝜃′0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0) è ((𝜋, 𝜔),(𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅1, òî ñóùåñòâóåò ïà-

ðà ((̃︀𝜋0, 𝜔0), (̃︀𝜋0′, 𝜔0′)) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî (𝜋′, 𝜔′) → (̃︀𝜋0′, 𝜔0′) è ̃︂𝑇𝑁0
≃ ̃︂𝑇𝑁0′

,

ïî îïðåäåëåíèþ 16. Â ñèëó èçîìîðôèçìà, (𝜋′, 𝜔′)
𝜃′0−→ (̃︀𝜋0′, 𝜔0′). Òîãäà

(𝜋𝑛, 𝜔𝑛)
𝜃𝑛−→ (𝜋, 𝜔)

𝜃′0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0) è (𝜋′
𝑛, 𝜔

′
𝑛)

𝜃𝑛−→ (𝜋′, 𝜔′)
𝜃′0−→ (̃︀𝜋0′, 𝜔0′), ò. å.

(𝜋𝑛, 𝜔𝑛)
𝜃𝑛+𝜃′0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0) è (𝜋′

𝑛, 𝜔
′
𝑛)

𝜃𝑛+𝜃′0−→ (̃︀𝜋0′, 𝜔0′). Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑙(̃︀𝜋0′, 𝜔0′) =
𝑙(̃︀𝜋0, 𝜔0) = 𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑛(𝜃𝑛 + 𝜃′0), ïî ëåììå 3, è ((̃︀𝜋0, 𝜔0), (̃︀𝜋0′, 𝜔0′)) ∈ 𝑅2 òàê
êàê ((̃︀𝜋0, 𝜔0), (̃︀𝜋0′, 𝜔0′)) ∈ 𝑅1.

(𝑗 > 0) Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò ((̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1),(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)) ∈ 𝑅2

òàêàÿ, ÷òî (𝜋′, 𝜔′) → (̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′). Òîãäà 𝑙(̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1) = 𝑙(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′) è
((̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1),(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)) ∈ 𝑅1.

Ïîñêîëüêó (̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1)
𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗, 𝜔𝑗), òî ñóùåñòâóåò ((𝜋𝑗, 𝜔𝑗),(𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)) ∈ 𝑅1

òàêàÿ, ÷òî (𝜋′, 𝜔′) → (̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′) → (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′) è 𝑇𝑁 𝑗 ≃ 𝑇𝑁 𝑗′, ïî îïðåäåëå-

íèþ 16. Â ñèëó èçîìîðôèçìà, (̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)
𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′), ò. å. 𝑙(𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′) =

𝑙(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)𝑎′𝑗0 = 𝑙(𝜋𝑗, 𝜔𝑗). Ñëåäîâàòåëüíî, ((𝜋𝑗, 𝜔𝑗),(𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)) ∈ 𝑅2, òàê

êàê ((̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1),(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)) ∈ 𝑅2, (̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1)
𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗, 𝜔𝑗)

0−→ (𝜋𝑗, 𝜔𝑗),

(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)
𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)

0−→ (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′) è ((𝜋𝑗, 𝜔𝑗),(𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)) ∈ 𝑅1.
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Àíàëîãè÷íî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 16, èç (𝜋𝑗, 𝜔𝑗)
𝜃′𝑗−→ (̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗) ñëå-

äóåò ñóùåñòâîâàíèå ((̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗),(̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)) ∈ 𝑅1 òàêîé, ÷òî (𝜋′, 𝜔′) →
(𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′) → (̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′), 𝑇𝑁 𝑗 ≃ 𝑇𝑁 𝑗′. Â ñèëó èçîìîðôèçìà,

(𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)
𝜃′𝑗−→ (̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′) è 𝑙(̃︀𝜋𝑗′, ̃︀𝜔𝑗′) = 𝑙(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)𝑎′𝑗𝜃

′
𝑗 = 𝑙(̃︀𝜋𝑗, ̃︀𝜔𝑗). Çíà-

÷èò, ((̃︀𝜋𝑗, ̃︀𝜔𝑗),(̃︀𝜋𝑗′, ̃︀𝜔𝑗′)) ∈ 𝑅2, òàê êàê ((̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1),(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)) ∈ 𝑅2,

(̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1)
𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗, 𝜔𝑗)

𝜃′𝑗−→ (̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗), (̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)
𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)

𝜃′𝑗−→ (̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)
è ((𝜋𝑗, 𝜔𝑗),(𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)), ((̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗),(̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)) ∈ 𝑅1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïàðà ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔), (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) = ((̃︀𝜋𝑚, 𝜔𝑚), (̃︀𝜋𝑚′, 𝜔𝑚′)) ∈ 𝑅2

òàêàÿ, ÷òî (𝜋′, 𝜔′) → (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′).

(3) Êàê ïóíêò (2), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

(4) Ïðåäïîëîæèì (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) → (𝜋, 𝜔). Òîãäà 𝑙(̃︀𝜋, ̃︀𝜔) = 𝜃0𝑎1 . . . 𝜃𝑚−1𝑎𝑚𝜃 äëÿ íåêîòîðîãî

𝑚 ≤ 𝑛 è 𝜃 ≤ 𝜃𝑚 ∈ R⩾0, òàê êàê ̃︀𝜔 ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì 𝜔. Êðîìå òîãî, (𝜋0, 𝜔0)
𝜃0−→

(̃︀𝜋0, 𝜔0)
𝑎1−→ . . .

𝑎𝑚−→ (𝜋𝑚, 𝜔𝑚)
𝜃−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔 = 𝜔𝑚)

𝜃𝑚−𝜃−→ (̃︀𝜋𝑚, 𝜔𝑚)
𝑎𝑚+1−→ . . .

𝑎𝑛−→
(𝜋𝑛, 𝜔𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋𝑛, 𝜔𝑛) = (𝜋, 𝜔), ñîãëàñíî ëåììå 3. Ïîñêîëüêó (𝜋𝑚, 𝜔𝑚) ∈ 𝑅1, òî ñó-

ùåñòâóåò ïàðà ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔), (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî (𝜋′
𝑚, 𝜔

′
𝑚) → (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′) è ̃︂𝑇𝑁 ≃ ̃︂𝑇𝑁 ′

,

ïî îïðåäåëåíèþ 16. Â ñèëó èçîìîðôèçìà, (𝜋′
𝑚, 𝜔

′
𝑚)

𝜃−→ (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′) è, êàê ñëåäñòâèå,

(𝜋′
0, 𝜔0)

𝜃0−→ (̃︀𝜋′
0, 𝜔

′
0)

𝑎1−→ . . .
𝑎𝑚−→ (𝜋′

𝑚, 𝜔
′
𝑚)

𝜃−→ (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′ = 𝜔′
𝑚)

𝜃𝑚−𝜃−→ (̃︀𝜋′
𝑚, 𝜔

′
𝑚)

𝑎𝑚+1−→
. . .

𝑎𝑛−→ (𝜋′
𝑛, 𝜔

′
𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋′
𝑛, 𝜔

′
𝑛) = (𝜋′, 𝜔′), ò. å. 𝑙(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′) = 𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑚𝜃 = 𝑙(̃︀𝜋, ̃︀𝜔).

Çíà÷èò, ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅2, òàê êàê (𝜋𝑚, 𝜔𝑚)
𝜃−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔), (𝜋′

𝑚, 𝜔
′
𝑚)

𝜃−→ (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′) è
((𝜋𝑖, 𝜔𝑖), (𝜋

′
𝑖, 𝜔

′
𝑖)), ((̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗), (̃︀𝜋′

𝑗, 𝜔
′
𝑗)), ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔), (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅1 äëÿ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 è 0 ≤ 𝑗 <

𝑚. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅2 òàêàÿ, ÷òî (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′) → (𝜋′, 𝜔′).

(5) Êàê ïóíêò (4), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 16 è ïóíêòîâ (1�5), 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′.

∙ 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ⇒ 𝒯 𝒩 -𝑤ℎ

𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′.

Ïóñòü 𝑅1 : 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 -𝑤ℎ

𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñèìóëÿöèåé 𝑅2 =
{(𝜋, 𝜋′) | ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅1}.
Ïî îïðåäåëåíèþ 16, ((𝜋0, 𝜀), (𝜋

′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅1. Çíà÷èò, (𝜋0, 𝜋

′
0) ∈ 𝑅2 ̸= ∅.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅2.

(1) 𝑇𝑁 ≃ 𝑇𝑁 ′, ïî îïðåäåëåíèþ 16.

(2) Ïóñòü 𝜋
̂︀𝜋−→ ̃︀𝜋 äëÿ ̃︀𝜋 ∈ 𝒫ℛ𝒞(𝒯 𝒩 ). Èç (𝜋, 𝜋′) ∈ 𝑅2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïà-

ðû ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅1. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1, ñóùåñòâóåò ̂︀𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(̂︂𝑇𝑁).

Çíà÷èò, (𝜋, 𝜔)
(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (̃︀𝜋, 𝜔̂︀𝜔). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 16(2), ñóùåñòâóåò ïàðà

((̃︀𝜋, 𝜔̂︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî (𝜋′, 𝜔′) → (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′). Ñëåäîâàòåëüíî, (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′) ∈ 𝑅2 è
𝜋′ → ̃︀𝜋′.

(3) Êàê ïóíêò (2), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 13 è ïóíêòîâ (1�3), 𝑅2 : 𝒯 𝒩 -𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′. □
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𝒯 𝒩 13 :

𝑝1

𝑝2

𝑝6

𝑝3

𝑝4

𝑝5

𝑡4, 𝑎[1,0]

𝑡1, 𝑎[1,0]

𝑡2, 𝑏[2,3]

𝑡3, 𝑏[2,3]

𝒯 𝒩 14 :

𝑝1

𝑝2

𝑝3

𝑝4

𝑝5

𝑡1, 𝑎[1,0]

𝑡2, 𝑏[2,3]

𝑡3, 𝑏[2,3]

Рис. 10. ≈𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑐 ̸⇒ -𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐

Пример 14. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 13 è 𝒯 𝒩 14 íà ðèñ. 10. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 13

��
��-𝑤ℎ

𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 14.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. ñóùåñòâóåò áèñèìóëÿöèÿ𝑅 èç îïðåäåëåíèÿ 13. Òîãäà (𝜋0, 𝜋

′
0) ∈

𝑅.
Ïóñòü 𝜋1 � ðàñøèðåíèå 𝜋0, ñîîòâåòñòâóþùåå ñðàáàòûâàíèþ ïåðåõîäà 𝑡4 ñ åäèíè÷íîé

âðåìåííîé çàäåðæêîé, ò. å. 𝜋0 → 𝜋1. Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ 13, ñóùåñòâóåò ïàðà (𝜋1, 𝜋
′
1) ∈

𝑅 òàêàÿ, ÷òî 𝜋′
0 → 𝜋′

1 è 𝑇𝑁1 ≃ 𝑇𝑁 ′
1. Â ýòîì ñëó÷àå 𝜋′

1 ñîîòâåòñòâóåò ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà
𝑡1 ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 14.

Äàëåå, 𝜋′
1 ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî äî âðåìåííîãî ïðîöåññà 𝜋′

2 â ðåçóëüòàòå ñðàáàòûâà-
íèÿ ïåðåõîäà 𝑡3 ñ âðåìåííîé çàäåðæêîé 2. Àíàëîãè÷íî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 13, äîëæíà
ñóùåñòâîâàòü ïàðà (𝜋2, 𝜋

′
2) ∈ 𝑅 òàêàÿ, ÷òî 𝜋1 → 𝜋2 è 𝑇𝑁2 ≃ 𝑇𝑁 ′

2. Îäíàêî, òàêîãî ðàñøèðå-
íèÿ âðåìåííîãî ïðîöåññà 𝜋1 ñ èçîìîðôèçìîì ÂÏÑÑ ó 𝒯 𝒩 13 íå ñóùåñòâóåò, ÷òî ïðèâîäèò
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝒯 𝒩 13

��
��-𝑤ℎ

𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 14.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàííûå ñåòè ïðÿìî îáðàòíî áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíû, êî-

ãäà ïðè äâèæåíèè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ìû èñïîëüçóåì ñåìàíòèêó Â×ÓÌ, ò. å.
𝒯 𝒩 13 ≈𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 14.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñðàâíèâàåò îáðàòíûå-ïðÿìûå è ñîõðàíÿþùèå èñòîðèþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

Теорема 5. Для НВСП 𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′, помеченных над 𝐴𝑐𝑡, и ⋆ ∈ {𝑝𝑜𝑟, 𝑝𝑟𝑐} выполняется:

(a) 𝒯 𝒩 -ℎ
⋆ 𝒯 𝒩 ′ ⇒ 𝒯 𝒩 ≈⋆ ⋆ 𝒯 𝒩 ′;

(б) 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 ′ ⇒ 𝒯 𝒩 -ℎ
𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 ′;

(в) 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ⇒ 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′.

Доказательство.

(à) Äîêàæåì äëÿ ⋆ = 𝑝𝑟𝑐, ñëó÷àé ⋆ = 𝑝𝑜𝑟 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñôîðìóëèðó-
åì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôèçìà è
êîíñòðóêöèè ðàñøèðåíèé ÂÏÑÑ.

Утверждение. Åñëè 𝑇𝑁
̂︂𝑇𝑁−→ ̃︂𝑇𝑁 , 𝑇𝑁 ′ ̂︂𝑇𝑁

′

−→ ̃︂𝑇𝑁 ′
äëÿ ÂÏÑÑ ̃︂𝑇𝑁 è ̃︂𝑇𝑁 ′

, 𝑓 : 𝑇𝑁 ≃
𝑇𝑁 ′, ̃︀𝑓 : ̃︂𝑇𝑁 ≃ ̃︂𝑇𝑁 ′

è 𝑓 ⊆ ̃︀𝑓 , òî ̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′. □

Ïóñòü 𝑅1 : 𝒯 𝒩 -ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ñ áèñèìóëÿöèåé 𝑅2 =

{((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ) × 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ′) | 𝑙(𝜋, 𝜔) = 𝑙(𝜋′, 𝜔′) = 𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑛𝜃𝑛, 𝑛 ≥
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0, (𝜋0, 𝜔0 = 𝜀)
𝜃0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0)

𝑎1−→ (𝜋1, 𝜔1)
𝜃1−→ . . .

𝑎𝑛−→ (𝜋𝑛, 𝜔𝑛)
𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋𝑛, 𝜔𝑛) = (𝜋, 𝜔),

(𝜋′
0, 𝜔

′
0 = 𝜀)

𝜃0−→ (̃︀𝜋′
0, 𝜔

′
0)

𝑎1−→ (𝜋′
1, 𝜔

′
1)

𝜃1−→ . . .
𝑎𝑛−→ (𝜋′

𝑛, 𝜔
′
𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋′
𝑛, 𝜔

′
𝑛) = (𝜋′, 𝜔′),

(𝜋𝑖, 𝜋
′
𝑖, 𝑓𝑖), (̃︀𝜋𝑖, ̃︀𝜋′

𝑖, 𝑓𝑖) ∈ 𝑅1, 𝑓𝑖 ⊆ 𝑓𝑗, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}
Ïî îïðåäåëåíèþ 14, (𝜋0, 𝜋

′
0, 𝑓0) ∈ 𝑅1. Òîãäà ((𝜋0, 𝜀),(𝜋

′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅2, ïîñêîëüêó 𝑙(𝜋, 𝜔) =

𝑙(𝜋′,𝜔′) = 0, (𝜋0, 𝜀)
0−→ (𝜋0, 𝜀) è (𝜋′

0, 𝜀)
0−→ (𝜋′

0, 𝜀).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅2. Òîãäà 𝑙(𝜋, 𝜔) = 𝑙(𝜋′, 𝜔′) =

𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑛𝜃𝑛, (𝜋0, 𝜔0 = 𝜀)
𝜃0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0)

𝑎1−→ (𝜋1, 𝜔1)
𝜃1−→ . . .

𝑎𝑛−→ (𝜋𝑛, 𝜔𝑛)
𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋𝑛, 𝜔𝑛) =

(𝜋, 𝜔), (𝜋′
0, 𝜔

′
0 = 𝜀)

𝜃0−→ (̃︀𝜋′
0, 𝜔

′
0)

𝑎1−→ (𝜋′
1, 𝜔

′
1)

𝜃1−→ . . .
𝑎𝑛−→ (𝜋′

𝑛, 𝜔
′
𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋′
𝑛, 𝜔

′
𝑛) = (𝜋′, 𝜔′)

äëÿ íåêîòîðîãî 𝑛 ≥ 0. Êðîìå òîãî, íàéäóòñÿ òðîéêè (𝜋𝑖, 𝜋
′
𝑖, 𝑓𝑖), (̃︀𝜋𝑖, ̃︀𝜋′

𝑖, 𝑓𝑖) ∈ 𝑅1 òàêèå,
÷òî 𝑓𝑖 ⊆ 𝑓𝑗 äëÿ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

(1) Ïóñòü (𝜋, 𝜔)
(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) äëÿ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ) è 𝑙(̂︀𝜋, ̂︀𝜔) = 𝜃′0𝑎

′
1𝜃

′
1 . . . 𝑎

′
𝑚𝜃

′
𝑚

(𝑚 ≥ 0). Òîãäà, ïî ëåììå 3, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñøèðåíèé (𝜋, 𝜔) =

(𝜋0, 𝜔0)
𝜃′0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0)

𝑎′1−→ (𝜋1, 𝜔1)
𝜃′1−→ . . .

𝑎′𝑚−→ (𝜋𝑚, 𝜔𝑚)
𝜃′𝑚−→ (̃︀𝜋𝑚, 𝜔𝑚) = (̃︀𝜋, ̃︀𝜔).

Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, ÷òî ñóùåñòâóþò ïàðû
((𝜋𝑗, 𝜔𝑗), (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)), ((̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗), (̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)) ∈ 𝑅2 òàêèå, ÷òî (𝜋′, 𝜔′) → (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′) è
(𝜋′, 𝜔′) → (̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′).

(𝑗 = 0) Ïóñòü (𝜋0′, 𝜔0′) = (𝜋′, 𝜔′). Òîãäà ((𝜋0, 𝜔0),(𝜋0′, 𝜔0′)) ∈ 𝑅2 è (𝜋′, 𝜔′) → (𝜋0′, 𝜔0′).

Èç ðàñøèðåíèÿ (𝜋0, 𝜔0)
𝜃′0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0), ñëåäóåò 𝜋0 𝜃′0−→ ̃︀𝜋0. Ïîñêîëüêó

(̃︀𝜋𝑛, ̃︀𝜋′
𝑛, 𝑓𝑛) = (𝜋0, 𝜋0′, 𝑓𝑛) ∈ 𝑅1, òî ñóùåñòâóåò òðîéêà (̃︀𝜋0, ̃︀𝜋0′, 𝑓 0) ∈ 𝑅1 òà-

êàÿ, ÷òî 𝜋0′ → ̃︀𝜋0′, 𝑓 0 : ̃︂𝑇𝑁0
≃ ̃︂𝑇𝑁0′

è 𝑓𝑛 ⊆ 𝑓 0, ïî îïðåäåëåíèþ 14.

Áëàãîäàðÿ èçîìîðôèçìàì 𝑇𝑁0 ≃ 𝑇𝑁0′, ̃︂𝑇𝑁0
≃ ̃︂𝑇𝑁0′

è 𝜋0 𝜃′0−→ ̃︀𝜋0, ïî-

ëó÷àåì 𝑓 0 = 𝑓𝑛 è 𝜋0′ 𝜃′0−→ ̃︀𝜋0′. Çíà÷èò, ñîãëàñíî ëåììå 3, 𝑙(̃︀𝜋0′, 𝜔0′) =

𝑙(̃︀𝜋0, 𝜔0) = 𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑛(𝜃𝑛 + 𝜃′0), ïîñêîëüêó (𝜋𝑛, 𝜔𝑛)
𝜃𝑛−→ (𝜋0, 𝜔0)

𝜃′0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0)

è (𝜋′
𝑛, 𝜔

′
𝑛)

𝜃𝑛−→ (𝜋0′, 𝜔0′)
𝜃′0−→ (̃︀𝜋0′, 𝜔0′), ò. å. (𝜋𝑛, 𝜔𝑛)

𝜃𝑛+𝜃′0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔0) è (𝜋′
𝑛, 𝜔

′
𝑛)

𝜃𝑛+𝜃′0−→
(̃︀𝜋0′, 𝜔0′). Ñëåäîâàòåëüíî, ((̃︀𝜋0, 𝜔0),(̃︀𝜋0′, 𝜔0′)) ∈ 𝑅2 è (𝜋′, 𝜔′) → (̃︀𝜋0′, 𝜔0′), òàê
êàê (̃︀𝜋0, ̃︀𝜋0′, 𝑓 0) ∈ 𝑅1 è 𝑓 0 = 𝑓𝑛.

(𝑗 > 0) Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò ((̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1),(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)) ∈ 𝑅2

òàêàÿ, ÷òî (𝜋′, 𝜔′) → (̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′). Òîãäà 𝑙(̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1) = 𝑙(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′) è ñó-

ùåñòâóåò (̃︀𝜋𝑗−1, ̃︀𝜋𝑗−1′, 𝑓 𝑗−1) ∈ 𝑅1, 𝑓
𝑗−1 : ̃︂𝑇𝑁 𝑗−1

≃ ̃︂𝑇𝑁 𝑗−1′
.

Ïîñêîëüêó (̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1)
𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗, 𝜔𝑗), ò. å. ̃︀𝜋𝑗−1

𝑎′𝑗−→ 𝜋𝑗, òî ñóùåñòâóåò
(𝜋𝑗, 𝜋𝑗′, 𝑓 𝑗) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî 𝜋′ → ̃︀𝜋𝑗−1′ → 𝜋𝑗′, 𝑓 𝑗 : 𝑇𝑁 𝑗 ≃ 𝑇𝑁 𝑗′ è 𝑓 𝑗−1 ⊆ 𝑓 𝑗,

ïî îïðåäåëåíèþ 14. Â ñèëó èçîìîðôèçìîâ ̃︂𝑇𝑁 𝑗−1
≃ ̃︂𝑇𝑁 𝑗−1′

, 𝑇𝑁 𝑗 ≃ 𝑇𝑁 𝑗′

è (̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1)
𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗, 𝜔𝑗), ïîëó÷àåì (̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)

𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′). Çíà÷èò,
𝑙(𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′) = 𝑙(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)𝑎′𝑗0 = 𝑙(𝜋𝑗, 𝜔𝑗). Ñëåäîâàòåëüíî, ((𝜋𝑗, 𝜔𝑗),(𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)) ∈

𝑅2, òàê êàê ((̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1),(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)) ∈ 𝑅2, (̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1)
𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗, 𝜔𝑗)

0−→

(𝜋𝑗, 𝜔𝑗), (̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)
𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)

0−→ (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′), (𝜋𝑗, 𝜋𝑗′, 𝑓 𝑗) ∈ 𝑅1 è 𝑓 𝑗−1 ⊆ 𝑓 𝑗.

Àíàëîãè÷íî, èç (𝜋𝑗, 𝜔𝑗)
𝜃′𝑗−→ (̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗) ñëåäóåò 𝜋𝑗

𝜃′𝑗−→ ̃︀𝜋𝑗 è ñóùåñòâîâà-

íèå (̃︀𝜋𝑗, ̃︀𝜋𝑗′, ̃︀𝑓 𝑗) ∈ 𝑅1 òàêîé, ÷òî ̃︀𝜋′ → 𝜋𝑗′ → ̃︀𝜋𝑗′, ̃︀𝑓 𝑗 : ̃︂𝑇𝑁 𝑗
≃ ̃︂𝑇𝑁 𝑗′

,
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𝑓 𝑗 ⊆ ̃︀𝑓 𝑗. Â ñèëó èçîìîðôèçìîâ 𝑇𝑁 𝑗 ≃ 𝑇𝑁 𝑗′, ̃︂𝑇𝑁 𝑗
≃ ̃︂𝑇𝑁 𝑗′

è (𝜋𝑗, 𝜔𝑗)
𝜃′𝑗−→

(̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗), ïîëó÷àåì (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)
𝜃′𝑗−→ (̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′) è ̃︀𝑓 𝑗 = 𝑓 𝑗. Çíà÷èò, 𝑙(𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′) =

𝑙(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)𝑎′𝑗𝜃
′
𝑗 = 𝑙(𝜋𝑗, 𝜔𝑗). Ñëåäîâàòåëüíî, ((̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗),(̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)) ∈ 𝑅2, òàê

êàê ((̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1),(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)) ∈ 𝑅2, (̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1)
𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗, 𝜔𝑗)

𝜃′𝑗−→ (̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗),

(̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)
𝑎′𝑗−→ (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′)

𝜃′𝑗−→ (̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗′), (𝜋𝑗, 𝜋𝑗′, 𝑓 𝑗), (̃︀𝜋𝑗, ̃︀𝜋𝑗′, 𝑓 𝑗) ∈ 𝑅1 è 𝑓 𝑗−1 ⊆
𝑓 𝑗.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðà ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔), (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) = ((̃︀𝜋𝑚, 𝜔𝑚), (̃︀𝜋𝑚′, 𝜔𝑚′)) ∈ 𝑅2

òàêàÿ, ÷òî (𝜋′, 𝜔′)
(̂︀𝜋′,̂︀𝜔′)−→ (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′). Êðîìå òîãî, 𝑓𝑛 = 𝑓 0 ⊆ 𝑓𝑚, 𝑓𝑛 : 𝑇𝑁 ≃ 𝑇𝑁 ′ è

𝑓𝑚 : ̃︂𝑇𝑁 ≃ ̃︂𝑇𝑁 ′
. Çíà÷èò, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ, ̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′

.

(2) Êàê ïóíêò (1), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

(3) Ïóñòü (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) (̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (𝜋, 𝜔). Òîãäà 𝑙(̃︀𝜋, ̃︀𝜔) = 𝜃0𝑎1 . . . 𝜃𝑚−1𝑎𝑚𝜃 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑚 ≤ 𝑛

è 𝜃 ≤ 𝜃𝑚 ∈ R⩾0, òàê êàê ̃︀𝜔 ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì 𝜔. Êðîìå òîãî, (𝜋0, 𝜔0)
𝜃0−→

(̃︀𝜋0, 𝜔0)
𝑎1−→ . . .

𝑎𝑚−→ (𝜋𝑚, 𝜔𝑚)
𝜃−→ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔 = 𝜔𝑚)

𝜃𝑚−𝜃−→ (̃︀𝜋𝑚, 𝜔𝑚)
𝑎𝑚+1−→ . . .

𝑎𝑛−→
(𝜋𝑛, 𝜔𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋𝑛, 𝜔𝑛) = (𝜋, 𝜔), ñîãëàñíî ëåììå 3. Ïîñêîëüêó (𝜋𝑚, 𝜋
′
𝑚, 𝑓𝑚) ∈ 𝑅1

è 𝜋𝑚
𝜃−→ ̃︀𝜋, òî ñóùåñòâóåò òðîéêà (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′, ̃︀𝑓) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî 𝜋′

𝑚 → ̃︀𝜋′,̃︀𝑓 : ̃︂𝑇𝑁 ≃ ̃︂𝑇𝑁 ′
è 𝑓𝑚 ⊆ ̃︀𝑓 , ïî îïðåäåëåíèþ 14. Â ñèëó èçîìîðôèçìîâ

𝑇𝑁𝑚 ≃ 𝑇𝑁 ′
𝑚, ̃︂𝑇𝑁 ≃ ̃︂𝑇𝑁 ′

è 𝜋𝑚
𝜃−→ ̃︀𝜋, ïîëó÷àåì 𝜋′

𝑚
𝜃−→ ̃︀𝜋′, êàê ñëåäñòâèå,

𝑓𝑚 = ̃︀𝑓 è (𝜋′
𝑚, 𝜔

′
𝑚)

𝜃−→ (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′ = 𝜔′
𝑚). Çíà÷èò, (𝜋

′
0, 𝜔

′
0)

𝜃0−→ (̃︀𝜋′
0, 𝜔

′
0)

𝑎1−→ . . .
𝑎𝑚−→

(𝜋′
𝑚, 𝜔

′
𝑚)

𝜃−→ (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)
𝜃𝑚−𝜃−→ (̃︀𝜋′

𝑚, 𝜔
′
𝑚)

𝑎𝑚+1−→ . . .
𝑎𝑛−→ (𝜋′

𝑛, 𝜔
′
𝑛)

𝜃𝑛−→ (̃︀𝜋′
𝑛, 𝜔

′
𝑛) = (𝜋′, 𝜔′),

ò. å. 𝑙(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′) = 𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑚𝜃 = 𝑙(̃︀𝜋, ̃︀𝜔). Ñëåäîâàòåëüíî, ((̃︀𝜋, ̃︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅2,
òàê êàê (𝜋𝑖, 𝜋

′
𝑖, 𝑓𝑖), (̃︀𝜋𝑖, ̃︀𝜋′

𝑖, 𝑓𝑖), (𝜋𝑚, 𝜋
′
𝑚, 𝑓𝑚), (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′, 𝑓𝑚) ∈ 𝑅1, 𝑓𝑖 ⊆ 𝑓𝑗, 𝑓𝑚−1 ⊆ 𝑓𝑚

äëÿ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 < 𝑚. Êðîìå òîãî, (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)
(̂︀𝜋′,̂︀𝜔′)−→ (𝜋′, 𝜔′). Òàê êàê ̃︂𝑇𝑁 ̂︂𝑇𝑁−→ 𝑇𝑁 ,̃︂𝑇𝑁 ′ ̂︂𝑇𝑁

′

−→ 𝑇𝑁 ′, 𝑓𝑚 : ̃︂𝑇𝑁 ≃ ̃︂𝑇𝑁 ′
, 𝑓𝑛 : 𝑇𝑁 ≃ 𝑇𝑁 ′ è 𝑓𝑚 ⊆ 𝑓𝑛, òî ̂︂𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′

, ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ.

(4) Êàê ïóíêò (3), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

Â ñèëó ïóíêòîâ (1�4) è îïðåäåëåíèÿ 15, 𝑅2 : 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′.

(á) Ïóñòü 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 ′ ñ íåêîòîðîé áèñèìóëÿöèåé 𝑅1. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 -ℎ
𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 ′

ñ áèñèìóëÿöèåé 𝑅2 = {(𝜋, 𝜋′, 𝑓) | 𝑓 : 𝜂(𝑇𝑁) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 ′), ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅1, 𝜔 =
𝑒1 . . . 𝑒𝑛, 𝜔

′ = 𝑒′1 . . . 𝑒
′
𝑛, 𝑛 ≥ 0, 𝑓(𝑒𝑖) = 𝑒′𝑖, 0 < 𝑖 ≤ 𝑛}.

Ïî îïðåäåëåíèþ 15, ((𝜋0, 𝜀), (𝜋
′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅1. Çíà÷èò, (𝜋0, 𝜋

′
0, 𝑓0) ∈ 𝑅2, òàê êàê 𝜀 íå ñîäåð-

æèò ñîáûòèé.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òðîéêó (𝜋, 𝜋′, 𝑓) ∈ 𝑅2. Òîãäà 𝑓 : 𝜂(𝑇𝑁) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 ′) è ñóùå-
ñòâóåò ïàðà ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî 𝜔 = 𝑒1 . . . 𝑒𝑛, 𝜔

′ = 𝑒′1 . . . 𝑒
′
𝑛 äëÿ 𝑛 ≥ 0 è

𝑓(𝑒𝑖) = 𝑒′𝑖 äëÿ 0 < 𝑖 ≤ 𝑛, ïî ïîñòðîåíèþ.

(1) 𝑓 : 𝜂(𝑇𝑁) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 ′), ïî ïîñòðîåíèþ.

(2) Ïóñòü 𝜋
̂︀𝜋−→ ̃︀𝜋. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, ñóùåñòâóåò ̂︀𝜔 ∈ 𝒢ℛℱ(̂︂𝑇𝑁) è

(𝜋, 𝜔)
(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (̃︀𝜋, 𝜔̂︀𝜔). Ïðåäïîëîæèì, 𝑙(̂︀𝜋, ̂︀𝜔) = 𝜃0𝑎1𝜃1 . . . 𝑎𝑚𝜃𝑚 äëÿ 𝑚 ≥ 0. Òîãäà,
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ïî ëåììå 3, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝜋 = 𝜋0 𝜃0−→ ̃︀𝜋0 𝑎1−→ 𝜋1 𝜃1−→ . . .
𝑎𝑚−→

𝜋𝑚 𝜃𝑚−→ ̃︀𝜋𝑚 = ̃︀𝜋. Ïîêàæåì, èíäóêöèåé ïî 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, ÷òî ñóùåñòâóþò òðîéêè
(𝜋𝑗, 𝜋𝑗′, 𝑓 𝑗), (̃︀𝜋𝑗, ̃︀𝜋𝑗′, 𝑓 𝑗) ∈ 𝑅2 òàêèå, ÷òî 𝜋′ → 𝜋𝑗′, 𝜋′ → ̃︀𝜋𝑗′ è 𝑓 ⊆ 𝑓 𝑗.

(𝑗 = 0) Ïóñòü 𝜋0′ = 𝜋′.Òîãäà (𝜋0, 𝜋0′, 𝑓 0) ∈ 𝑅2, 𝜋
′ → 𝜋0′, ãäå 𝑓 0 = 𝑓 .

Òàê êàê 𝜋0 𝜃0−→ ̃︀𝜋0, òî (𝜋0, 𝜔)
𝜃0−→ (̃︀𝜋0, 𝜔), ãäå ((𝜋0, 𝜔), (𝜋0′, 𝜔′)) ∈ 𝑅1. Êðî-

ìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïàðà ((̃︀𝜋0, 𝜔), (̃︀𝜋0′, 𝜔′)) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî (𝜋0′, 𝜔′)
𝜃0−→

(̃︀𝜋0′, 𝜔′), ïî îïðåäåëåíèþ 15. Èç 𝑓 0 : 𝜂(𝑇𝑁0) ≃ 𝜂(𝑇𝑁0′) ñëåäóåò 𝑓 0 :

𝜂(̃︂𝑇𝑁0
) ≃ 𝜂(̃︂𝑇𝑁0′

). Çíà÷èò, 𝜋′ = 𝜋0′ → ̃︀𝜋0′ è (̃︀𝜋0, ̃︀𝜋0′, 𝑓 0) ∈ 𝑅2, ïîñêîëüêó
((̃︀𝜋0, 𝜔), (̃︀𝜋0′, 𝜔′)) ∈ 𝑅1 è 𝑓 0 = 𝑓 .

(𝑗 > 0) Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò (̃︀𝜋𝑗−1, ̃︀𝜋𝑗−1′, 𝑓 𝑗−1) ∈ 𝑅2 òàêàÿ,

÷òî 𝜋′ → ̃︀𝜋𝑗−1′ è 𝑓 ⊆ 𝑓 𝑗−1. Òîãäà 𝑓 𝑗−1 : ̃︂𝑇𝑁 𝑗−1
≃ ̃︂𝑇𝑁 𝑗−1′

, ñóùåñòâóåò
((̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1), (̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)) ∈ 𝑅1, ãäå 𝜔𝑗−1 = 𝑒1 . . . 𝑒𝑘, 𝜔𝑗−1′ = 𝑒1′ . . . 𝑒𝑘′ äëÿ
íåêîòîðîãî 𝑘 ≥ 0 è 𝑓 𝑗−1(𝑒𝑖) = 𝑒𝑖′ äëÿ 0 < 𝑖 ≤ 𝑘.

Ïîñêîëüêó ̃︀𝜋𝑗−1 𝑎𝑗−→ 𝜋𝑗, òî (̃︀𝜋𝑗−1, 𝜔𝑗−1)
𝑒−→ (𝜋𝑗, 𝜔𝑗−1𝑒) äëÿ íåêîòîðîãî ñîáû-

òèÿ 𝑒. Áëàãîäàðÿ îïðåäåëåíèþ 15, ñóùåñòâóåò ((𝜋𝑗, 𝜔𝑗−1𝑒),(𝜋𝑗′, 𝜔𝑗−1′𝑒′)) ∈ 𝑅1

òàêàÿ, ÷òî (̃︀𝜋𝑗−1′, 𝜔𝑗−1′)
𝑒′−→ (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗−1′𝑒′), è èçîìîðôèçì ̂︀𝑓 : {𝑒} → {𝑒′}.

Ïîêàæåì, ÷òî 𝑓 𝑗 = (𝑓 𝑗−1∪ ̂︀𝑓) : 𝑇𝑁 𝑗 ≃ 𝑇𝑁 𝑗′. Èìååì, 𝑒𝑖 ⪯𝑗 𝑒𝑙 ⇐⇒ 𝑓 𝑗−1(𝑒𝑖) ⪯𝑗′

𝑓 𝑗−1(𝑒𝑙) ⇐⇒ 𝑓 𝑗(𝑒𝑖) ⪯𝑗′ 𝑓 𝑗(𝑒𝑙) ⇐⇒ 𝑒𝑖′ ⪯𝑗′ 𝑒𝑙′, Age𝑗(𝑒𝑖) = Age𝑗′(𝑓 𝑗−1(𝑒𝑖)) =
Age𝑗′(𝑓 𝑗(𝑒𝑖)), 𝑙𝑗(𝑒𝑖) = 𝑙𝑗′(𝑓 𝑗−1(𝑒𝑖)) = 𝑙𝑗′(𝑓 𝑗(𝑒𝑖)) äëÿ 0 < 𝑖, 𝑙 ≤ 𝑘. Êðîìå òî-

ãî, Age𝑗(𝑒) = Age𝑗′( ̂︀𝑓(𝑒)) = Age𝑗′(𝑓 𝑗(𝑒)), 𝑙𝑗(𝑒) = 𝑙𝑗′( ̂︀𝑓(𝑒)) = 𝑙𝑗′(𝑓 𝑗(𝑒)) è
Age𝑗(𝑒𝑛𝑑𝑗) = Age𝑗′(𝑒𝑛𝑑𝑗′). Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. 𝑓 𝑗 íå ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘 òàêîé, ÷òî (𝑒𝑙 ≺ 𝑒) ∧ ¬(𝑒𝑙′ ≺ 𝑒′)
ëèáî ¬(𝑒𝑙 ≺ 𝑒) ∧ (𝑒𝑙′ ≺ 𝑒′), ïîñêîëüêó ¬(𝑒 ≺ 𝑒𝑖) ∧ ¬(𝑒′ ≺ 𝑒𝑖′) äëÿ âñåõ
0 < 𝑖 ≤ 𝑘, ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôèêà. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî (𝑒𝑙 ≺ 𝑒) ∧ ¬(𝑒𝑙′ ≺ 𝑒′) è 𝑙 � ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ, óäîâëå-
òâîðÿþùèé äàííîìó óñëîâèþ. Ðàññìîòðèì ïðåôèêñ äëÿ (𝜋𝑗, 𝜔𝑗−1𝑒) âèäà

(𝜋𝑙−1, 𝜔𝑙−1)
(̂︀𝜋,̂︀𝜔)−→ (𝜋𝑗, 𝜔𝑗−1𝑒), ãäå ̂︀𝜔 = 𝑒𝑙 . . . 𝑒𝑘𝑒. Ïî îïðåäåëåíèþ 15, ñóùåñòâó-

åò ((𝜋𝑙−1, 𝜔𝑙−1),(𝜋
′
𝑙−1, 𝜔

′
𝑙−1)) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî (𝜋′

𝑙−1, 𝜔
′
𝑙−1)

(̂︀𝜋′,̂︀𝜔′)−→ (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗−1′𝑒′) è

𝜂(̂︂𝑇𝑁) ≃ 𝜂(̂︂𝑇𝑁 ′
), òàê êàê ((𝜋𝑗, 𝜔𝑗−1𝑒),(𝜋𝑗′, 𝜔𝑗−1′𝑒′)) ∈ 𝑅1. Èç èçîìîðôèçìà

ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ñîáûòèé ̂︂𝑇𝑁 ′
èìååò âèä ̂︀𝐸 ′ = {𝑒𝑙′ . . . 𝑒𝑘′𝑒′}, ïîñêîëü-

êó ñîáûòèÿ ̂︂𝑇𝑁 ïðåäñòàâëåíû ìíîæåñòâîì ̂︀𝐸 = {𝑒𝑙 . . . 𝑒𝑘𝑒} è ̂︀𝜔′ � ïîñò-
ôèêñ 𝜔𝑗−1′𝑒′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ̂︀𝑓 : ̂︀𝐸 → ̂︁𝐸 ′ òàêîãî, ÷òî ̂︀𝑒1̂︀⪯̂︀𝑒2 ⇐⇒ ̂︀𝑓(̂︀𝑒1)̂︀⪯′ ̂︀𝑓(̂︀𝑒2), òàê êàê |̂︀⪯′| < |̂︀⪯|. Ïîëó-
÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî 𝜂(̂︂𝑇𝑁) ≃ 𝜂(̂︂𝑇𝑁 ′

). Çíà÷èò, 𝑓 𝑗 : 𝑇𝑁 𝑗 ≃ 𝑇𝑁 𝑗′.
Òîãäà ((𝜋𝑗, 𝜔𝑗−1𝑒), (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗−1′𝑒′)) ∈ 𝑅1, 𝜔

𝑗−1𝑒 = 𝑒1 . . . 𝑒𝑘𝑒, 𝜔𝑗−1′𝑒′ = 𝑒1′ . . . 𝑒𝑘′𝑒′,
𝑓 𝑗(𝑒𝑖) = 𝑒𝑖′ äëÿ 0 < 𝑖 ≤ 𝑘 è 𝑓 𝑗(𝑒) = 𝑒′. Ñëåäîâàòåëüíî (𝜋𝑗, 𝜋𝑗′, 𝑓 𝑗) ∈ 𝑅2,
𝜋′ → 𝜋𝑗′ è 𝑓 ⊆ 𝑓 𝑗−1 ⊆ 𝑓 𝑗.

Òàê êàê 𝜋𝑗 𝜃𝑗−→ ̃︀𝜋𝑗, òî (𝜋𝑗, 𝜔𝑗−1𝑒)
𝜃𝑗−→ (̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗−1𝑒), ãäå

((𝜋𝑗, 𝜔𝑗−1𝑒), (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗−1′𝑒′)) ∈ 𝑅1. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïàðà

((̃︀𝜋𝑗, 𝜔𝑗−1𝑒), (̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗−1′𝑒′)) ∈ 𝑅1 òàêàÿ, ÷òî (𝜋𝑗′, 𝜔𝑗−1′𝑒′)
𝜃𝑗−→ (̃︀𝜋𝑗′, 𝜔𝑗−1′𝑒′), ïî

îïðåäåëåíèþ 15. Èç 𝑓 𝑗 : 𝜂(𝑇𝑁 𝑗) ≃ 𝜂(𝑇𝑁 𝑗′) ñëåäóåò 𝑓 𝑗 : 𝜂(̃︂𝑇𝑁 𝑗
) ≃ 𝜂(̃︂𝑇𝑁 𝑗′

).
Çíà÷èò, 𝜋′ → ̃︀𝜋𝑗′ è (̃︀𝜋𝑗, ̃︀𝜋𝑗′, 𝑓 𝑗) ∈ 𝑅2.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òðîéêà (̃︀𝜋, ̃︀𝜋′, ̃︀𝑓) = (̃︀𝜋𝑚, ̃︀𝜋𝑚′, 𝑓𝑚) ∈ 𝑅2 òàêàÿ, ÷òî

𝜋′ → ̃︀𝜋′ è 𝑓 ⊆ ̃︀𝑓 .
(3) Êàê ïóíêò (2), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

Ñîãëàñíî ïóíêòàì (1�3) è îïðåäåëåíèþ 14, 𝒯 𝒩 -ℎ
𝑝𝑜𝑟 𝒯 𝒩 ′.

(â) 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′ ⇒ 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′.

Ïóñòü 𝑅 : 𝒯 𝒩 ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′. Ïîêàæåì, ÷òî 𝑅 : 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 15, ((𝜋0, 𝜀), (𝜋
′
0, 𝜀)) ∈ 𝑅.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ((𝜋, 𝜔), (𝜋′, 𝜔′)) ∈ 𝑅.

(1) Òàê êàê (𝜋0, 𝜀)
(𝜋,𝜔)−→ (𝜋, 𝜔) òî, ñóùåñòâóåò ïàðà ((𝜋0, 𝜀), (𝜋

′, 𝜔′)) ∈ 𝑅 òàêàÿ, ÷òî

(𝜋′, 𝜔′)
(̂︀𝜋′

,̂︀𝜔′
)−→ (𝜋′, 𝜔′) è 𝑇𝑁 ≃ ̂︂𝑇𝑁 ′

, ïî îïðåäåëåíèþ 15(3). Áëàãîäàðÿ ëåììå 4,

(𝜋′, 𝜔′) = (𝜋′
0, 𝜀). Çíà÷èò, (̂︀𝜋′

, ̂︀𝜔′
) = (𝜋′, 𝜔′) è 𝑇𝑁 ≃ 𝑇𝑁 ′.

(2) Åñëè (𝜋, 𝜔) → (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) äëÿ (̃︀𝜋, ̃︀𝜔) ∈ 𝒞ℋℛ(𝒯 𝒩 ), òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà
((̃︀𝜋, ̃︀𝜔),(̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′)) ∈ 𝑅 òàêàÿ, ÷òî (𝜋′, 𝜔′) → (̃︀𝜋′, ̃︀𝜔′), ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 15(1).

(3) Êàê ïóíêò (2), íî ðîëè 𝒯 𝒩 è 𝒯 𝒩 ′ ìåíÿþòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑅 : 𝒯 𝒩 ≈𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 ′, ñîãëàñíî ïóíêòàì (1�3) è îïðåäåëåíèþ 16.

Пример 15. Ðàññìîòðèì ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 15 è 𝒯 𝒩 16. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒯 𝒩 15

�
���-ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 16. Ïðåä-

ïîëîæèì ýòî íå òàê, ò. å. ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ áèñèìóëÿöèÿ 𝑅, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò
îïðåäåëåíèþ 14. Òîãäà (𝜋0, 𝜋

′
0, 𝑓0) ∈ 𝑅. Ðàññìîòðèì 𝜋1 � ðàñøèðåíèå âðåìåííîãî ïðîöåñ-

ñà 𝜋0 íà äåéñòâèå 𝑎. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 14, ñóùåñòâóåò òðîéêà (𝜋1, 𝜋
′
1, 𝑓1) ∈ 𝑅, ãäå 𝜋′

1

ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì 𝜋′
0 íà äåéñòâèå 𝑎 è 𝑓1 : 𝑇𝑁1 ≃ 𝑇𝑁 ′

1.
Ïóñòü 𝑏𝑖 � óñëîâèå â 𝜋1, ñîîòâåòñòâóþùåå ìåñòó 𝑝𝑖 ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 15, à 𝑏′𝑖 � óñëîâèå â

𝜋′
1, ñîîòâåòñòâóþùåå ìåñòó 𝑝𝑖 ÍÂÑÏ 𝒯 𝒩 16, äëÿ 1 ≤ 𝑖 ≤ 5. Òîãäà ëèáî 𝑓1(𝑏4) = 𝑏′5, ëèáî

𝑓1(𝑏4) = 𝑏′3.

(1) Ïðåäïîëîæèì 𝑓1(𝑏4) = 𝑏′5. Âðåìåííîé ïðîöåññ 𝜋1 èìååò ðàñøèðåíèå 𝜋2 íà äåéñòâèå
𝑐 ïîñëå çàäåðæêè â 2 åäèíèöû âðåìåíè. Ïðè ýòîì óñëîâèå 𝑏4 áóäåò âõîäíûì äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáûòèÿ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 14, â ýòîì ñëó÷àå, äîëæíà ñó-
ùåñòâîâàòü òðîéêà (𝜋2, 𝜋

′
2, 𝑓2) ∈ 𝑅, ãäå 𝜋′

2 � ðàñøèðåíèå íà äåéñòâèå 𝑐, 𝑓1 ⊆ 𝑓2 è
𝑓2 : 𝑇𝑁2 ≃ 𝑇𝑁 ′

2. Çíà÷èò, 𝑓2(𝑏4) = 𝑓1(𝑏4) = 𝑏′5 è óñëîâèå 𝑏′5 òàêæå äîëæíî áûòü âõîä-
íûì äëÿ ñîáûòèÿ äåéñòâèÿ 𝑐. Êàê ìîæíî çàìåòèòü, òðåáóåìîãî ðàñøèðåíèÿ 𝜋′

2 íå
ñóùåñòâóåò, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

(2) Ïðåäïîëîæèì 𝑓1(𝑏4) = 𝑏′3. Âðåìåííîé ïðîöåññ 𝜋1 èìååò ðàñøèðåíèå 𝜋2 íà äåéñòâèå
𝑏. Ïðè ýòîì óñëîâèå 𝑏4 áóäåò âõîäíûì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáûòèÿ. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 14, â ýòîì ñëó÷àå, äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òðîéêà (𝜋2, 𝜋

′
2, 𝑓2) ∈ 𝑅, ãäå

𝜋′
2 � ðàñøèðåíèå íà äåéñòâèå 𝑏, 𝑓1 ⊆ 𝑓2 è 𝑓2 : 𝑇𝑁2 ≃ 𝑇𝑁 ′

2. Çíà÷èò, 𝑓2(𝑏4) = 𝑓1(𝑏4) =
𝑏′3 è óñëîâèå 𝑏′3 òàêæå äîëæíî áûòü âõîäíûì äëÿ ñîáûòèÿ äåéñòâèÿ 𝑏. Êàê ìîæíî
çàìåòèòü, òðåáóåìîãî ðàñøèðåíèÿ 𝜋′

2 íå ñóùåñòâóåò, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Îáà âàðèàíòà ïðèâåëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, áèñèìóëÿöèè 𝑅 íå ñóùåñòâóåò è
𝒯 𝒩 15

����-ℎ
𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 16. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî 𝒯 𝒩 15 ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 𝒯 𝒩 16.
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𝒯 𝒩 15 :

𝑝1

𝑝2

𝑝3

𝑝4

𝑝5 𝑝6

𝑝7

𝑝8𝑡1, 𝑎[0,1]

𝑡2, 𝑏[0,1]

𝑡3, 𝑐[2,3]

𝑡4, 𝑑[0,1]

𝒯 𝒩 16 :

𝑝1

𝑝2

𝑝3

𝑝4

𝑝5 𝑝6

𝑝7

𝑝8

𝑡1, 𝑎[0,1]

𝑡2, 𝑏[0,1]

𝑡3, 𝑐[2,3]

𝑡4, 𝑑[0,1]

Рис. 11. 𝒯 𝒩 15 и 𝒯 𝒩 16

[ ≡𝑖𝑛𝑡 ] ≡𝑝𝑜𝑟 ≡𝑝𝑟𝑐

[ -𝑖𝑛𝑡 ] -𝑝𝑜𝑟 -𝑝𝑟𝑐

≈𝑖𝑛𝑡 𝑝𝑜𝑟 ≈𝑖𝑛𝑡 𝑝𝑟𝑐

[ ≈𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑟 ] ≈𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑐

[ ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 ]

-ℎ
𝑝𝑟𝑐

[ -𝑤ℎ
𝑝𝑜𝑟 ]

[ -𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 ]

Рис. 12. Иерархия эквивалентностей

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò èåðàðõèþ îïðåäåëåííûõ â ðàáîòå ýêâè-
âàëåíòíîñòåé. Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé, ïðèìåðîâ è òåîðåì, ðàññìîò-
ðåííûõ ðàíåå.

Следствие 1. Пусть 𝒯 𝒩 , 𝒯 𝒩 ′ — НВСП, помеченные над 𝐴𝑐𝑡. Для эквивалентностей
𝑅 и ̃︀𝑅 из определений 9–16 верно, что

(𝒯 𝒩 )𝑅(𝒯 𝒩 ′) ⇒ (𝒯 𝒩 ) ̃︀𝑅(𝒯 𝒩 ′)

тогда и только тогда, когда в графе на рисунке существует путь от 𝑅 к ̃︀𝑅, где [ ≡𝑖𝑛𝑡 ] =
{ ∼=, ≡𝑖𝑛𝑡 }, [ -𝑖𝑛𝑡 ] = { ∼ , -𝑖𝑛𝑡 , ≈𝑖𝑛𝑡 𝑖𝑛𝑡 }, [ -𝑤ℎ

𝑝𝑜𝑟 ] = { -𝑤ℎ
𝑝𝑜𝑟 , ≈𝑤ℎ

𝑝𝑜𝑟 , ≈𝑤ℎ
𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑟 },

[ -𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 ] = { -𝑤ℎ

𝑝𝑟𝑐 , ≈𝑤ℎ
𝑝𝑟𝑐 , ≈𝑤ℎ

𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 , ≈𝑤ℎ
𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑐 , ≈𝑤ℎ

𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑜𝑟 }, [ ≈𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑟 ] = { -ℎ
𝑝𝑜𝑟 , ≈𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑟 , ≈𝑝𝑜𝑟 𝑖𝑛𝑡 },

[ ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 ] = { ≈𝑝𝑟𝑐 𝑖𝑛𝑡 , ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑜𝑟 , ≈𝑝𝑟𝑐 𝑝𝑟𝑐 } — множества совпадающих эквивалентностей.

Заключение. Â äàííîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä ýêâèâàëåíòíîñòåé â ñïåêòðàõ
¾ëèíåéíîå � âåòâÿùååñÿ âðåìÿ¿ è ¾èíòåðëèâèíã � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¿ ìîãóò áûòü îáîá-
ùåíû íà ìîäåëü íåïðåðûâíî-âðåìåííûõ ñåòåé Ïåòðè ñî ñëàáîé ñòðàòåãèåé õîäà âðåìåíè è
óñòîé÷èâî àòîìàðíûì ñïîñîáîì ñáðîñà ÷àñîâ. Â ÷àñòíîñòè, áûëè ðàçðàáîòàíû è èçó÷åíû
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ÿçûêîâûå ýêâèâàëåíòíîñòè, îáû÷íûå áèñèìóëÿöèîííûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ñ ñîõðàíåíèåì è ñëàáûì ñîõðàíåíèåì èñòîðèè, ïðÿìûå-îáðàòíûå áèñèìóëÿöèîííûå
ýêâèâàëåíòíîñòè. Â õîäå èññëåäîâàíèé áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ âû-
ïîëíåíèé: ïðîáåãè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäîâ è õîäà âðåìåíè), îïðåäå-
ëÿþùèå èíòåðëèâèíãîâóþ ñåìàíòèêó, è âðåìåííûå ïðîöåññû, ëåæàùèå â îñíîâå èñòèííî-
ïàðàëëåëüíûõ ñåìàíòèê. Áûëè óñòàíîâëåíû âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðîáåãàìè è âðåìåííûìè
ïðîöåññàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî èíòåðëèâèíãîâûå ýêâèâàëåíòíîñòè ñëàáåå, ÷åì ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, îñíîâàííûå íà Â×ÓÌ è ÂÏÑÑ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ÿçûêî-
âûå ýêâèâàëåíòíîñòè ñëàáåå áèñèìóëÿöèîííûõ. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ó÷åòà äâóõ íàïðàâ-
ëåíèé ìîäåëèðîâàíèÿ (ïðÿìîãî è îáðàòíîãî) è èñòîðèè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû íà
áèñèìóëÿöèîííûå ýêâèâàëåíòíîñòè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
èåðàðõèè ðàçðàáîòàííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

Â êà÷åñòâå äàëüíåéøåé ðàáîòû ïëàíèðóåòñÿ îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ
øàãîâîé ñåìàíòèêè, èññëåäîâàòü äðóãèå ýêâèâàëåíòíîñòè â ñïåêòðå ¾ëèíåéíîå � âåòâÿ-
ùååñÿ âðåìÿ¿, èçó÷èòü âçàèìîñâÿçè ìåæäó ýêâèâàëåíòíîñòÿìè ÍÂÑÏ ñ ñèëüíîé è ñëàáîé
ñåìàíòèêàìè.
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