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Modeling of natural phenomena such as tsunamis, floods, ocean and river currents, and dam
breaks are pressing environmental problems. Due to the significant difference in the vertical and
horizontal dimensions of the study area, non-stationary two-dimensional hydrodynamic equations
in the shallow water approximation have become very popular among researchers of the processes
under consideration using mathematical modeling methods, which makes it possible to significantly
simplify the mathematical formulation of the problems under consideration. Note, that the accuracy of
numerical prediction using such equations depends on a number of conditions, among which the main
ones are the spatial resolution of the study area and the quality of the selected numerical methods.
However, increasing the spatial resolution significantly increases the time required to obtain a numerical
solution, since in the numerical modeling of processes in the environment, as a rule, explicit or semi-
implicit difference schemes are used with a limitation on the time step, depending on the size of the
spatial grid steps. That is, as a result, due to the need to carry out calculations with a large number
of grid nodes and a smaller time step, calculations on a computer with a sequential architecture can
take quite a long time.

The aim of this work is to formulate a mathematical problem of unsteady isothermal turbulent flows
in river, based on the shallow water approximation, to construct an effective conservative numerical
method, and to develop parallel computing algorithms for multi-core computing systems with shared
RAM.

The turbulent isothermal motion of an incompressible Newtonian fluid in a river flow is considered.
The study area is an open river channel with islands and irregular bottom topography. Current
characteristics can vary significantly over time, and therefore the current is considered unsteady with
potential flooding of coastal areas. The movement of water in a river is determined by the forces of
gravity and friction. In addition, the influence of the Coriolis force and turbulent diffusion on the flow
is taken in to account. It is assumed that the horizontal dimensions of the region significantly exceed
the vertical ones, the Reynolds-averaged flow characteristics change slightly in the vertical direction,
and the vertical pressure distribution is hydrostatic. The thermophysical properties of water (viscosity,
density) are considered constant. For numerical modeling of unsteady isothermal turbulent flows in river
flows, a mathematical model is formulated based on the shallow water approximation for the Reynolds
equations for an incompressible fluid. To take into account the transport, generation, diffusion and
dissipation of turbulent vortices, this work uses the 𝑘 − 𝜀 turbulence model constructed by Rastogi
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and Rodi from the original 𝑘 − 𝜀 model of Launder and Spalding to close the Reynolds shallow water
equations.

To construct a discrete analogue of the developed mathematical model, the rectangular
computational domain in which the flow with variable boundaries is studied is covered with a structured
mesh with steps Δ𝑥,Δ𝑦, respectively. According to the concept of the finite volume method, each
internal mesh node appears in a separate finite volume. In this case, the values of the flow depth, bottom
topography (and turbulence model parameters) are determined at the nodes of the computational
grid, and the velocity vector components are determined at the midpoints of the corresponding
faces of the finite volumes. The differential equations of the model are integrated over each finite
volume. The equations of motion are approximated in cells shifted by Δ𝑥/2,Δ𝑦/2, respectively. For
approximate calculation of integrals, quadrature formulas of average rectangles are used, derivatives
are approximately calculated using central-difference formulas. To calculate fluxes on the faces of
finite volumes, monotonized upstream van Leer approximations [1] with a limiter [2] are used. When
approximating equations in time, conditionally stable semi-implicit difference schemes are used, which
are conservative not only for the continuity equation, but also for the equations of motion, which is
very important for obtaining non-negative values of flow depth [3]. As a result, semi-implicit difference
schemes of first order approximation in time and second order in spatial coordinates are obtained.

The classical two-dimensional Thacker problem of fluid oscillations without friction in a reservoir
whose bottom is a paraboloid was considered as a problem on which the accuracy of calculations and
the quality of parallelization were tested. Satisfactory agreement between the calculated values of the
flow depth and the analytical solution was obtained.

The constructed semi-implicit difference scheme on staggered difference grids has great potential
for creating an efficient parallel program, since at each time step, calculations of depth or velocity
components can be performed simultaneously and independently in each computational node of the
grid. On a server with a total memory of 192 GB and two twelve-core Intel Xeon Silver 4214 2.2
GHz processors and one NVIDIA GeForce RTX2080 Ti graphics card, a study was conducted of
the effectiveness of parallel programs built using low-cost parallel programming technologies Open
Multi-Processing and Open Accelerators. In these programs, using OpenMP or OpenACC parallel
technologies, the execution of iterations of nested loops was evenly distributed among the active
threads/processes of the central or graphic processor cores.

The calculation using a sequential program for the conditions under consideration on the server
was 547.7 s (500×500 grid) and 4606.4 s (1000×1000 grid). Parallel calculations showed that the use of
OpenMP technology for two twelve-core central processors makes it possible to speed up the computing
process by more than 15 times. Using OpenACC technology when calculating on the same multi-core
system and the NVIDIA GeForce RTX2080 Ti graphics processor gives a speedup of more than 25.

Key words: parallel computations, shallow water equations, shared memory computers,
OpenMP, OpenACC.
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Для численного моделирования нестационарных изотермических турбулентных течений в реч-
ных потоках сформулирована математическая модель, опирающаяся на приближение мелкой
воды для уравнений Рейнольдса для несжимаемой жидкости, эффективный численный ме-
тод, обеспечивающий в рамках использования метода конечного объема, структурированных
разнесенных сеток и полунеявных разностных схем выполнение на разностном уровне законов
сохранения массы и импульса. Вычислительная реализация предложенной модели и метода
была протестирована на аналитическом решении Такера и распараллелена с помощью техно-
логий OpenMP и OpenACC на гибридной многоядерной системе с общей памятью. Расчеты
показали, что использование технологии OpenMP для двух двенадцатиядерных центральных
процессоров позволяет более чем в 15 раз ускорить вычислительный процесс. Использование
технологии OpenACC при расчетах на этой же многоядерной системе и графическом процес-
соре NVIDIA GeForce RTX2080Ti дает ускорение более чем в 25.

Ключевые слова: параллельные вычисления, уравнения мелкой воды, системы с общей
памятью, OpenMP, OpenACC.

Введение. Ìîäåëèðîâàíèå òàêèõ ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé êàê öóíàìè, íàâîäíåíèÿ, îêåà-
íè÷åñêèå è ðå÷íûå òå÷åíèÿ, ïðîðûâ äàìáû ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè ïðîáëåìàìè îêðóæàþ-
ùåé ñðåäû. Â ñèëó ñóùåñòâåííîãî ðàçëè÷èÿ â âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ ðàçìåðàõ
îáëàñòè áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü ó èññëåäîâàòåëåé ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèîáðåëè íåñòàöèîíàðíûå äâóìåðíûå ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû [1], ïîçâîëÿþùèå çíà÷èòåëüíî óïðî-
ñòèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó ïðîáëåì. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî
ïðîãíîçà ñ ïîìîùüþ òàêèõ óðàâíåíèé çàâèñèò îò ðÿäà óñëîâèé, ñðåäè êîòîðûõ îñíîâíû-
ìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîå ðàçðåøåíèå îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ è êà÷åñòâî âûáðàííûõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Îäíàêî ïîâûøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçðåøåíèÿ ñóùåñòâåííî óâå-
ëè÷èâàåò âðåìåííûå çàòðàòû íà ïîëó÷åíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ïðè ÷èñëåí-
íîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â îêðóæàþùåé ñðåäå, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ÿâíûå
èëè ïîëóíåÿâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ñ îãðàíè÷åíèåì íà øàã ïî âðåìåíè, çàâèñÿùèì îò
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ðàçìåðà øàãîâ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè. Òî åñòü â èòîãå èç-çà íåîáõîäèìîñòè âåñòè âû÷èñ-
ëåíèÿ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì óçëîâ ñåòêè è ìåíüøîé âåëè÷èíîé øàãà ïî âðåìåíè ðàñ÷å-
òû íà êîìïüþòåðå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîé àðõèòåêòóðîé ìîãóò çàíèìàòü äîñòàòî÷íî äîëãîå
âðåìÿ [2�3]. Äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ñ âûñîêèì ïðîñòðàíñòâåííûì ðàçðåøåíèåì öåëå-
ñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïàðàëëåëüíûå êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè, êîòîðûå î÷åíü âàæíû
è êðàéíå íåîáõîäèìû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà ñîâðåìåííûõ ìíîãîÿäåðíûõ ìíîãîïðîöåññîð-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåõíîëîãèè
[3�9]: Message Passing Interface (MPI), Open Multi-Processing (OpenMP), OpenAccelerators
(OpenACC), Compute Uni�ed Device Architecture (CUDA). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïàðàëëåëüíàÿ
ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííûõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà óðàâíåíèÿõ ìåëêîé âîäû, ìîæåò áûòü ðàç-
äåëåíà íà òðè êàòåãîðèè:

� ìîäåëè, îðèåíòèðîâàííûå íà ìàññèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû ñ ìíîãîÿäåðíûìè
óçëàìè è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ, èñïîëüçóþò, êàê ïðàâèëî, òåõíîëîãèè ïàðàëëåëüíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ MPI èëè MPI+OpenMP [3, 5, 8];

� ìîäåëè, îðèåíòèðîâàííûå íà ìíîãîÿäåðíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû ñ îáùåé îïå-
ðàòèâíîé ïàìÿòüþ, èñïîëüçóþò òåõíîëîãèþ OpenMP [3, 6, 8];

� ìîäåëè, îðèåíòèðîâàííûå íà ãèáðèäíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû ñ öåíòðàëüíûìè è
ãðàôè÷åñêèìè ìíîãîÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè (CPU+GPU) è îáùåé îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ,
èñïîëüçóþò òåõíîëîãèè CUDA èëè OpenACC [7�9].

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ îáùåé îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ îáìåí äàí-
íûìè ìåæäó ïàðàëëåëüíî èñïîëíÿåìûìè íèòÿìè ïðîãðàììû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ÷òå-
íèÿ è çàïèñè èíôîðìàöèè ïðÿìî â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ëåã÷å ðåøàòü
ïðîáëåìû áàëàíñèðîâêè îáùåé âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè ìåæäó àêòèâíûìè íèòÿìè. Â
òåõíîëîãèè OpenMP îñíîâíûì ñðåäñòâîì áàëàíñèðîâêè íàãðóçêè ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèå èòåðàöèé âëîæåííûõ öèêëîâ ìåæäó àêòèâíûìè íèòÿìè/ïðîöåññàìè. Ïàðàëëåëüíûå
ïðîãðàììû, ðàçâèâàåìûå íà îñíîâå ýòîãî ïîäõîäà, èìåþò ïðåèìóùåñòâà â ïðîñòîòå ðàç-
ðàáîòêè êîäà, õîðîøåé ìàñøòàáèðóåìîñòè è ïåðåíîñèìîñòè. Íàïðèìåð, â [3] óðàâíåíèÿ
ìåëêîé âîäû ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ îáúåìîâ â ðàìêàõ ñõåì
Ëàêñà-Ôðèäðèõñà, Ëàêñà-Âåíäðîôôà è Ìàêêîðìàêà. Àëãîðèòìû ðàñïàðàëëåëåíû ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì OpenMP è MPI. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ ïðî-
ãðàìì ïîêàçûâàþò, ÷òî OpenMP, òàê æå êàê MPI ïîäõîäÿò äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðî-
ãðàìì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè
äëÿ ñåòîê 400×400, . . . , 2000×2000 íå îïóñêàëèñü íèæå 85 % âî âðåìÿ òåñòèðîâàíèÿ íà
îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå ÿäåð (4 è áîëüøå).

Â MPI-ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàììàõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû ðàñïðå-
äåëåíèå âû÷èñëåíèé ìåæäó îòäåëüíûìè ìíîãîïðîöåññîðíûìè ìíîãîÿäåðíûìè âû÷èñëè-
òåëüíûìè óçëàìè ñ ëîêàëüíîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ, ñâÿçàííûìè êîìïüþòåðíîé ñåòüþ,
öåëèêîì ëåæèò íà ðàçðàáîò÷èêå ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Ýòî ñ îäíîé
ñòîðîíû çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò òðóäîåìêîñòü ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñ äðóãîé � îòêðûâà-
åò äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ìàñøòàáèðóåìîñòè ïàðàëëåëüíûõ ïðèëîæåíèé çà ñ÷åò
âîçìîæíîñòè ïðèâëå÷åíèÿ áîëüøåãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ (CPUs), ÷åì
â ñëó÷àå âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ îáùåé ïàìÿòüþ. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî òàêèå âû÷èñ-
ëèòåëüíûå ñèñòåìû êëàñòåðíîãî òèïà âñòðå÷àþòñÿ ãîðàçäî ðåæå, ÷åì ñåðâåðà ñ 1�2 CPU
è îáùåé îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îêåàíè÷åñêèõ òå-
÷åíèé â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû áûëè ïîëó÷åíû óñïåøíûå ðåçóëüòàòû â ñîâìåñòíîì
ïðèâëå÷åíèè äâóõ òåõíîëîãèé ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: MPI+OpenMP. Íàïðè-
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ìåð, â [5] áûë ðàçðàáîòàí ãèáðèäíûé çàäà÷íûé MPI+OpenMP ïîäõîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
ìåëêîé âîäû ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèé âòîðîãî ïîðÿäêà íà ðàçíåñåííûõ ñåòêàõ è ÿâíîé
÷èñëåííîé ñõåìû ¾÷åõàðäà¿, îáåñïå÷èâàþùèé íà ñåòêå 1525×1115 ýôôåêòèâíîñòü áîëåå
90 % (íåñêîëüêî âûøå, ÷åì ÷èñòûé MPI) ïðè èñïîëüçîâàíèè 144 âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð.

Ñðåäè âñåõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì, îðèåíòèðîâàííûõ íà âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû ñ
îáùåé ïàìÿòüþ, ïðîãðàììû, èñïîëüçóþùèå ãðàôè÷åñêèå ïðîöåññîðû, äàþò íàèáîëüøåå
óñêîðåíèå â ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ [7�9]. Íàëè÷èå áîëüøåãî ÷èñëà (äî íåñêîëüêèõ
òûñÿ÷) ïðîèçâîäèòåëüíûõ äëÿ ðàñ÷åòîâ ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ
îòêðûâàåò áîëüøèå âîçìîæíîñòè äëÿ ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè ïðîâåäåíèÿ áîëüøîãî îáúåìà
âû÷èñëåíèé [7�9]. Òðóäîåìêîñòü ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ðàìêàõ òåõíîëîãèè OpenACC íåçíà-
÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òðóäîåìêîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãèè OpenMP, äîïîëíèòåëü-
íîé íåîáõîäèìîñòüþ ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ìåæäó îáùåé ïàìÿòüþ
êîìïüþòåðà è ïàìÿòüþ ãðàôè÷åñêîé êàðòû. Íåñêîëüêî âûøå òðóäîåìêîñòü ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ CUDA-ïðèëîæåíèé, ïîñêîëüêó â íåé ïîäîáíî MPI, ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëåíèé â
áîëüøåé ñòåïåíè ëåæèò íà ðàçðàáîò÷èêå ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû. Òåì íå ìåíåå, â [7] èñ-
ïîëüçîâàíèå â âû÷èñëåíèÿõ ãðàôè÷åñêîé êàðòû NVIDIA Tesla K20 è òåõíîëîãèè OpenACC
ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûõ íàâîäíåíèé â Êèòàå íà òðåóãîëüíîé ñåòêå ñ êîëè÷åñòâîì
óçëîâ 2868736 óäàëîñü äîñòè÷ü óñêîðåíèÿ â 31 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
âû÷èñëåíèÿ íà CPU Intel Xeon E5-2690 @ 3.0 GHz.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëèðîâêà ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è î
íåñòàöèîíàðíûõ èçîòåðìè÷åñêèõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ â ðå÷íûõ ïîòîêàõ, îïèðàþùåé-
ñÿ íà ïðèáëèæåíèå ìåëêîé âîäû, ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîãî êîíñåðâàòèâíîãî ÷èñëåííîãî
ìåòîäà, ðàçðàáîòêà ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ìíîãîÿäåðíûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ îáùåé îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ.

1. Постановка задачи. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òóðáóëåíòíîå èçîòåðìè÷åñêîå äâèæåíèå
íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè â ðå÷íîì ïîòîêå. Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ó÷àñòîê îòêðûòîãî ðå÷íîãî ðóñëà ñ îñòðîâàìè è íåðåãóëÿðíûì ðåëüåôîì äíà.
Õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ ìîãóò çíà÷èòåëüíî ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì, è ïîòîìó òå÷åíèå ñ÷è-
òàåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì. Äâèæåíèå âîäû â ðåêå îïðåäåëÿåòñÿ ñèëàìè ãðàâèòàöèè è òðåíèÿ.
Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå íà òå÷åíèå ñèëû Êîðèîëèñà è òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå ðàçìåðû îáëàñòè ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäÿò âåð-
òèêàëüíûå, îñðåäíåííûå ïî Ðåéíîëüäñó õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ ñëàáî ìåíÿþòñÿ â âåð-
òèêàëüíîì íàïðàâëåíèè, à âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãèäðîñòàòè÷å-
ñêèì. Òåïëîôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà âîäû (âÿçêîñòü, ïëîòíîñòü) ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè.

1.1. Система уравнений и краевые условия. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü â ïðèáëèæåíèè
ìåëêîé âîäû [10] âêëþ÷àåò óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+

𝜕(ℎ𝑢)

𝜕𝑥
+

𝜕(ℎ𝑣)

𝜕𝑦
= 0, (1)
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óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

𝜕(ℎ𝑢)

𝜕𝑡
+

𝜕(ℎ𝑢2)

𝜕𝑥
+

𝜕(ℎ𝑢𝑣)

𝜕𝑦
= −𝑔ℎ

𝜕(𝑧𝑏 + ℎ)

𝜕𝑥
+

1

𝜌

𝜕(ℎ𝜏𝑥𝑥)

𝜕𝑥
+

1

𝜌

𝜕(ℎ𝜏𝑥𝑦)

𝜕𝑦
+

+
(𝜏𝑥𝑧)𝑠 − (𝜏𝑥𝑧)𝑏

𝜌
− ℎ𝐹𝑥,

𝜕(ℎ𝑣)

𝜕𝑡
+

𝜕(ℎ𝑢𝑣)

𝜕𝑥
+

𝜕(ℎ𝑣2)

𝜕𝑦
= −𝑔ℎ

𝜕(𝑧𝑏 + ℎ)

𝜕𝑦
+

1

𝜌

𝜕(ℎ𝜏𝑦𝑥)

𝜕𝑥
+

1

𝜌

𝜕(ℎ𝜏𝑦𝑦)

𝜕𝑦
+

+
(𝜏𝑦𝑧)𝑠 − (𝜏𝑦𝑧)𝑏

𝜌
− ℎ𝐹𝑦.

(2)

Çäåñü ℎ(𝑡,𝑥,𝑦) � ãëóáèíà; 𝑢(𝑡,𝑥,𝑦), 𝑣(𝑡,𝑥,𝑦) � îñðåäíåííûå ïî ãëóáèíå çíà÷åíèÿ êîì-
ïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè; 𝑧𝑏(𝑥,𝑦) � ðåëüåô äíà; 𝜌 � ïëîòíîñòü âîäû, 𝑔 � óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ; 𝜏𝑥𝑥, 𝜏𝑥𝑦, 𝜏𝑦𝑥, 𝜏𝑦𝑦 � îñðåäíåííûå ïî ãëóáèíå êîìïîíåíòû òåíçîðà âÿçêèõ
íàïðÿæåíèé è íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà; (𝜏𝑥𝑧)𝑠, (𝜏𝑥𝑧)𝑏, (𝜏𝑦𝑧)𝑠, (𝜏𝑦𝑧)𝑏 � òðåíèå íà ïîâåðõíîñòè
âîäû è íà äíå, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âåòðîâîå
òðåíèå íå îêàçûâàåò íà ðå÷íîå òå÷åíèå çíà÷èòåëüíîãî âëèÿíèÿ è ïîòîìó íå ó÷èòûâàåòñÿ â
ìîäåëè. Îñðåäíåííûå ïî ãëóáèíå êîìïîíåíòû ñèëû Êîðèîëèñà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

𝐹𝑥 = (−4𝜋/𝜏) sin(𝑙𝑎𝑡)𝑣, 𝐹𝑦 = (4𝜋/𝜏) sin(𝑙𝑎𝑡)𝑢,

ãäå 𝑙𝑎𝑡 � ãåîãðàôè÷åñêàÿ øèðîòà, 𝜏 � ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñóòîê â ñåêóíäàõ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé â óðàâíåíèÿõ

ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ ãðàäèåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ Áóññèíåñêà:

𝜏𝑥𝑦
𝜌

=
𝜏𝑦𝑥
𝜌

= (𝜈 + 𝜈𝑡)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
,

𝜏𝑥𝑥
𝜌

= 2(𝜈 + 𝜈𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 2

3
𝑘,

𝜏𝑦𝑦
𝜌

= 2(𝜈 + 𝜈𝑡)
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 2

3
𝑘,

(3)

ãäå 𝜈 � ìîëåêóëÿðíàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü âîäû, 𝜈𝑡 � òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü, 𝑘 �
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òóðáóëåíòíîñòè.

Òðåíèå î äíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

(𝜏𝑥𝑧)𝑏 = 𝜌𝑐𝑓𝑢|w⃗|, (𝜏𝑦𝑧)𝑏 = 𝜌𝑐𝑓𝑣|w⃗|,

ãäå 𝑐𝑓 � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, çàâèñÿùèé îò ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðóñëà èëè êàíàëà:
𝑐𝑓 = 𝑔𝑛2/ℎ0,33 îïðåäåëÿåòñÿ èç çàêîíà òðåíèÿ Ìàííèíãà, ãäå 𝑛 � êîýôôèöèåíò Ìàííèíãà,
õàðàêòåðèçóþùèé øåðîõîâàòîñòü ðóñëà, |w⃗| � ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè.

Äëÿ ó÷åòà ïåðåíîñà, ãåíåðàöèè, äèôôóçèè è äèññèïàöèè òóðáóëåíòíûõ âèõðåé â äàííîé
ðàáîòå äëÿ çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû ïðèìåíÿåòñÿ 𝑘− 𝜀 ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè,
ïîñòðîåííàÿ Ðàñòîãè è Ðîäè [11] èç îðèãèíàëüíîé 𝑘−𝜀 ìîäåëè Ëàóíäåðà è Ñïîëäèíãà [12]
äëÿ çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé Ðåéíîëüäñà.

Íà âõîäå â ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü çàäàþòñÿ îäíîðîäíûå ïðîôèëè íîðìàëüíîé ê ãðàíèöå
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîòîêà 𝑈0, ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè 𝑘0, äèññèïàöèè 𝜀0 è ãëóáèíû
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Рис. 1. Расчетная сетка. Круглые значки соответствуют центру конечного объема, заполненные ромбы —

компоненте скорости 𝑢, открытые ромбы — 𝑣

ïîòîêà ℎ0, ïîëó÷åííûå èç ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ. Ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ïîòîêà
íà âõîäå çàäàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âûõîäå èç îáëàñòè
èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíûõ ïî âíåøíåé íîðìàëè ê âûõîäíîé ãðàíèöå äëÿ
îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàñïðåäåëåíèÿ ãëóáèíû ïîòîêà
êîìïîíåíò ñêîðîñòè è ïàðàìåòðîâ ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè íà ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè
ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè.

2. Численный метод. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ðàçðàáàòûâàåìîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ðàçìåðîì [0,𝐿𝑥] × [0,𝐿𝑦], â êîòîðîé èññëåäóåò-
ñÿ òå÷åíèå ïîòîêà ñ ïåðåìåííûìè ãðàíèöàìè, ïîêðûâàåòñÿ ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêîé ñ
øàãàìè ∆𝑥,∆𝑦, ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî êîíöåïöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ, êàæäûé
âíóòðåííèé óçåë ñåòêè îêàçûâàåòñÿ â îòäåëüíîì êîíå÷íîì îáúåìå (ðèñ. 1). Ïðè ýòîì çíà-
÷åíèÿ ãëóáèíû ïîòîêà, ðåëüåôà äíà (è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè) îïðåäåëÿþòñÿ
â óçëàõ ðàñ÷åòíîé ñåòêè, à êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè � â ñåðåäèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãðàíåé êîíå÷íûõ îáúåìîâ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ôðàãìåíòà ñåòêè èñïîëüçóþòñÿ ñëåäó-
þùèå îáîçíà÷åíèÿ. Êàæäûé êîíå÷íûé îáúåì ñåòêè èìååò çàïàäíóþ (w), âîñòî÷íóþ (e),
ñåâåðíóþ (n) è þæíóþ (s) ãðàíèöû è öåíòð (P). Öåíòðû ñîñåäíèõ êîíå÷íûõ îáúåìîâ îáî-
çíà÷àþòñÿ W, E, N, S, ñîîòâåòñòâåííî.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè èíòåãðèðóþòñÿ ïî êàæäîìó êîíå÷íîìó îáúåìó.
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ â ÿ÷åéêàõ, ñäâèíóòûõ íà ∆𝑥/2 è ∆𝑦/2, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ èñïîëüçóþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîð-
ìóëû ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïðîèçâîäíûå ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿþòñÿ ïî öåíòðàëüíî-
ðàçíîñòíûì ôîðìóëàì. Ïðè àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé ïî âðåìåíè èñïîëüçóþòñÿ óñëîâíî
óñòîé÷èâûå ïîëóíåÿâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû, êîíñåðâàòèâíûå íå òîëüêî äëÿ óðàâíåíèÿ
íåðàçðûâíîñòè (1), íî è äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2), ÷òî âåñüìà âàæíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ïîòîêà ℎ [13].

Â èòîãå ïîëó÷àþòñÿ ïîëóíåÿâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè
ïî âðåìåíè è âòîðîãî � ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì.
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ℎ𝑘+1
𝑝 − ℎ𝑘

𝑝

∆𝑡𝑘
+

𝐺𝑘
𝑒 −𝐺𝑘

𝑤

∆𝑥
+

𝐺𝑘
𝑛 −𝐺𝑘

𝑠

∆𝑦
= 0, (4)

𝑢𝑘+1
𝑒 − 𝑢𝑘

𝑒

∆𝑡𝑘
+

1

ℎ𝑘
𝑒

[︂
𝑞𝑘𝑥 𝐸𝑢

𝑘
𝐸 − 𝑞𝑘𝑥 𝑃𝑢

𝑘
𝑃

∆𝑥
− 𝑢𝑘

𝑒

𝑞𝑘𝑥 𝐸 − 𝑞𝑘𝑥 𝑃

∆𝑥

]︂
+

+
1

ℎ𝑘
𝑒

[︃
𝑞𝑘𝑦 𝑛𝑒𝑢

𝑘
𝑛𝑒 − 𝑞𝑘𝑦 𝑠𝑒𝑢

𝑘
𝑠𝑒

∆𝑦
− 𝑢𝑘

𝑒

𝑞𝑘𝑦 𝑛𝑒 − 𝑞𝑘𝑦 𝑛𝑒

∆𝑦

]︃
+

+𝑔
𝜉𝑘+1
𝐸 − 𝜉𝑘+1

𝑃

∆𝑥
+

𝑐𝑓 |w⃗𝑘
𝑒 |𝑢𝑘+1

𝑒

ℎ𝑘
𝑒

− (𝐷𝑥)
𝑘
𝑒 + (𝐹𝑥)

𝑘
𝑒 = 0,

(5)

𝑣𝑘+1
𝑛 − 𝑣𝑘𝑛
∆𝑡𝑘

+
1

ℎ𝑘
𝑛

[︂
𝑞𝑘𝑥 𝑒𝑛𝑣

𝑘
𝑒𝑛 − 𝑞𝑘𝑥 𝑤𝑛𝑣

𝑘
𝑤𝑛

∆𝑥
− 𝑣𝑘𝑛

𝑞𝑘𝑥 𝑒𝑛 − 𝑞𝑘𝑥 𝑤𝑛

∆𝑥

]︂
+

+
1

ℎ𝑘
𝑛

[︃
𝑞𝑘𝑦 𝑁𝑣

𝑘
𝑁 − 𝑞𝑘𝑦 𝑃𝑣

𝑘
𝑃

∆𝑦
− 𝑣𝑘𝑛

𝑞𝑘𝑦 𝑁 − 𝑞𝑘𝑦 𝑃

∆𝑦

]︃
+

+𝑔
𝜉𝑘+1
𝑁 − 𝜉𝑘+1

𝑃

∆𝑥
+

𝑐𝑓 |w⃗𝑘
𝑛|𝑣𝑘+1

𝑛

ℎ𝑘
𝑛

− (𝐷𝑦)
𝑘
𝑛 + (𝐹𝑦)

𝑘
𝑛 = 0.

(6)

Çäåñü 𝜉 = 𝑧𝑏 + ℎ � óðîâåíü ïîâåðõíîñòè âîäû, (𝐷𝑥)
𝑘
𝑒 , (𝐷𝑦)

𝑘
𝑛 � àïïðîêñèìàöèè äèôôó-

çèîííûõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèé (2); äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ íà ãðàíÿõ êîíå÷íûõ îáúåìîâ
𝐺𝑒 = (𝑢ℎ)𝑒 = (𝑞𝑥)𝑒, 𝐺𝑛 = (𝑣ℎ)𝑛 = (𝑞𝑦)𝑛 èñïîëüçóþòñÿ ìîíîòîíèçèðîâàííûå ïðîòèâîïîòîêî-
âûå àïïðîêñèìàöèè âàí Ëèðà [14] ñ îãðàíè÷èòåëåì [15]:

𝐺𝑒 =

{︃
𝑢𝑒(ℎ𝑝 + 0.5Ψ(𝜃+)(ℎ𝐸 − ℎ𝑃 )), 𝑢𝑒 > 0

𝑢𝑒(ℎ𝐸 + 0.5Ψ(𝜃−)(ℎ𝐸 − ℎ𝑃 )), 𝑢𝑒 ≤ 0
,Ψ(𝜃) = max

(︂
0,min

(︂
min

(︂
2𝜃,

𝜃 + 2

3

)︂
,2

)︂)︂
,

𝜃+𝑒 =
ℎ𝑃 − ℎ𝑊

ℎ𝐸 − ℎ𝑃

,

𝜃−𝑒 =
ℎ𝐸𝐸 − ℎ𝐸

ℎ𝐸 − ℎ𝑃

ℎ𝑒 =
ℎ𝐸 + ℎ𝑃

2
, 𝑞𝑥𝑃 =

𝑞𝑥𝑒 + 𝑞𝑥𝑤
2

, 𝑞𝑥𝑒 = ℎ𝑃 max (𝑢𝑒,0)− ℎ𝐸 max (−𝑢𝑒,0),

𝑞𝑥𝑤 = ℎ𝑊 max (𝑢𝑤,0)− ℎ𝑃 max (−𝑢𝑤,0);

𝑞𝑦𝑛𝑒 =
𝑞𝑦𝑛 + 𝑞𝑦𝑠

2
; 𝑞𝑦𝑛 = ℎ𝑃 max (𝑣𝑛,0)− ℎ𝑁 max (−𝑣𝑛,0),

𝑞𝑦𝑠 = ℎ𝑆 max (𝑣𝑠,0)− ℎ𝑃 max (−𝑣𝑠,0).

Ïðè âû÷èñëåíèè ïîòîêîâ � ïðîèçâåäåíèé 𝑞𝑥𝐸𝑢𝑒, 𝑞𝑦𝑛𝑒𝑢𝑛𝑒, 𝑞𝑥𝑒𝑛𝑣𝑒𝑛, 𝑞𝑦𝑁𝑣𝑁 òàêæå èñïîëüçóþòñÿ
àïïðîêñèìàöèè âàí Ëèðà [14] ñ îãðàíè÷èòåëåì [15], ðàññìîòðåííûå âûøå. Äëÿ óñòîé÷èâîãî
ïî âðåìåíè èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (4)�(6) âåëè÷èíà øàãà ïî âðåìåíè âûáèðàåòñÿ èç
óñëîâèÿ
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Рис. 2. Сравнение расчетов (открытые кружки) и аналитического решения (линия) для глубины

жидкости h (а) и погрешность расчетов (б) для 2D задачи Такера [16] в точке (1.004м; 1.004м) для трех

периодов колебаний жидкости

∆𝑡𝑘 <
max (∆𝑥,∆𝑦)

2
(︁
|w⃗𝑘

𝑃 |+
√︀

𝑔ℎ𝑘
𝑃

)︁ . (7)

Òàêîé øàã îáåñïå÷èâàåò íåîòðèöàòåëüíîñòü ãëóáèíû ïîòîêà (ℎ𝑘+1
𝑃 ≥ 0).

Â êà÷åñòâå çàäà÷è, íà êîòîðîé ïðîâîäèëîñü òåñòèðîâàíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé è êà-
÷åñòâà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, ðàññìàòðèâàëàñü êëàññè÷åñêàÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à Òàêåðà î êî-
ëåáàíèè æèäêîñòè áåç òðåíèÿ â âîäîåìå, äíî êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëîèä.
Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî â [16] è èìååò âèä:⎧⎪⎨⎪⎩

ℎ(𝑥,𝑦,𝑡) = 𝜂ℎ0

𝑎2
[2(𝑥− 𝐿/2)𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) + 2(𝑦 − 𝐿/2)𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡)− 𝜂]− 𝑧𝑏(𝑥,𝑦);

𝑢(𝑥,𝑦,𝑡) = −𝜂𝜔 × 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡);

𝑣(𝑥,𝑦,𝑡) = 𝜂𝜔 × 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡),

(8)

à ðåëüåô äíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

𝑧𝑏(𝑥,𝑦) = −ℎ0

(︂
1− 𝑟(𝑥,𝑦)2

𝑎2

)︂
, 𝑟2(𝑥,𝑦) = (𝑥− 𝐿/2)2 + (𝑦 − 𝐿/2)2.

Çäåñü 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 = 𝐿 = 4ì, 𝑎 = 1ì, ℎ0 = 0.1ì, 𝜂 = 0.5ì, 𝜔 =
√
2𝑔ℎ0/𝑎, 𝑐

−1.
Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ äâèæóùàÿñÿ áåðåãîâàÿ ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ. Ñâîáîäíàÿ

ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè ñîâåðøàåò ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå è îñòàåòñÿ ïëîñêîé âî âðåìå-
íè. ×òîáû ïðåäñòàâèòü ñåáå ýòîò ñëó÷àé, íóæíî ðàññìîòðåòü ñîñóä â ôîðìå ïàðàáîëîèäà,
âíóòðè êîòîðîãî âðàùàåòñÿ æèäêîñòü. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà 500×500. Ïî âðå-
ìåíè âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ äëèëñÿ òðè ïåðèîäà êîëåáàíèé æèäêîñòè â ïàðàáîëîèäå.
Øàã ïî âðåìåíè îïðåäåëÿëñÿ èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì (7).

Íà ðèñ. 2, à, ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ãëóáèíû ïîòîêà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â
òî÷êå (𝑥 = 1,004ì; 𝑦 = 1,004ì). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå
âðåìåíè âîëíà òðîåêðàòíî íàáåãàåò íà óêàçàííîå ïîëîæåíèå íà ïîâåðõíîñòè ïàðàáîëîèäà.
Îòêðûòûå çíà÷êè íà ðèñ. 2, à, ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, à ëèíèÿ
� àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ [16]. Íà ðèñ. 2, á, â ðàñ÷åòíûå ìîìåíòû âðåìåíè èçîáðàæåí
ìîäóëü ðàçíîñòè ÷èñëåííîãî è àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèé äëÿ ãëóáèíû òå÷åíèÿ â ýòîé æå
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òî÷êå. Âèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå ðàñõîæäåíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëîæåíèÿ èìååò ìåñòî
â ñëó÷àå íà÷àëà è êîíöà ïðîõîæäåíèÿ âîëíû. Ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â
àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè ãðàíèöû âîëíû ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè îò âðåìåíè
è êîîðäèíàò, à â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïîëîæåíèå ãðàíèöû ìåíÿåòñÿ äèñêðåòíî ñ øàãîì,
ðàâíûì ðàçìåðó ÿ÷åéêè. Òåì íå ìåíåå, êîãäà æèäêîñòü íàêðûâàåò ðàññìàòðèâàåìóþ òî÷-
êó, ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ãëóáèíû óìåíüøàåòñÿ â 4 ðàçà.

3. Параллельная реализация. Ïîñòðîåííàÿ âûøå ïîëóíåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íà
ðàçíåñåííûõ ðàçíîñòíûõ ñåòêàõ èìååò áîëüøîé ïîòåíöèàë äëÿ ñîçäàíèÿ ýôôåêòèâíîé ïà-
ðàëëåëüíîé ïðîãðàììû, ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ãëóáèíû èëè
êîìïîíåíò ñêîðîñòè ïî ôîðìóëàì (4)�(6) ìîãóò ïðîèçâîäèòüñÿ îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî
â êàæäîì âû÷èñëèòåëüíîì óçëå ñåòêè.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ýòîé ðàçíîñòíîé ñõåìû. Íà
ðèñ. 3 ïðèâåäåíà áëîê-ñõåìà ïðîãðàììû, âûïîëíÿþùåé âû÷èñëåíèÿ ïî îïèñàííûì âû-
øå ðàçíîñòíûì ñõåìàì. Îñíîâíîé öèêë ïî âðåìåíè âêëþ÷àåò áëîêè: à) ðàñ÷åòà ïîòîêîâ
𝐺𝑒, 𝐺𝑤, 𝐺𝑛, 𝐺𝑠 ÷åðåç ãðàíè êîíå÷íûõ îáúåìîâ è âû÷èñëåíèå ãëóáèíû ℎ ïî (4) è óðîâíÿ
æèäêîñòè 𝜉 = ℎ + 𝑧𝑏; á) ðàñ÷åòà ïîòîêîâ äëÿ óðàâíåíèÿ (5) è âû÷èñëåíèå êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè 𝑢𝑘+1

𝑒 ïî (5); â) ðàñ÷åòà ïîòîêîâ äëÿ óðàâíåíèÿ (6) è âû÷èñëåíèå êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè 𝑣𝑘+1

𝑛 ïî (6); ã) îáíîâëåíèå ïîëåé íà ïðåäûäóùåì øàãå ïî âðåìåíè.
Â êàæäîì èç áëîêîâ à)�ã) âûïîëíÿåòñÿ îäèí èëè äâà âëîæåííûõ öèêëà ïî ñåòî÷íîé

îáëàñòè, â êîòîðûõ ïî ÿâíûì ôîðìóëàì ïðîèçâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ. Íàïðèìåð, îñíîâíûå
áëîêè ïðîãðàììû � áëîê à), â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò ãëóáèíû ïîòîêà è óðîâíÿ
æèäêîñòè, è áëîê ã), â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ îáíîâëåíèå ïîëåé äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà ïî
âðåìåíè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

while ( time<TimeT) { // основной цикл по времени
. . .
for ( int i =1; i<Nx ; i++) {
for ( int j =1; j<Ny ; j++) {

// расчет потоков для уравнения (4)
Ge = MUSCL(h [ i =1] [ j ] , h [ i ] [ j ] , h [ i +1] [ j ] , h [ i +2] [ j ] , u [ i +1] [ j ] ) ;
Gw = MUSCL(h [ i =2] [ j ] , h [ i =1] [ j ] , h [ i ] [ j ] , h [ i +1] [ j ] , u [ i ] [ j ] ) ;
Gn = MUSCL(h [ i ] [ j =1] ,h [ i ] [ j ] , h [ i ] [ j +1] ,h [ i ] [ j +2] , v [ i ] [ j +1 ] ) ;
Gs = MUSCL(h [ i ] [ j = 2 ] , h [ i ] [ j = 1 ] , h [ i ] [ j ] , h [ i ] [ j + 1 ] , v [ i ] [ j ] ) ;

// расчет глубины потока и уровня жидкости по явным формулам
hnext [ i ] [ j ] = h [ i ] [ j ] = dt/dx*(Ge=Gw) = dt/dy*(Gn=Gs ) ;
dzetanext [ i ] [ j ] = hnext [ i ] [ j ]+zb [ i ] [ j ] ;

} // end f o r
// end f o r
. . .
// обмен значениями
for ( int i =0; i<Nx+1; i++)
for ( int j =0; j<Ny+1; j++) {
h [ i ] [ j ] = hnext [ i ] [ j ] ;
u [ i ] [ j ] = unext [ i ] [ j ] ;
v [ i ] [ j ] = vnext [ i ] [ j ] ;

} // end f o r
time = time + dt ;
} // end wh i l e
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Рис. 3. Блок-схема вычислительного процесса с указанием области параллельных вычислений

Èç ýòîãî ôðàãìåíòà ïðîãðàììû âèäíî, ÷òî ïðîãðàììà ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áëîêîâ äâîéíûõ âëîæåííûõ öèêëîâ, â êîòîðûõ àêòèâíî ïðîèçâîäèòñÿ èñïîëüçîâàíèå è îá-
íîâëåíèå îäíèõ è òåõ æå îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ïî âåëè÷èíå äâóìåðíûõ ñòàòè÷åñêèõ
ìàññèâîâ. Âñå âåùåñòâåííûå ïåðåìåííûå è ìàññèâû â ïðîãðàììå áûëè îòíåñåíû ê òèïó
double. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ñåðâåðå ñ îáùåé ïàìÿòüþ îáúåìîì 192Ãá è äâóìÿ äâåíà-
äöàòèÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè Intel Xeon Silver 4214 2,2 ÃÃö è îäíîé ãðàôè÷åñêîé êàðòîé
GPU NVIDIA Geforce RTX2080 Ti. Ðàñ÷åò ïî ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîãðàììå äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé íà ñåðâåðå ñîñòàâèë 547,7 ñ (ñåòêà 500×500) è
4606,4 ñ (ñåòêà 1000×1000).
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Ïîñòðîåíèå ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì áûëî âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ìàëî çàòðàòíûõ â ïà-
ðàëëåëüíîì ïðîãðàììèðîâàíèè òåõíîëîãèé OpenMP (Open MultiProcessing) è OpenACC
(Open Accelerators), ïðåäíàçíà÷åííûõ, â îñíîâíîì, äëÿ ìíîãîÿäåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåì CPU+GPU ñ îáùåé ïàìÿòüþ. Íà ðèñ. 3 øòðèõîâîé ëèíèåé âûäåëåíà ÷àñòü áëîê-
ñõåìû, â êîòîðîé ïðîèçâîäèëèñü ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Âíóòðè ýòîé îáëàñòè âûïîë-
íÿëîñü ðàñïàðàëëåëèâàíèå âëîæåííûõ öèêëîâ (ñì. ïðèâåäåííûé ôðàãìåíò ïðîãðàììû)
ñðåäñòâàìè ïàðàëëåëüíûõ òåõíîëîãèé OpenMP èëè OpenACC, ò. å. âûïîëíåíèå èòåðà-
öèé âëîæåííûõ öèêëîâ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿëîñü ìåæäó àêòèâíûìè íèòÿìè/ïðîöåñ-
ñàìè ÿäåð öåíòðàëüíîãî èëè ãðàôè÷åñêîãî ïðîöåññîðîâ. Íèæå ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò
OpenMP-ïðîãðàììû, â êîòîðóþ ïåðåä êàæäûì âëîæåííûì öèêëîì äîáàâëÿëèñü äèðåê-
òèâû #pragma omp parallel for:

while ( time<TimeT) { // основной цикл по времени
. . .
#pragma omp p a r a l l e l for c o l l a p s e (2 ) p r i va t e (Ge , Gw, Gn, Gs)
// распределение итераций между ядрами CPU
for ( int i =1; i<Nx ; i++) {
for ( int j =1; j<Ny ; j++) {
Ge = . . . ; // расчет потоков для уравнения (4)
. . .
hnext [ i ] [ j ] = h [ i ] [ j ] = dt/dx*(Ge=Gw) = dt/dy*(Gn=Gs ) ;

// расчет глубины потока
dzetanext [ i ] [ j ] = hnext [ i ] [ j ]+zb [ i ] [ j ] ;

} // end f o r
// end f o r
. . .
} //end wh i l e

Ïðè êîìïèëÿöèè âñåõ ïðîãðàìì èñïîëüçîâàëñÿ êîìïèëÿòîð Portland Group 21.9 pgcc,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü ïàðàëëåëüíûå ïðîãðàììû ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèé
OpenMP è OpenACC äëÿ ìíîãîÿäåðíûõ ñèñòåì ñ öåíòðàëüíûìè è ãðàôè÷åñêèìè ïðî-
öåññîðàìè.

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè óñêîðåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíîé ïðî-
ãðàììû, ñîçäàííîé ñ ïîìîùüþ OpenMP òåõíîëîãèè äëÿ ðàñ÷åòîâ íà ñåòêàõ 500×500 è
1000×1000 óçëîâ. Óñêîðåíèå 𝑆𝑝 ðàññ÷èòûâàëîñü êàê îòíîøåíèå èçìåðåííîãî âðåìåíè ñ÷å-
òà ïðè çàïóñêå ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû íà îäíîé íèòè/ÿäðå (𝑝 = 1) ê èçìåðåííîìó
âðåìåíè ñ÷åòà ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû íà p íèòÿõ/ÿäðàõ. Ðàññìàòðèâàëèñü çíà÷åíèÿ
𝑝 = 1,3,6,12,24. Ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû îöåíèâàëàñü êàê îòíîøåíèå
óñêîðåíèÿ ê ÷èñëó èñïîëüçóåìûõ íèòåé/ÿäåð.

Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå òåõíîëîãèè OpenMP ïîçâîëÿåò áîëåå ÷åì â 15 ðàç
óñêîðèòü âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ. Ïðè÷åì ïðîãðàììà õîðîøî ìàñøòàáèðóåòñÿ: ïðè êðàò-
íîì óâåëè÷åíèè âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû (∼ â 8 ðàç) óñêîðåíèå è ýôôåêòèâíîñòü ïðîãðàì-
ìû ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà èñïîëüçó-
åìûõ ÿäåð öåíòðàëüíûõ ïðîöåññîðîâ òåìï óâåëè÷åíèÿ óñêîðåíèÿ è çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíî-
ñòè ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû ñíèæàþòñÿ. Ïîñëåäíåå ñâÿçàíî ñ óâåëè÷åíèåì íàãðóçêè íà
îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü, òî÷íåå, ñ óìåíüøåíèåì ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ïàìÿòè â ðàñ÷åòå
íà îäíî àêòèâíîå ÿäðî ïðè èñïîëüçîâàíèè âñåõ äîñòóïíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿäåð öåíòðàëü-
íîãî ïðîöåññîðà. Ñêîðîñòü âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïðîãðàììå çàâèñèò
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Рис. 4. Ускорение и эффективность параллельной OpenMP-программы. Штриховая линия — график

зависимости идеального ускорения 𝑆𝑝 = 𝑝

íå òîëüêî îò ôàêòè÷åñêîé ñêîðîñòè ïðîöåññîðà è êîëè÷åñòâà åãî ÿäåð, íî è îò âðåìåíè
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ñ ïàìÿòüþ.

Íèæå ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò OpenACC-ïðîãðàììû, â êîòîðóþ ïåðåä êàæäûì âëîæåí-
íûì öèêëîì äîáàâëÿëèñü äèðåêòèâû #pragma acc kernels. Êðîìå òîãî, ïåðåä íà÷àëîì
âû÷èñëåíèé áûëî âûïîëíåíî êîïèðîâàíèå/ñîçäàíèå âñåõ èñïîëüçóåìûõ â ðàñ÷åòàõ íà ãðà-
ôè÷åñêîì ïðîöåññîðå ìàññèâîâ.

// копирование данных из ОЗУ компьютера
// в память графической карты и обратно
#pragma acc data copy ( hnext , unext , vnext , dzetanext , h , u , v )
#pragma acc data copyin ( zb )
#pragma acc data c r e a t e (u , v , hcx , hcy , qx , qy , qcx , qcy )
while ( time<TimeT) { // основной цикл по времени
. . .
#pragma acc k e rn e l s // распределение итераций цикла между ядрами GPU
for ( int i =1; i<Nx ; i++) {
for ( int j =1; j<Ny ; j++) {
Ge = . . . ; //расчет потоков для уравнения (4)
. . .
hnext [ i ] [ j ] = h [ i ] [ j ] = dt/dx*(Ge=Gw) = dt/dy*(Gn=Gs ) ;
dzetanext [ i ] [ j ] = hnext [ i ] [ j ]+zb [ i ] [ j ] ;

} // end f o r
} // end f o r
. . .
} // end wh i l e

Èñïîëüçîâàíèå òåõíîëîãèè OpenACC äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ãðàôè÷åñêîé êàðòå íà
ðàññìàòðèâàåìîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå è ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ
äàåò óñêîðåíèå áîëåå ÷åì â 25 (21,3 ñ ïðîòèâ 547,7 ñ) íà ñåòêå 500×500 è â 31 ðàç (145,4 ñ
ïðîòèâ 4606,4 ñ) íà ñåòêå 1000×1000.

Заключение. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ èçîòåðìè÷åñêèõ
òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé â ðå÷íûõ ïîòîêàõ ñôîðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü,
îïèðàþùàÿñÿ íà ïðèáëèæåíèå ìåëêîé âîäû äëÿ óðàâíåíèé Ðåéíîëüäñà äëÿ íåñæèìàåìîé
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æèäêîñòè, ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé ìåòîä, îáåñïå÷èâàþùèé â ðàìêàõ èñïîëüçîâàíèÿ
ìåòîäà êîíå÷íîãî îáúåìà, ñòðóêòóðèðîâàííûõ ðàçíåñåííûõ ñåòîê è ïîëóíåÿâíûõ ðàç-
íîñòíûõ ñõåì âûïîëíåíèÿ íà ðàçíîñòíîì óðîâíå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà.
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è ìåòîäà áûëà ïðîòåñòèðîâàíà íà
èçâåñòíîì àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè è ðàñïàðàëëåëåíà ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèé OpenMP è
OpenACC íà ãèáðèäíîé ìíîãîÿäåðíîé ñèñòåìå ñ îáùåé ïàìÿòüþ. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî
èñïîëüçîâàíèå òåõíîëîãèè OpenMP äëÿ äâóõ äâåíàäöàòèÿäåðíûõ öåíòðàëüíûõ ïðîöåñ-
ñîðîâ ïîçâîëÿåò áîëåå ÷åì â 15 ðàç óñêîðèòü âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ. Èñïîëüçîâàíèå
òåõíîëîãèè OpenACC ïðè ðàñ÷åòàõ íà ýòîé æå ìíîãîÿäåðíîé ñèñòåìå è ãðàôè÷åñêîì
ïðîöåññîðå NVIDIA GeForce RTX2080 Ti äàåò óñêîðåíèå áîëåå ÷åì â 25 ðàç.
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