
Problems of Informatics. 2025. № 1

APPROACH TO EFFECTIVE IMPLEMENTATION OF
NUMERICAL ALGORITHMS

V.N. Aleeva

South Ural State University (National Research University),
454080, Chelyabinsk, Russia

DOI: 10.24412/2073-0667-2025-1-29-44
EDN: QALLET

The problem of effective implementation of numerical algorithms is actual. The paper proposes a
solution to this problem. The solution uses the author’s concept of a 𝑄-determinant. In the paper,
we describe the notions of the concept of a 𝑄-determinant used for research. These are the following
notions.

An algorithmic problem has the form 𝑦 = 𝐹 (𝑁,𝐵), where 𝑁 = {𝑛1, . . . ,𝑛𝑘} is the set of parameters
of the problem dimension or 𝑁 is the empty set, 𝐵 is the set of input data, 𝑦 = {𝑦1, . . . ,𝑦𝑚} is the
set of output data. Here 𝑛𝑖 (𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑘}) is any positive integer. If 𝑁 = {𝑛1, . . . ,𝑛𝑘}, then by
𝑁̄ = {𝑛̄1, . . . ,𝑛̄𝑘} we denote a set of 𝑘 positive integers, where 𝑛̄𝑖 is some given value of the parameter
𝑛𝑖 for each 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑘}. We denote the set of all possible 𝑘-tuples 𝑁̄ by {𝑁̄}. An algorithm for solving
an algorithmic problem is denoted by 𝒜, and the set of operations used by algorithm 𝒜 is denoted by
𝑄.

An expression over 𝐵 and 𝑄 is a term in the standard sense of mathematical logic. A chain of
length 𝑛 is the result of applying some associative operation from 𝑄 to 𝑛 expressions. If 𝑁 = ∅, then
any expression 𝑤 over 𝐵 and 𝑄 is an unconditional 𝑄-term. If 𝑁 ̸= ∅ and 𝑉 is the set of all expressions
over 𝐵 and 𝑄, then any mapping 𝑤 :

{︀
𝑁̄
}︀
→ 𝑉 ∪∅ is also called an unconditional 𝑄-term. 𝑤(𝑁̄) = ∅

means that the value of 𝑤(𝑁̄) is undefined. If 𝑁 = ∅ and the expression 𝑤 over 𝐵 and 𝑄 has a value
of logical type under any interpretation of the variables 𝐵, then we call the unconditional 𝑄-term 𝑤
an unconditional logical 𝑄-term. Let 𝑁 ̸= ∅ and 𝑤 be an unconditional 𝑄-term. Suppose also that
the expression 𝑤(𝑁̄) for each 𝑁̄ ∈ {𝑁̄} has a value of logical type under any interpretation of the
variables 𝐵. In this case, we call the unconditional 𝑄-term 𝑤 an unconditional logical 𝑄-term. Suppose
that 𝑢1, . . . ,𝑢𝑙 are unconditional logical 𝑄-terms, 𝑤1, . . . ,𝑤𝑙 are unconditional 𝑄-terms. Then the set
𝑙 of pairs (̂︀𝑢, ̂︀𝑤) = {(𝑢𝑖,𝑤𝑖)}𝑖∈{1,...,𝑙} is a conditional 𝑄-term of length 𝑙. Let (̂︀𝑢, ̂︀𝑤) = {(𝑢𝑖,𝑤𝑖)}𝑖=1,2,...

be a countable set of pairs of unconditional 𝑄-terms. Suppose that {(𝑢𝑖,𝑤𝑖)}𝑖∈{1,...,𝑙} is a conditional
𝑄-term of length 𝑙 for any 𝑙 < ∞. Then we call (̂︀𝑢, ̂︀𝑤) a conditional infinite 𝑄-term. 𝑄-terms can be
calculated.

Suppose that algorithm 𝒜 consists in finding for each 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚} the value 𝑦𝑖 by computing the
value of the 𝑄-term 𝑓𝑖. Then the set of 𝑄-terms {𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}} we call the 𝑄-determinant of the
algorithm 𝒜. Moreover, we call the system of equations {𝑦𝑖 = 𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}} a representation of
the algorithm 𝒜 in the form of a 𝑄-determinant.

The process of computing 𝑄-terms {𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}} of algorithm 𝒜 is called an implementation
of algorithm 𝒜. An implementation of algorithm 𝒜 is called parallel if there are operations of the
algorithm that are executed simultaneously. An implementation of algorithm 𝒜 is called 𝑄-effective
if 𝑄-terms {𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}} are computed simultaneously, operations are executed as they are
ready, and chain operations are computed using the doubling scheme. A 𝑄-effective implementation
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uses the entire parallelism resource of the algorithm. The concepts of height and width of an algorithm
characterize the parallelism resource of the algorithm. An implementation of the algorithm 𝒜 is called
realizable if it is such that a finite number of operations must be executed simultaneously. There are
algorithms such that the 𝑄-effective implementation is not realizable.

We can use the 𝑄-determinant of a numerical algorithm for design parallel programs implementing
the algorithm, including effective programs. On the base of this idea, the author has developed a
method for designing effective programs. In this paper, we describe the proposed method. The method
involves the following steps: construction of the 𝑄-determinant of the algorithm, description of the
𝑄-effective implementation of the algorithm, development of a program for an realizable 𝑄-effective
implementation of the algorithm. We call 𝑄-effective programs developed using the effective program
design method. Therefore, we can also call this method the method of designing 𝑄-effective programs.
Note that 𝑄-effective programs use the parallelism resource of algorithms completely. In the paper, we
provide an overview of the numerical algorithms for which 𝑄-effective programs have been developed.
We also describe the features of applying the design method of 𝑄-effective programs to algorithms.
Note that we are considering algorithms that solve various algorithmic problems and have a different
structure of 𝑄-determinants.

In addition, we present the following results of a study of 𝑄-effective programs. 1) We introduce the
concept of the computing infrastructure of the program. This is a set of conditions for the development
and execution of a program. We prove that each of the 𝑄-effective programs for a given numerical
algorithm is the most efficient for its computing infrastructure among programs implementing the
same algorithm.

2) We show that any numerical algorithm can be implemented using a potentially infinite set of
𝑄-effective programs for various computing infrastructures. From this, we can conclude that of all the
𝑄-effective programs for this algorithm, there is probably not the most efficient one. However, each of
the 𝑄-effective programs is effective for its computing infrastructure.

So, we can say that the method of designing 𝑄-effective programs has theoretical and practical
importance.

Key words: improving parallel computing efficiency, 𝑄-determinant of algorithm,
representation of algorithm in form of 𝑄-determinant, 𝑄-effective implementation of algorithm,
parallelism resource of algorithm, 𝑄-effective program.
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В статье рассмотрен метод проектирования эффективных программ для реализации числен-
ных алгоритмов, основанный на авторской концепции 𝑄-детерминанта. Разработанные с помо-
щью метода эффективные программы называются 𝑄-эффективными. Они используют ресурс
параллелизма алгоритмов полностью. Приводится обзор численных алгоритмов, для которых
разработаны 𝑄-эффективные программы. Введено понятие вычислительной инфраструктуры
программы. Доказано, что каждая из 𝑄-эффективных программ, реализующих один и тот же
численный алгоритм, является самой эффективной для своей вычислительной инфраструкту-
ры среди программ, реализующих тот же алгоритм. Проведенное исследование обосновывает
теоретическую и практическую значимость метода проектирования эффективных программ
для реализации численных алгоритмов.

Ключевые слова: повышение эффективности параллельных вычислений, 𝑄-детерминант
алгоритма, представление алгоритма в форме 𝑄-детерминанта, 𝑄-эффективная реализация
алгоритма, ресурс параллелизма алгоритма, 𝑄-эффективная программа.

Введение. Îñíîâíàÿ öåëü ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé � óñêîðåíèå ðåøåíèÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ çàäà÷. Îíà äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ, ïðèìåíÿåìûõ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷. Óñêîðåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî ðåàëèçàöèÿ
àëãîðèòìà èñïîëüçóåò ðåñóðñ ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìà. Ñàìàÿ ýôôåêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ
àëãîðèòìà èñïîëüçóåò ðåñóðñ ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìà ïîëíîñòüþ. Ïðè âûïîëíåíèè îíà
òðåáóåò áîëüøå âû÷èñëèòåëåé (ïðîöåññîðîâ, ÿäåð) ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû
(ÏÂÑ), ÷åì ëþáàÿ äðóãàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà, òàê êàê îäíîâðåìåííî äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ áîëüøå îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòîÿííûé ðîñò âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé
ÏÂÑ ñïîñîáñòâóåò ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ.

Íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, ïàðàëëåëüíûå ïðîãðàììû âûïîëíÿþò íå ñàìûå ýôôåêòèâ-
íûå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ. Ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äàåò
âîçìîæíîñòü óìåíüøèòü âðåìÿ èõ âûïîëíåíèÿ è óâåëè÷èòü áûñòðîäåéñòâèå ÏÂÑ. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîáëåìà ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ àêòó-
àëüíîé. Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè
ðåñóðñîâ ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìîâ è ðåàëèçàöèè ðåñóðñîâ ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìîâ íà
ÏÂÑ. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé, ïîëó÷åííûì ïðè ðåàëèçàöèè ðåñóð-
ñîâ ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìîâ íà ÏÂÑ íà îñíîâå àâòîðñêîãî ïîäõîäà ê ðàñïàðàëëåëèâàíèþ
÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ � êîíöåïöèè 𝑄-äåòåðìèíàíòà.
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Öåëü èññëåäîâàíèÿ, èçëîæåííîãî â ñòàòüå, ñîñòîèò â îáîñíîâàíèè òåîðåòè÷åñêîé è
ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ìåòîäà ïðîåêòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåàëèçà-
öèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííîãî íà êîíöåïöèè 𝑄-äåòåðìèíàíòà. Îíà ïðåäïîëàãàåò
ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷.

1) Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîåêòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì äëÿ êîëëåêöèè àëãî-
ðèòìîâ, ðåàëèçóþùèõ ðàçëè÷íûå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû.

2) Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðàçðàáîòàííûõ ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì è îïèñàíèå åãî ðå-
çóëüòàòîâ.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçäåë 1 ñîäåðæèò íåêîòîðûå îñíîâíûå ïî-
íÿòèÿ êîíöåïöèè 𝑄-äåòåðìèíàíòà, èñïîëüçóåìûå â ñòàòüå. Â ðàçäåëå 2 èçëîæåí ìåòîä
ïðîåêòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì. Â ðàçäåëå 3 ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîåê-
òèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì äëÿ êîíêðåòíûõ àëãîðèòìîâ, ðåàëèçóþùèõ ðàçëè÷íûå
àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû. Â ðàçäåëå 4 îïèñàíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ïðî-
ãðàìì, ðàçðàáîòàííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðîåêòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì. Â çà-
êëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ èòîãè ðàáîòû è ôîðìóëèðóåòñÿ íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ èññëåäîâàíèé
íà îñíîâå êîíöåïöèè 𝑄-äåòåðìèíàíòà.

1. Концепция 𝑄-детерминанта. Êîíöåïöèÿ 𝑄-äåòåðìèíàíòà ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷å-
ñêîé îñíîâîé äàííîãî èññëåäîâàíèÿ. Âïåðâûå îíà èçëîæåíà â ðàáîòå àâòîðà [2], çàòåì
â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ, ïðè ýòîì íàèáîëåå ïîëíî â [1]. Îïèøåì ïîíÿòèÿ êîíöåïöèè 𝑄-
äåòåðìèíàíòà, èñïîëüçóåìûå ïðè èññëåäîâàíèè.

Обозначения. Àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîáëåìó áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå 𝑦 = 𝐹 (𝑁,𝐵),
ãäå 𝑁 = {𝑛1, . . . ,𝑛𝑘} � ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ ðàçìåðíîñòè ïðîáëåìû èëè 𝑁 � ïóñòîå ìíî-
æåñòâî, 𝐵 � ìíîæåñòâî âõîäíûõ äàííûõ, 𝑦 = {𝑦1, . . . ,𝑦𝑚} � ìíîæåñòâî âûõîäíûõ äàííûõ,
ïðè ýòîì öåëîå ÷èñëî 𝑚 ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîíñòàíòîé, ëèáî çíà÷åíèåì âû÷èñëèìîé ôóíêöèè
ïàðàìåòðîâ 𝑁 ïðè óñëîâèè, ÷òî 𝑁 ̸= ∅. Çäåñü 𝑛𝑖 (𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑘}) ðàâíî ëþáîìó ïîëîæè-
òåëüíîìó öåëîìó ÷èñëó. Åñëè 𝑁 = {𝑛1, . . . ,𝑛𝑘}, òî ÷åðåç 𝑁̄ = {𝑛̄1, . . . ,𝑛̄𝑘} îáîçíà÷èì íàáîð
èç 𝑘 ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, ãäå 𝑛̄𝑖 � íåêîòîðîå çàäàííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà 𝑛𝑖 äëÿ
êàæäîãî 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑘}. ×åðåç {𝑁̄} îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ 𝑘-íàáîðîâ 𝑁̄ .
Ïóñòü 𝒜 � àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû, 𝑄 � ìíîæåñòâî îïåðàöèé,
èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîì 𝒜.

Определение 1. Выражение над 𝐵 и 𝑄 определим как терм в стандартном смысле
математической логики [3].

Определение 2. Цепочкой длины 𝑛 будем называть выражение, представляющее собой
результат применения некоторой ассоциативной операции из 𝑄 к 𝑛 выражениям.

Определение 3. Если 𝑁 = ∅, то любое выражение 𝑤 над 𝐵 и 𝑄 мы называем безуслов-
ным 𝑄-термом. Пусть 𝑁 ̸= ∅ и 𝑉 — множество всех выражений над 𝐵 и 𝑄. Тогда любое
отображение 𝑤 :

{︀
𝑁̄
}︀
→ 𝑉 ∪∅ мы также называем безусловным 𝑄-термом. 𝑤(𝑁̄) = ∅

означает, что значение 𝑤(𝑁̄) не определено.

Определение 4. Пусть 𝑁 = ∅ и 𝑤 — безусловный 𝑄-терм. Кроме того, пусть выраже-
ние 𝑤 над 𝐵 и 𝑄 имеет значение логического типа при любой интерпретации перемен-
ных 𝐵. Тогда безусловный 𝑄-терм 𝑤 мы называем безусловным логическим 𝑄-термом.
Пусть 𝑁 ̸= ∅ и 𝑤 — безусловный 𝑄-терм. Предположим также, что выражение 𝑤(𝑁̄)
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для каждого 𝑁̄ ∈ {𝑁̄} имеет значение логического типа при любой интерпретации пере-
менных 𝐵. В этом случае безусловный 𝑄-терм 𝑤 мы называем безусловным логическим
𝑄-термом.

Определение 5. Предположим, что 𝑢1, . . . ,𝑢𝑙 — безусловные логические 𝑄-термы,
𝑤1, . . . ,𝑤𝑙 — безусловные 𝑄-термы. Тогда множество 𝑙 пар (̂︀𝑢, ̂︀𝑤) = {(𝑢𝑖,𝑤𝑖)}𝑖∈{1,...,𝑙} мы
называем условным 𝑄-термом длины 𝑙.

Определение 6. Пусть (̂︀𝑢, ̂︀𝑤) = {(𝑢𝑖,𝑤𝑖)}𝑖=1,2,... — счетное множество пар безусловных
𝑄-термов. Предположим, что {(𝑢𝑖,𝑤𝑖)}𝑖∈{1,...,𝑙} является условным 𝑄-термом длины 𝑙
для любого 𝑙 < ∞. Тогда мы называем (̂︀𝑢, ̂︀𝑤) условным бесконечным 𝑄-термом.

𝑄-òåðìû ìîæíî âû÷èñëÿòü. Îïèøåì, êàê íàéòè çíà÷åíèå áåçóñëîâíîãî 𝑄-òåðìà 𝑤 ïðè
èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûõ 𝐵. Åñëè𝑁 = ∅, òî íàõîæäåíèå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ 𝑤 ÿâëÿåò-
ñÿ íàõîæäåíèåì çíà÷åíèÿ áåçóñëîâíîãî 𝑄-òåðìà 𝑤 ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûõ
𝐵. Åñëè 𝑁 ̸= ∅ è 𝑤(𝑁̄) ̸= ∅, òî 𝑤(𝑁̄) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì íàä 𝐵 è 𝑄. Ìîæíî íàéòè
çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 𝑤(𝑁̄) ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûõ 𝐵, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì áåçóñëîâíîãî 𝑄-òåðìà 𝑤. Êîíå÷íî, ìû îïóñêàåì çíà÷åíèå 𝑤(𝑁̄) = ∅, òàê êàê â
ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå áåçóñëîâíîãî 𝑄-òåðìà 𝑤 íå îïðåäåëåíî.

Òåïåðü îïèøåì, êàê íàéòè çíà÷åíèå óñëîâíîãî 𝑄-òåðìà (̂︀𝑢, ̂︀𝑤) ïðè èíòåðïðåòàöèè ïåðå-
ìåííûõ 𝐵. Ïóñòü 𝑁 = ∅. Íàõîäèì çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé 𝑢𝑖,𝑤𝑖 äëÿ 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑙}. Ïðè ýòîì
ìû ìîæåì íàéòè ïàðó 𝑢𝑖0 ,𝑤𝑖0 òàêóþ, ÷òî 𝑢𝑖0 èìååò çíà÷åíèå true, òîãäà ñ÷èòàåì, ÷òî (̂︀𝑢, ̂︀𝑤)
èìååò çíà÷åíèå 𝑤𝑖0 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî çíà÷åíèå (̂︀𝑢, ̂︀𝑤) ïðè èíòåðïðåòàöèè
ïåðåìåííûõ 𝐵 íå îïðåäåëåíî. Ïóñòü 𝑁 ̸= ∅ è 𝑁̄ ∈ {𝑁̄}. Íàõîäèì âûðàæåíèÿ 𝑢𝑖(𝑁̄),𝑤𝑖(𝑁̄)
äëÿ 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑙}. Ïðè ýòîì ìû ìîæåì íàéòè ïàðó 𝑢𝑖0(𝑁̄),𝑤𝑖0(𝑁̄) òàêóþ, ÷òî 𝑢𝑖0(𝑁̄) èìååò
çíà÷åíèå true, òîãäà ñ÷èòàåì, ÷òî (̂︀𝑢, ̂︀𝑤) èìååò çíà÷åíèå 𝑤𝑖0(𝑁̄). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ÷è-
òàåì, ÷òî çíà÷åíèå (̂︀𝑢, ̂︀𝑤) äëÿ 𝑁̄ è ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûõ 𝐵 íå îïðåäåëåíî.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå óñëîâíîãî áåñêîíå÷íîãî 𝑄-òåðìà.

Определение 7. Пусть 𝑀 = {1, . . . ,𝑚}. Предположим, что алгоритм 𝒜 состоит в
нахождении для каждого 𝑖 ∈ 𝑀 значения 𝑦𝑖 путем вычисления значения 𝑄-терма 𝑓𝑖.
Тогда множество 𝑄-термов {𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑀} мы называем 𝑄-детерминантом алгоритма
𝒜, а систему уравнений {𝑦𝑖 = 𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑀} представлением алгоритма 𝒜 в форме 𝑄-
детерминанта.

Определение 8. Процесс вычисления 𝑄-термов {𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑀} алгоритма 𝒜 называет-
ся реализацией алгоритма 𝒜. Реализация алгоритма 𝒜 называется параллельной, если
существуют операции, которые выполняются одновременно.

Определение 9. Реализация алгоритма 𝒜 называется 𝑄-эффективной, если 𝑄-термы
{𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑀} вычисляются одновременно, операции при их вычислении выполняются по
мере готовности, при этом, если несколько операций цепочки готовы к выполнению, то
они выполняются по схеме сдваивания.

Замечание 1. Îïðåäåëåíèå 𝑄-ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî îíà ïîëíîñòüþ
èñïîëüçóåò ðåñóðñ ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìà.
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Ðåñóðñ ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìà õàðàêòåðèçóþò åãî âûñîòà è øèðèíà. Ýòè ïîíÿòèÿ
ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàáîòàõ [4�7]. Â [4, 7] îïèñàíà ïðîãðàììíàÿ 𝑄-ñèñòåìà, ðàçðàáîòàí-
íàÿ äëÿ àâòîìàòèçèðîâàííîãî èññëåäîâàíèÿ ðåñóðñà ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìîâ, à òàêæå
ñðàâíåíèÿ ðåñóðñîâ ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìîâ, ðåøàþùèõ îäíó è òó æå àëãîðèòìè÷åñêóþ
ïðîáëåìó.

Определение 10. Реализация алгоритма 𝒜 называется выполнимой, если одновремен-
но должно выполняться конечное (непустое) множество операций.

Замечание 2. Ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû, 𝑄-ýôôåêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ íåâûïîë-
íèìà. Ïðèìåð òàêîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåí â ðàáîòå [4].

2. Метод проектирования эффективных программ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî áëîê-
ñõåìó àëãîðèòìà ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðàçðàáîòêè ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîãðàììû, ðåàëè-
çóþùåé àëãîðèòì. Â îñíîâå ìåòîäà ïðîåêòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì ëåæèò àíà-
ëîãè÷íàÿ èäåÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â òîì, ÷òî 𝑄-äåòåðìèíàíò ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàçðàáîòêè ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ àëãîðèòì, â òîì ÷èñ-
ëå ýôôåêòèâíûõ.

Определение 11. Модель концепции 𝑄-детерминанта, описанную в разделе 1, будем
называть базовой моделью концепции 𝑄-детерминанта.

Ñ ïîìîùüþ áàçîâîé ìîäåëè êîíöåïöèè 𝑄-äåòåðìèíàíòà ìîæíî èçó÷àòü ìàøèííî-
íåçàâèñèìûå ñâîéñòâà àëãîðèòìîâ, íî èññëåäîâàòü îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ íà
ðåàëüíûõ ÏÂÑ íåëüçÿ, òàê êàê îíà íå ñîäåðæèò èíôîðìàöèè î ÏÂÑ. Ïîýòîìó ðàñøèðèì
áàçîâóþ ìîäåëü è íàçîâåì ðàñøèðåííîé ìîäåëüþ êîíöåïöèè 𝑄-äåòåðìèíàíòà.

Определение 12. Расширенная модель концепции 𝑄-детерминанта — это результат
добавления к базовой модели концепции 𝑄-детерминанта моделей параллельных вычис-
лений PRAM [8] для общей памяти и BSP [9] для распределенной памяти.

Âûáîð ýòèõ ìîäåëåé îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äåëåíèå ÏÂÑ íà ñèñòåìû ñ îáùåé ïàìÿòüþ è
ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ îáùåïðèíÿòî, êðîìå òîãî, àâòîð èìååò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü
èññëåäîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÏÂÑ êàê ñ îáùåé, òàê è ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ.

Ìû èñïîëüçóåì ðàñøèðåííóþ ìîäåëü êîíöåïöèè 𝑄-äåòåðìèíàíòà, ÷òîáû ïðåäëîæèòü
ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì. Ìåòîä ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ: 1) ïîñòðî-
åíèå 𝑄-äåòåðìèíàíòà àëãîðèòìà; 2) îïèñàíèå 𝑄-ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà; 3)
ðàçðàáîòêà ïðîãðàììû äëÿ âûïîëíèìîé 𝑄-ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà.

Íà ïåðâîì è âòîðîì ýòàïàõ ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ áàçîâàÿ ìîäåëü êîíöåïöèè 𝑄-
äåòåðìèíàíòà, à íà òðåòüåì ýòàïå ðàñøèðåííàÿ ìîäåëü.

Определение 13. Программу будем называть 𝑄-эффективной, если она разработана с
помощью данного метода.

Äàäèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû.

Определение 14. Программу будем называть 𝑄-эффективной, если она выполняет 𝑄-
эффективную реализацию алгоритма.
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Îïðåäåëåíèÿ 13 è 14 îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ïðîãðàìì. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîíÿòèå 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû ìîæíî îïðåäåëÿòü êàê ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ 13,
òàê è ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ 14.

Определение 15. Процесс проектирования 𝑄-эффективной программы будем называть
𝑄-эффективным программированием.

𝑄-ýôôåêòèâíàÿ ïðîãðàììà ïîëíîñòüþ èñïîëüçóåò ðåñóðñ ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìà, òàê
êàê âûïîëíÿåò åãî𝑄-ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ. Ñëåäîâàòåëüíî,𝑄-ýôôåêòèâíàÿ ïðîãðàì-
ìà èìååò ñàìûé âûñîêèé ïàðàëëåëèçì ñðåäè ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ àëãîðèòì. Ìåòîä
ïðîåêòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì ìû òàêæå íàçûâàåì ìåòîäîì ïðîåêòèðîâàíèÿ
𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì èëè ìåòîäîì ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîãðàìì äëÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ
ðåàëèçàöèé àëãîðèòìîâ.

Îïèñàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà, ïîëó÷åííîãî íà âòîðîì ýòàïå ìåòî-
äà, äîñòàòî÷íî äëÿ ðàçðàáîòêè 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû äëÿ îáùåé ïàìÿòè. Ïðè ðàç-
ðàáîòêå 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû äëÿ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü,
÷òî äàííûå äîëæíû îáëàäàòü ñâîéñòâîì ëîêàëüíîñòè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîãóò âîçíè-
êàòü ìíîãî÷èñëåííûå ïðîìàõè êýøà ïðè èõ ñ÷èòûâàíèè èç ïàìÿòè, ÷òî ñíèæàåò áûñòðî-
äåéñòâèå. Îáåñïå÷èòü ëîêàëüíîñòü äàííûõ ïîçâîëÿåò ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëåíèé ìåæäó
âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè ÏÂÑ, èñïîëüçóþùåå îïèñàíèå 𝑄-ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè àë-
ãîðèòìà. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëåíèé ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè ìû ïðèìåíÿåì
ïðèíöèï MASTER-SLAVE [10]. Äëÿ èññëåäîâàíèé èñïîëüçóåòñÿ îäèí âû÷èñëèòåëüíûé óçåë
MASTER è íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ SLAVE.

Áîëåå ïîäðîáíî ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì èçëîæåí â ðàáîòàõ
[1, 11].

3. Применение метода проектирования эффективных программ. Ìåòîä ïðîåê-
òèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì ïðåäëîæåí àâòîðîì ñòàòüè â 2017 ãîäó. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ìåòîä àïðîáèðîâàí íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ, ìû íàçûâàåì åãî êîëëåêöèåé àëãî-
ðèòìîâ. Èõ îáçîð è ðåçóëüòàòû àïðîáàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîì ðàçäåëå.

Ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì áûë ïðèìåíåí â ðÿäå âûïóñê-
íûõ êâàëèôèêàöèîííûõ ðàáîò (ÂÊÐ) ñòóäåíòîâ êàôåäðû ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Þæíî-Óðàëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ó êîòîðûõ àâòîð ñòàòüè ÿâëÿëàñü íàó÷-
íûì ðóêîâîäèòåëåì. Â ýòèõ ðàáîòàõ îïèñàíà ðàçðàáîòêà 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì äëÿ
àëãîðèòìîâ, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðû 𝑄-äåòåðìèíàíòîâ, à òàêæå ïðèâåäåíû ðå-
çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàçðàáîòàííûõ
ïðîãðàìì.

Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü íà ñóïåðêîìïüþòåðå ¾Òîðíàäî¿ Þæíî-Óðàëüñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà [12]. Ïðè ðàçðàáîòêå ïðîãðàìì ïðèìåíÿëñÿ ÿçûê ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ C++. Äëÿ îáùåé ïàìÿòè èñïîëüçîâàëñÿ îäèí âû÷èñëèòåëüíûé óçåë, êîòîðûé
ñîäåðæèò äâà öåíòðàëüíûõ ïðîöåññîðà Intel Xeon X5680 ñ ÷àñòîòîé 3.33 GHz, êàæäûé èç
êîòîðûõ èìååò 6 ÿäåð è ïîääåðæèâàåò 12 ïîòîêîâ, îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü óçëà 24 Ãá ECC
DDR3 Full bu�ered. Äëÿ ðàçðàáîòêè ïðîãðàìì ïðèìåíÿëàñü òåõíîëîãèÿ OpenMP. Äëÿ ðàñ-
ïðåäåëåííîé ïàìÿòè èñïîëüçîâàëîñü íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ. Äëÿ ðàçðàáîòêè
ïðîãðàìì ïðèìåíÿëèñü òåõíîëîãèè OpenMP è MPI.

Ðàçðàáîòàííûå 𝑄-ýôôåêòèâíûå ïðîãðàììû ïîëíîñòüþ èñïîëüçóþò ðåñóðñ ïàðàëëåëèç-
ìà àëãîðèòìîâ. Îäíàêî ðåñóðñîâ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû áûëî íåäîñòàòî÷íî äëÿ èñïîëü-
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çîâàíèÿ âñåãî ïàðàëëåëèçìà ïðè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Â ýòèõ óñëîâèÿõ áûëè
îöåíåíû äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîãðàìì [13]. Óñêîðåíèå ïðîãðàììû âû÷èñëÿëîñü
ïî ôîðìóëå

𝑆𝑝 =
𝑇1

𝑇𝑝

,

çäåñü 𝑇1 � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû íà îäíîì âû÷èñëèòåëüíîì ÿäðå, 𝑇𝑝 � âðåìÿ âû-
ïîëíåíèÿ ïðîãðàììû íà 𝑝 âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäðàõ. Çàòåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè
ïðîãðàììû èñïîëüçîâàëàñü ôîðìóëà

𝐸𝑝 =
𝑆𝑝

𝑝
,

ãäå 𝑆𝑝 � óñêîðåíèå ïðîãðàììû, 𝑝 � êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð.
Äàëåå äàäèì îáçîð àëãîðèòìîâ, ê êîòîðûì ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-

ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì.
Ïåðâûìè áûëè èññëåäîâàíû àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ïëîòíûõ è ðàçðåæåííûõ ìàò-

ðèö [14]. Äëÿ õðàíåíèÿ â ïàìÿòè ðàçðåæåííûõ ìàòðèö èñïîëüçîâàëñÿ ôîðìàò CSR. 𝑄-
äåòåðìèíàíò àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ïëîòíûõ ìàòðèö ñîñòîèò èç áåçóñëîâíûõ 𝑄-òåðìîâ.
Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö èìååò 𝑄-äåòåðìèíàíò, ñîñòîÿùèé èç óñëîâ-
íûõ 𝑄-òåðìîâ, êîòîðûå ó÷èòûâàþò äîñòóï ê âõîäíûì äàííûì â ïàìÿòè.

Â ÂÊÐ [15] ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ãàóññà�Æîðäàíà ðåøå-
íèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Àëãîðèòì ñîñòîèò â âûáîðå â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíòà
íà øàãå 𝑖 ïåðâîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà ñòðîêè 𝑖. Â ñâÿçè ñ ýòèì èññëåäîâàíèåì õîòåëîñü áû
îòìåòèòü î÷åíü èíòåðåñíûé ôàêò. 𝑄-äåòåðìèíàíò àëãîðèòìà, ðåàëèçóþùåãî ìåòîä Ãàóññà�
Æîðäàíà, ñîñòîèò èç óñëîâíûõ 𝑄-òåðìîâ äëèíû 𝑛!, ãäå 𝑛 � ðàçìåð ìàòðèöû ñèñòåìû.
Ïîýòîìó âàæíî áûëî ïîíÿòü, âîçìîæíî ëè ïðè òàêîé áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíî-
ñòè ðàçðàáîòàòü 𝑄-ýôôåêòèâíóþ ïðîãðàììó è ïðîâåñòè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû.
Â [15] ïîêàçàíî, ÷òî ýòî âîçìîæíî. Îñîáåííîñòè 𝑄-ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè, áëàãîäàðÿ
êîòîðûì ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ îêàçàëàñü âîçìîæíîé, îïèñàíû â ðàáîòå [1].

Ïåðâûì àëãîðèòìîì ñ 𝑄-äåòåðìèíàíòîì, ñîñòîÿùèì èç óñëîâíûõ áåñêîíå÷íûõ 𝑄-
òåðìîâ, ê êîòîðîìó áûë ïðèìåíåí ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì, ñòàë
àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ìåòîä ßêîáè ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíû â ÂÊÐ [16].

Òàêæå áûëî ðåøåíî àïðîáèðîâàòü ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì
íà àëãîðèòìàõ ñ ìàëûì è áîëüøèì ðåñóðñîì ïàðàëëåëèçìà. Ïîýòîìó â ÂÊÐ [17] áûë ðàñ-
ñìîòðåí ìåòîä ïðîãîíêè ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ òðåõòî÷å÷íûõ óðàâíåíèé, îáëàäàþùèé
íåáîëüøèì ðåñóðñîì ïàðàëëåëèçìà. 𝑄-äåòåðìèíàíò ðåàëèçóþùåãî åãî àëãîðèòìà ñîñòî-
èò èç áåçóñëîâíûõ 𝑄-òåðìîâ. Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íå ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü ðàñïðåäåëåííóþ ïàìÿòü, ïîñêîëüêó ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ñíèæåíèþ ïðîèç-
âîäèòåëüíîñòè. Êðîìå òîãî, â [17] ðàññìîòðåí ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ ñèñòåì ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé, îáëàäàþùèé áîëüøèì ðåñóðñîì ïàðàëëåëèçìà. 𝑄-äåòåðìèíàíò àëãîðèòìà, ðå-
àëèçóþùåãî ýòîò ìåòîä, ñîñòîèò èç áåçóñëîâíûõ 𝑄-òåðìîâ. Îí ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî
ðåàëèçîâàí íà ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòè ñ ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà MASTER-SLAVE.

Èññëåäîâàíèå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèíöèï MASTER-SLAVE íåïðèãîäåí äëÿ íåêîòîðûõ àëãîðèòìîâ, òàê êàê
ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïîòåðü âðåìåíè íà îáìåí ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè. Àë-
ãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ìåòîä ßêîáè ðåøåíèÿ ñèñòåì ïÿòèòî÷å÷íûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
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[18], ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì òàêîãî àëãîðèòìà. Åãî 𝑄-äåòåðìèíàíò ñîñòîèò èç óñëîâíûõ áåñ-
êîíå÷íûõ 𝑄-òåðìîâ.

Àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ìåòîä Ãàóññà�Çåéäåëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
ñëåäóþùèé, ê êîòîðîìó ïðèìåíåí áûë ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì
[19]. Åãî 𝑄-äåòåðìèíàíò ñîñòîèò èç óñëîâíûõ áåñêîíå÷íûõ 𝑄-òåðìîâ è ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì,
êàê è àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ìåòîä Ãàóññà�Æîðäàíà. Õîòÿ 𝑄-äåòåðìèíàíòû ýòèõ àëãî-
ðèòìîâ ñëîæíûå, íî îíè õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàíû. Ìíîãèå äðóãèå èçâåñòíûå àëãîðèòìû
îáëàäàþò àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííûå 𝑄-äåòåðìèíàíòû îáëåã-
÷àþò ñîçäàíèå 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì.

Çàòåì ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì áûë ïðèìåíåí ê àëãîðèòìó,
ðåàëèçóþùåìó ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé [20].
Åãî 𝑄-äåòåðìèíàíò ñîñòîèò èç óñëîâíûõ áåñêîíå÷íûõ 𝑄-òåðìîâ. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåí-
íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé àëãîðèò-
ìà ïîäòâåðäèëè òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû (ñì. ðàçäåë 4).

Àëãîðèòì Äåéêñòðû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé îò âûäåëåííîé âåðøèíû
ãðàôà äî âñåõ îñòàëüíûõ [21] ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå àëãî-
ðèòìîâ íà ãðàôàõ. Ýòî ïåðâûé àëãîðèòì íà ãðàôàõ, êîòîðûé áûë èññëåäîâàí ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì. 𝑄-äåòåðìèíàíò àëãîðèòìà Äåéêñòðû
ñîñòîèò èç óñëîâíûõ 𝑄-òåðìîâ. Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå îïèñàíî â ðàáîòå [22]. Îíî äà-
åò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êîíöåïöèÿ 𝑄-äåòåðìèíàíòà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ
ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ àëãîðèòìû íà ãðàôàõ.

Ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èñêóññòâåí-
íîãî èíòåëëåêòà, ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé. Íà îíëàéí-ñåðâèñå SCISPACE ðàáîòà [5] àâ-
òîðà ñòàòüè ðåêîìåíäîâàíà â ÷èñëå ëó÷øèõ ïÿòè ðàáîò äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ: ¾How does
parallel computing improve the e�ciency of AI algorithms?¿ [23]. Ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-
ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì áûë àïðîáèðîâàí íà àëãîðèòìàõ, ðåàëèçóþùèõ ìåòîä ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è ìåòîä îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ
îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé, òàêæå ïðîâåäåíà îöåíêà äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàçðà-
áîòàííûõ𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì.𝑄-äåòåðìèíàíòû èññëåäîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñîñòîÿò
èç áåçóñëîâíûõ 𝑄-òåðìîâ. Ýòè èññëåäîâàíèÿ îïèñàíû â ÂÊÐ [24].

Ïðåäñòàâëåíèÿ â ôîðìå 𝑄-äåòåðìèíàíòîâ, à òàêæå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî
èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìîâ, ïðèâåäåííûõ â îáçîðå, ìîæíî ïîñìîòðåòü â ðàáîòàõ, íà êîòîðûå
äàíû ññûëêè.

Ïðèâåäåííûé îáçîð ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì
ìîæåò óñïåøíî ïðèìåíÿòüñÿ íà ïðàêòèêå.

Êîëëåêöèÿ àëãîðèòìîâ, ê êîòîðûì ïðèìåíåí ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ
ïðîãðàìì, ïîñòîÿííî ïîïîëíÿåòñÿ.

4. Результаты исследования 𝑄-эффективных программ. Òàê êàê 𝑄-
ýôôåêòèâíàÿ ïðîãðàììà âûïîëíÿåò 𝑄-ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà, òî îíà ïîë-
íîñòüþ èñïîëüçóåò ðåñóðñ ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìà. Ïîýòîìó äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-
êè 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû çàâèñÿò îò ðåñóðñà ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìà. Îïðåäåëèòü
ðåñóðñ ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìà ìîæíî ñ ïîìîùüþ åãî 𝑄-äåòåðìèíàíòà è ïðîãðàììíîé
𝑄-ñèñòåìû.

Äðóãèì ïîäõîäîì ê âû÷èñëåíèþ ãðàíèö äëÿ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ, áëèçêèì ê
íàøåìó ïîäõîäó, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèé çàêîí Àìäàëà [25]. Ïî ñóòè, çàêîí Àìäàëà ñâÿ-
çàí ñ èññëåäîâàíèåì ðåñóðñà ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìà, à òî÷íåå åãî âûñîòû. Åñëè 𝑄-
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ýôôåêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà èìååò îïåðàöèè, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíî, òî âûñîòà àëãîðèòìà íå ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ âëîæåííîñòè ýòèõ
îïåðàöèé. Â ýòîì ñëó÷àå 𝑄-ýôôåêòèâíàÿ ïðîãðàììà ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíûå èíñòðóê-
öèè äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. Âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì òðåáóåòñÿ äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èíñòðóêöèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, óñêîðåíèå 𝑄-ýôôåêòèâíîé
ïðîãðàììû îãðàíè÷åíî âðåìåíåì, íåîáõîäèìûì äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èí-
ñòðóêöèé. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìîå íàìè èññëåäîâàíèå ñðàâíèìî ñ òåîðåòè÷åñêèìè
ãðàíèöàìè, óñòàíîâëåííûìè êëàññè÷åñêèì çàêîíîì Àìäàëà.

Óñëîâèÿ ðàçðàáîòêè è âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì ìîãóò áûòü ðàçíûìè. Íà-
ïðèìåð, ïðè ðàçðàáîòêå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òåõ-
íîëîãèè ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, àðõèòåêòóðû âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì è ò. ä.
Êðîìå òîãî, âûïîëíåíèå ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì çàâèñèò îò êîìïèëÿòîðîâ ÿçûêîâ ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, îò ÏÂÑ, åå âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, âûäåëåííûõ äëÿ ïàðàëëåëüíîé
ïðîãðàììû, è ò. ä.

Определение 16. Совокупность условий разработки и выполнения программы будем
называть вычислительной инфраструктурой программы.

Пример. Ïðèâåäåì âû÷èñëèòåëüíóþ èíôðàñòðóêòóðó 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì,
îïèñàííûõ â ðàçäåëå 3. Óñëîâèÿìè ðàçðàáîòêè ïðîãðàìì ÿâëÿþòñÿ ÿçûê ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ C++, òåõíîëîãèè ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ OpenMP è MPI, àðõèòåêòóðû
âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ îáùåé è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ, ïðèíöèï MASTER-SLAVE.
Óñëîâèÿìè âûïîëíåíèÿ ïðîãðàìì ÿâëÿþòñÿ êîìïèëÿòîð ÿçûêà C++, ñóïåðêîìïüþòåð
¾Òîðíàäî¿ Þæíî-Óðàëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ïðè ýòîì äëÿ âûïîëíåíèÿ
ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû äëÿ îáùåé ïàìÿòè èñïîëüçóåòñÿ îäèí âû÷èñëèòåëüíûé óçåë,
à äëÿ âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû äëÿ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòè çàäåéñòâîâàíî
íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ.

Äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû çàâèñÿò íå òîëüêî îò ðå-
ñóðñà ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìà, íî è îò âû÷èñëèòåëüíîé èíôðàñòðóêòóðû ïðîãðàììû, â
òîì ÷èñëå îò ñëåäóþùèõ ôàêòîðîâ.

1) Êàê èçâåñòíî, âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì óâåëè÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò
ïåðåäà÷è äàííûõ ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè ÏÂÑ.

2) Ñèíõðîíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé òàêæå óâåëè÷èâàåò âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ
ïðîãðàìì.

3) Åñëè äëÿ âûïîëíåíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà âû÷èñëèòåëüíûõ ðå-
ñóðñîâ ÏÂÑ íå äîñòàòî÷íî, òî äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàì-
ìû, ðåàëèçóþùåé àëãîðèòì, áóäóò õóæå, ÷åì, åñëè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ äîñòàòî÷-
íî. Íàïðèìåð, 𝑄-ýôôåêòèâíûå ïðîãðàììû, îïèñàííûå â ðàçäåëå 3, ïîëíîñòüþ èñïîëü-
çóþò ðåñóðñ ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìîâ. Îäíàêî âûäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ
ÏÂÑ áûëî íå äîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíåíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ðåàëèçàöèé àëãîðèòìîâ, ïî-
ýòîìó äîñòèãíóòûå ïðè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì õóæå, ÷åì ìîãëè áû áûòü ïðè äîñòàòî÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ðåñóðñàõ.

4) Îáåñïå÷åíèå ëîêàëüíîñòè äàííûõ ïðè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ âàæíî, òàê êàê
ýòî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðîãðàìì.
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Теорема. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà èìåþòñÿ 𝑄-ýôôåêòèâíàÿ è íå
𝑄-ýôôåêòèâíàÿ ïðîãðàììû ñ îäíîé è òîé æå âû÷èñëèòåëüíîé èíôðàñòðóêòóðîé. Òîãäà
äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû íå õóæå äèíàìè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê íå 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû.

Доказательство. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèì çàêîí Àìäàëà. Íå 𝑄-ýôôåêòèâíàÿ
ïðîãðàììà âûïîëíÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî íåêîòîðûå èç òåõ îïåðàöèé, êîòîðûå 𝑄-
ýôôåêòèâíàÿ ïðîãðàììà âûïîëíÿåò ïàðàëëåëüíî. Ïîýòîìó íå 𝑄-ýôôåêòèâíàÿ ïðîãðàììà
ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíûå èíñòðóêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ 𝑄-ýôôåêòèâíîé
ïðîãðàììîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âðåìÿ âûïîëíåíèÿ íå 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû íå ìåíü-
øå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû. Òîãäà óñêîðåíèå íå 𝑄-ýôôåêòèâíîé
ïðîãðàììû íå ïðåâûøàåò óñêîðåíèå 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû íå õóæå äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
íå 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû.

Èç òåîðåìû ïîëó÷àåì âàæíîå ñëåäñòâèå.
Следствие. Êàæäàÿ èç 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ îäèí è òîò æå ÷èñ-

ëåííûé àëãîðèòì, ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ýôôåêòèâíîé äëÿ ñâîåé âû÷èñëèòåëüíîé èíôðàñòðóê-
òóðû ñðåäè ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ òîò æå àëãîðèòì.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì ãàðàíòèðóåò, ÷òî
ðàçðàáîòàííàÿ ñ åãî ïîìîùüþ ïðîãðàììà ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ýôôåêòèâíîé äëÿ ðåàëèçóåìîãî
ïðîãðàììîé àëãîðèòìà è âû÷èñëèòåëüíîé èíôðàñòðóêòóðû ïðîãðàììû.

Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ðàñøèðåííîé ìîäåëè êîíöåïöèè 𝑄-äåòåðìèíàíòà ìîæåò áûòü
äîáàâëåíèå ìîäåëåé ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ äðóãèìè
àðõèòåêòóðíûìè îñîáåííîñòÿìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíû äåñÿòêè ìîäåëåé ïà-
ðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé è ñîçäàþòñÿ íîâûå. Òàêæå äëÿ ðàçðàáîòêè 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðî-
ãðàìì âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è òåõíîëîãèé ïà-
ðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ëþáîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ìîæíî
ðàçðàáîòàòü ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì, êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ èíôðàñòðóêòóð. Ïî-
âèäèìîìó, èç âñåõ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì äëÿ äàííîãî àëãîðèòìà íåò ñàìîé ýôôåêòèâ-
íîé, òàê êàê èõ ìíîæåñòâî ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íî. Îäíàêî êàæäàÿ èç ýòèõ ïðîãðàìì
ýôôåêòèâíà äëÿ ñâîåé âû÷èñëèòåëüíîé èíôðàñòðóêòóðû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì èìååò òåîðåòè÷å-
ñêóþ è ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü.

Заключение. Ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì ìîãóò ïðèìåíÿòü
ðàçðàáîò÷èêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì,
ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ëþáûõ ÏÂÑ � îò ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ ñ ìíîãîÿäåðíûìè
ïðîöåññîðàìè äî ñóïåðêîìïüþòåðîâ. Äåëàòü ýòî íåñëîæíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîëëåêöèÿ àë-
ãîðèòìîâ, ê êîòîðûì ïðèìåíåí ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ 𝑄-ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì, ñîçäàíà
ñòóäåíòàìè. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðèâåäåò ê óìåíüøåíèþ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðîãðàìì-
íîãî îáåñïå÷åíèÿ è ïîâûøåíèþ áûñòðîäåéñòâèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.

Â ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê 𝑄-ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû íå
óñòðàèâàþò, èõ ìîæíî óëó÷øèòü, èçìåíèâ âû÷èñëèòåëüíóþ èíôðàñòðóêòóðó ïðîãðàììû
èëè çàìåíèâ àëãîðèòì àëãîðèòìîì ñ ìåíüøåé âûñîòîé, âîçìîæíû è îáà èçìåíåíèÿ îäíî-
âðåìåííî.

Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ èññëåäîâàíèé íà îñíîâå êîíöåïöèè 𝑄-äåòåðìèíàíòà
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòèçèðîâàííîå ïðîåêòèðîâàíèå è èñïîëíåíèå 𝑄-
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ýôôåêòèâíûõ ïðîãðàìì. Ïåðâûå ñèñòåìû àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ,
èñïîëüçóþùèå ðàçíûå ïîäõîäû ê ðåàëèçàöèè, óæå ðàçðàáîòàíû. Îäíà èç íèõ îïèñàíà â
ðàáîòå [26].
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