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The organizational structure and topology of complex systems (CS) represented as a set of
interacting objects are traditionally studied based on their representation in the form of network
structures. The standard approach consists of studying graphs whose vertices correspond to objects
and edges correspond to one of the possible types of connections [1–3]. Such a model as applied to
the system of scientific co-authorship was used in the fundamental works [4, 5]. This representation
allows to study such properties of the system as evolution [6, 7], prediction of new co-authorship
links [8, 9], identifying communities [10]. An important limitation of this approach is that it captures
only binary interactions. A possible way to overcome this limitation is to generalize binary interaction
to the interaction of an arbitrary set of actors, for example, by using the formalism of bipartite graphs,
hypergraphs, and simplicial complexes. A modern methodology for modeling group relations in CS is
described in [19–21]. It is based on the definition of multilayer networks and is suitable for representing
most СS. Multilayer networks are defined by a set of nodes interacting with each other in several ways
simultaneously. Each type of connection corresponds to a layer, a copy of any “physical” node can be
present in several layers.

The simplest classification of multilayer networks distinguishes two categories based on the absence
or presence of inter-layer connectivity, which is a significant topological discriminator between two
classes of models: non-interconnected networks of networks and interconnected ones. In the case where
the connections cannot be explicitly determined based on the data, an important tool for studying the
topology is the concept of an inter-layer edge (multilink) [22]. It defines the structure of connections
between nodes in all layers. If relationships can be identified from the data and layers are explicitly
connected to each other, tensor-like structures are needed [19]. One class of interconnected networks
are multiplex networks, in which the nodes of each layer represent copies of the same object and
only inter-layer connections among copies of the same physical node are allowed. The mathematical
apparatus used to describe and analyze multiplex networks is proposed in [22, 27, 29].

This paper presents the results of the analysis of the weighted multiplex network 𝑀 𝑐𝑐 constructed
on the basis of real data extracted from the articles of the scientific journal “Sakharnyi Diabet”. The
𝑀 𝑐𝑐 structure consists of two weighted layers, the nodes of which are the authors of the articles. The
edges between the nodes of the first layer are established based on the binary co-authorship relation,
and the edges of the second layer are based on the citation relation. The basic properties of nodes and
links that determine the network structure are analyzed. The parameters of nodes of each layer that
affect the topology of weighted networks, such as degree, weighted degree, and the inverse participation
coefficient, are calculated. Their distributions and correlations including interlayer ones are presented.
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The high level of inter-layer correlation of node degrees indicates that nodes with a significant number
of links in one layer are also highly connected in another. This is also true for the weighted degree.

An important characteristic of multiplexity is the concept of the overlap between two layers
reflecting the presence of links between the same nodes in both layers. The obtained values of the overlap
coefficients indicate active interaction between the authors. The parameters of the multiplex nodes
based on the concept of a multilink provide additional information about the relationship between nodes
in different layers, in contrast to the sum of links in a single-layer aggregated network. Multidegree,
multistrength, the inverse coefficient of multiparticipation, their distributions and correlations were
calculated. The analysis of the results allows us to conclude that although it is impossible to conclude
from the limited data that co-authors cite mainly co-authors, it is possible to conclude that mutual
citations prevails between co-authors. The presented formalism allows us to significantly expand the
understanding of author relationships in the scientific field under consideration.

Key words: complex systems, data analysis, multilayer networks, scientific co-authorship,
bibliometrics.
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Мультиплексная сеть, состоящая из множества узлов, связанных отношениями нескольких
типов, представленных слоями, рассматривается как модель комплексной системы. Изучается
двухслойная взвешенная мультиплексная сеть, учитывающая два типа бинарных отношений
между авторами статей научного журнала: соавторство и цитирование. Первый слой — взве-
шенная сеть соавторства, связь между авторами устанавливается при наличии хотя бы одной
совместной публикации. Второй слой — взвешенная ориентированная сеть цитирования, связь
между авторами устанавливается, если автор (соавтор) статьи указывает в списке литературы
статью, в которой участвует цитируемый автор. На основании реальных данных построена мо-
дель мультиплексной сети авторов научного журнала и измерены параметры, определяющие
ее характерные свойства. Использованный метод позволил выявить схемы взаимодействия
авторов, корреляции между весами узлов и определить параметры моделируемой сети.

Ключевые слова: комплексные системы, анализ данных, многослойные сети, научное
соавторство, цитирование, библиометрия.

Введение. Êîìïëåêñíàÿ ñèñòåìà (ÊÑ), ïðåäñòàâëåííàÿ ìíîæåñòâîì âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ àêòîðîâ, òðàäèöèîííî ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàôà, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåò-
ñòâóþò àêòîðàì, à ðåáðà � îäíîìó èç âîçìîæíûõ òèïîâ èõ ñâÿçåé [1�3]. Òàêàÿ ìîäåëü â
ïðèìåíåíèè ê àíàëèçó ñîàâòîðñòâà èñïîëüçîâàëàñü â îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîòàõ [4, 5]. Ïðè
ýòîì óçëû ñåòè ñîîòâåòñòâîâàëè àâòîðàì, à ðåáðî ìåæäó óçëàìè ñòðîèëîñü ïðè íàëè÷èè
õîòÿ áû îäíîé íàó÷íîé ïóáëèêàöèè (ÍÏ), â êîòîðîé ó÷àñòâîâàëè îáà àâòîðà. Ïîäîáíûå
ìîäåëè (ìîíîñåòè) ïîëó÷èëè ðàçâèòèå ïðè èññëåäîâàíèè ýâîëþöèè ÊÑ [6, 7], ïðîãíîçèðî-
âàíèè âîçíèêíîâåíèÿ íîâûõ ñîàâòîðñêèõ ñâÿçåé [8, 9], âûÿâëåíèè ñîîáùåñòâ [10]. Îäíàêî
òàêèå ìîäåëè èìåþò ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî îíè ôèêñèðóþò
èñêëþ÷èòåëüíî áèíàðíûå ñâÿçè àêòîðîâ, â òî âðåìÿ êàê ìíîãèå ýìïèðè÷åñêèå ÊÑ äåìîí-
ñòðèðóþò èõ ãðóïïîâûå âçàèìîäåéñòâèÿ.

Âîçìîæíûé ñïîñîá ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îáîáùåíèè áèíàð-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà àêòîðîâ (óçëîâ), íà-
ïðèìåð â èñïîëüçîâàíèè ôîðìàëèçìà äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, ãèïåðãðàôîâ, ñèìïëèöèàëüíûõ
êîìïëåêñîâ [11]. Òàê, äâóäîëüíûå ãðàôû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ [12�
14]. Â ýòîì ñëó÷àå êîíñòðóêöèÿ ñåòè ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâ óçëîâ:

Исследования выполнены в рамках государственного задания ИВМиМГ СО РАН (FWNM-2024-0005).
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îäíî ñîîòâåòñòâóåò ÍÏ, äðóãîå � èõ àâòîðàì. Ìåæäó äâóìÿ óçëàìè ñòðîèòñÿ ðåáðî, åñëè
îäèí óçåë ñîîòâåòñòâóåò ÍÏ, à äðóãîé � àâòîðó, óêàçàííîìó â ñïèñêå àâòîðîâ ýòîé ÍÏ.
Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìíîæåñòâà áèáëèîãðàôè÷åñêèõ äàííûõ î ñîàâòîðñòâå â ÍÏ, îñ-
íîâàííûå íà äâóäîëüíûõ ãðàôàõ, ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòå [15]. Êîíöåïöèÿ ãèïåð-
ãðàôà òàêæå ïðåäîñòàâëÿåò âû÷èñëèòåëüíûé èíñòðóìåíò, êîòîðûé ìîæíî àäàïòèðîâàòü
êî ìíîãèì àíàëèòè÷åñêèì ñèòóàöèÿì [16, 17]. Ïðè àíàëèçå ñîàâòîðñòâà óçëû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå àâòîðàì, îáúåäèíÿþòñÿ ãèïåððåáðîì ïðè íàëè÷èè ñîâìåñòíîé ïóáëèêàöèè. Ñâîéñòâà
ãèïåðñåòè, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå áèáëèîãðàôè÷åñêèõ äàííûõ î ñîàâòîðñòâå, ïðèâåäåíû,
íàïðèìåð, â ðàáîòå [18].

Ñîâðåìåííàÿ ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ìîäåëèðîâàòü ãðóïïîâûå îòíîøåíèÿ â ÊÑ, èç-
ëîæåíà â ðàáîòàõ [19�21]. Îíà îñíîâàíà íà îïðåäåëåíèè ìíîãîñëîéíûõ ñåòåé è ïðèãîäíà
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ áîëüøèíñòâà ÊÑ. Ìíîãîñëîéíûå ñåòè îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâîì óç-
ëîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îäíîâðåìåííî, òàêèå ñåòè
îáåñïå÷èâàþò åñòåñòâåííîå îïèñàíèå ñèñòåì, â êîòîðûõ àêòîðû èìåþò ñâîè (ðàçëè÷íûå)
ìíîæåñòâà ñîñåäåé â êàæäîì ñëîå. Èçó÷åíèå ðåàëüíûõ ñîöèàëüíûõ ñåòåé äåìîíñòðèðóåò,
÷òî îòíîøåíèÿ ìåæäó ó÷àñòíèêàìè â îñíîâíîì ïðîèñõîäÿò âíóòðè ðàçíûõ ãðóïï (ñëî-
åâ) [14], à ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ìíîãîñëîéíîé ñåòè ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü êîððåëÿöèè
ìåæäó ðîëüþ óçëîâ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ. Íàïðèìåð, ïóòåì àíàëèçà äâóõñëîéíîé ñåòè ìîæ-
íî îïðåäåëèòü, áóäåò ëè óçåë, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ õàáîì (óçëîì, èìåþùèì ìíîæåñòâåííûå
ñâÿçè) â ñåòè ñîàâòîðñòâà, õàáîì â ñåòè öèòèðîâàíèÿ ìåæäó àâòîðàìè. Ïðîñòåéøàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ìíîãîñëîéíûõ ñåòåé âûäåëÿåò äâå êàòåãîðèè, îñíîâàííûå íà îòñóòñòâèè èëè
íàëè÷èè ìåæñëîéíûõ ñâÿçåé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì äèñêðèìèíàòîðîì ìåæäó äâó-
ìÿ êëàññàìè ìîäåëåé � íåâçàèìîñâÿçàííûìè ñåòÿìè ñåòåé è âçàèìîñâÿçàííûìè. Â òîì
ñëó÷àå, êîãäà âçàèìîñâÿçè íå ìîãóò ÿâíî îïðåäåëÿòüñÿ íà îñíîâàíèè äàííûõ, âàæíûì èí-
ñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ òîïîëîãèè ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòèå ìåæñëîéíîãî ðåáðà (ìóëüòèëèí-
êà) [22], îïðåäåëÿþùåãî ñòðóêòóðó ñâÿçåé ìåæäó óçëàìè âî âñåõ ñëîÿõ. Åñëè âçàèìîñâÿçè
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íà îñíîâå äàííûõ, à ñëîè ÿâíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, íåîáõîäèìû
ñòðóêòóðû, ïîäîáíûå òåíçîðàì [19].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àíàëèç ýìïèðè÷åñêèõ ÊÑ, ïðåäñòàâëåííûõ ìíîãîñëîéíûìè ñåòÿ-
ìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ â øèðîêîì ñïåêòðå ïðèëîæåíèé. Òàê, â ðàáîòå [23] âîçíèêíîâåíèå
ñîîáùåñòâ â ñèñòåìå ñîòðóäíè÷åñòâà èññëåäóåòñÿ íà ïðèìåðå ÷åòûðåõñëîéíîé ñåòè ñî-
àâòîðñòâà, ñëîè ñîîòâåòñòâóþò ðàçäåëàì ôèçèêè. Âîçíèêíîâåíèå ñâîéñòâ òðàíñïîðòíîé
ñèñòåìû íà îñíîâå ìíîãîñëîéíîñòè èññëåäóåòñÿ â ðàáîòå [24], à ñâîéñòâà ìíîãîïîëüçî-
âàòåëüñêèõ îíëàéí-èãð � â ðàáîòå [25]. Ðàçëè÷íûå âèäû êîððåëÿöèè ìåæäó ñâîéñòâàìè
óçëîâ äëÿ íåñêîëüêèõ êëàññîâ êîìïëåêñíûõ ñèñòåì � áèîëîãè÷åñêèõ, òåõíîëîãè÷åñêèõ,
ñîöèàëüíûõ � ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [26]. Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà íàó÷íîãî ñîàâòîðñòâà â
æóðíàëàõ Àìåðèêàíñêîãî ôèçè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà ïðåäñòàâëåíà ñåòüþ, ñîñòîÿùåé èç 10
ñëîåâ ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè æóðíàëîâ. Â ðàáîòå [27] ââåäåíî ïîíÿòèå âçâåøåííîé ìíî-
ãîñëîéíîé ñåòè, ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ïðèìåðå àíàëèçà
ñèñòåìû íàó÷íîãî ñîàâòîðñòâà, ïðåäñòàâëåííîé âçâåøåííîé äâóõñëîéíîé ñåòüþ, ñëîè êî-
òîðîé îòðàæàþò ñîàâòîðñòâî è öèòèðîâàíèå. Â ðàáîòå [28] àëãîðèòìû ïðåäñêàçàíèÿ íîâûõ
ñâÿçåé â ñèñòåìå íàó÷íîãî ñîòðóäíè÷åñòâà ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ìíîãîñëîéíîé ñåòè, ó÷èòû-
âàþùåé ìíîæåñòâåííûå ôîðìû íàó÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Îäèí èç êëàññîâ âçàèìîñâÿçàííûõ ñåòåé � ìóëüòèïëåêñíûå ñåòè, â êîòîðûõ óçëû êàæ-
äîãî ñëîÿ ïðåäñòàâëÿþò êîïèè îäíîãî è òîãî æå îáúåêòà è âîçìîæíû òîëüêî ìåæñëîéíûå
ðåáðà ìåæäó ýòèìè êîïèÿìè. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, èñïîëüçóåìûé äëÿ îïèñàíèÿ è àíà-
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ëèçà ìóëüòèïëåêñíûõ ñåòåé, ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ [22, 27, 29]. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëîæåí
ðÿä ìåð äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìíîãîñëîéíûõ ñåòåé ñ òî÷êè çðåíèÿ áàçîâûõ ñâîéñòâ
óçëîâ è ðåáåð: ëîêàëüíûõ � êîýôôèöèåíò êëàñòåðèçàöèè è òðàíçèòèâíîñòü, ãëîáàëüíûõ �
äîñòèæèìîñòü è öåíòðàëüíîñòü.

Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà âçâåøåííîé ìóëüòèïëåêñíîé ñåòè, ñîñòîÿùåé èç
äâóõ ñëîåâ: íàó÷íîãî ñîàâòîðñòâà è öèòèðîâàíèÿ. Ñåòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå ðåàëüíûõ
äàííûõ, èçâëå÷åííûõ èç ìíîãîëåòíåãî àðõèâà ñòàòåé íàó÷íîãî æóðíàëà. Àíàëèçèðóþòñÿ
áàçîâûå ñâîéñòâà óçëîâ è ðåáåð, îïðåäåëÿþùèå ñòðóêòóðó ñåòè. Èñïîëüçóåìûé ôîðìàëèçì
ïîçâîëÿåò âûÿâèòü àâòîðñêèå ñâÿçè, êîòîðûå ìîãóò áûòü íå çàìå÷åíû ïðè ðàçäåëüíîì àíà-
ëèçå ñëîåâ.

1. Метод. Â ìíîãîñëîéíîé ñåòè ïàðû âçàèìîäåéñòâóþùèõ óçëîâ (àêòîðîâ) ñîåäèíåíû
íåñêîëüêèìè òèïàìè ñâÿçåé. Êàæäûé òèï ñîîòâåòñòâóåò ñëîþ, êîïèÿ ëþáîãî �ôèçè÷åñêî-
ãî� óçëà ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü â íåñêîëüêèõ ñëîÿõ.

1.1. Ôîðìàëüíî многослойная сеть � ýòî ïàðà ℳ = (𝒢,𝒞), ãäå 𝒢 � ñåìåéñòâî 𝒢 =
{𝐺𝛼,𝛼 ∈ {1, . . . ,𝑀}} (îðèåíòèðîâàííûõ / íåîðèåíòèðîâàííûõ, âçâåøåííûõ / íåâçâåøåí-
íûõ) ñåòåé 𝐺𝛼 = (𝑉𝛼, 𝐸𝛼), íàçûâàåìûõ слоями, à 𝒞 = {𝐸𝛼,𝛽 ⊆ 𝑉𝛼 × 𝑉𝛽;𝛼, 𝛽 ∈ {1,...,𝑀}, 𝛼 ̸=
𝛽} � ìíîæåñòâî âçàèìîñâÿçåé ìåæäó óçëàìè ðàçëè÷íûõ ñëîåâ 𝐺𝛼 è 𝐺𝛽, 𝛼 ̸= 𝛽 [20]. Ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà 𝐸𝛼 íàçûâàþòñÿ внутрислойными ðåáðàìè, à ýëåìåíòû ìíîæåñòâà 𝐸𝛼𝛽 �
межслойными.

Мультиплексной сетью (мультиплексом) [29] íàçûâàþò îñîáûé òèï ìíîãîñëîéíîé
ñåòè, â êîòîðîé 𝑉1 = 𝑉2 = ...𝑉𝑀 = 𝑉 è äîïóñêàþòñÿ òîëüêî ìåæñëîéíûå ðåáðà ìåæäó
êîïèÿìè îäíèõ è òåõ æå óçëîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìóëüòèïëåêñíàÿ ñåòü, ñîñòîÿùàÿ èç 𝑁 óç-
ëîâ è 𝑀 ñëîåâ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñåòåé 𝒢 = (𝐺1,...,𝐺𝛼,...,𝐺𝑀),
𝐺𝛼 = (𝑉,𝐸𝛼), 𝛼 ∈ {1,...,𝑀}, |𝑉 | = 𝑁 . Òî åñòü êàæäûé èç 𝑁 óçëîâ èìååò êîïèè â êàæ-
äîì ñëîå è ∀𝛼,𝛽 ∈ {1,...,𝑀}, 𝛼 ̸= 𝛽(𝐸𝛼𝛽 = {(𝑣,𝑣); 𝑣 ∈ 𝑉 }). Ëþáàÿ ñåòü 𝐺𝛼 îïðåäåëÿåòñÿ
ìàòðèöåé ñìåæíîñòè 𝐴𝛼 = (𝑎𝛼𝑖𝑗), 𝑎

𝛼
𝑖𝑗 = 1, åñëè óçëû 𝑖 è 𝑗 ñâÿçàíû ðåáðîì â ñëîå 𝛼, òî

åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸𝛼; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 𝑎𝑖𝑗 = 0. Ñåòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âåêòîðîì ìàòðèö 𝐴 = (𝐴1, ..., 𝐴𝛼,...𝐴𝑀).

Взвешенная мультиплексная ñåòü [27] ïðåäñòàâëåíà âåêòîðîì ìàòðèö A =
(𝐴1,...𝐴𝛼,...𝐴𝑀), 𝐴𝛼 = (𝑎𝛼𝑖𝑗), 𝑎

𝛼
𝑖𝑗 = 𝑤𝛼

𝑖𝑗 > 0, åñëè óçëû 𝑖 è 𝑗 ñâÿçàíû ðåáðîì, èìåþùèì
âåñ 𝑤𝛼

𝑖𝑗 â ñëîå 𝛼; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 𝑎𝛼𝑖𝑗 = 0. Òàêóþ ñåòü, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî ñëîÿ,
íàçûâàþò моноплексом.

1.2. Агрегированная сеть [29], ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìóëüòèïëåêñíîé ñåòè � ýòî íåâçâå-
øåííàÿ ñåòü, îïðåäåëÿåìàÿ ìàòðèöåé 𝒜 = (𝑎𝑖𝑗),

𝑎𝑖𝑗 =

{︃
1, åñëè ∃𝛼 : 𝑎𝛼𝑖𝑗 = 1

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
(1)

Îíà ïîëó÷åíà èç ìíîãîñëîéíîé ñåòè ïóòåì ñîåäèíåíèÿ âñåõ ïàð óçëîâ, ñâÿçàííûõ ðåáðîì
ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîì ñëîå.

1.3. Маршрут, путь, связная компонента [20]. Ïóñòü ℳ = (𝒢, 𝒞) � ìíîãîñëîéíàÿ
ñåòü. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî 𝐸(ℳ) = {𝐸1,...,𝐸𝑀} ∪ 𝒞. Маршрутом íàçûâàþò íåïóñòóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑣𝛼1

1 ,𝑙1, 𝑣
𝛼2
2 ,𝑙2,...,𝑙𝑞−1,𝑣

𝛼𝑞
𝑞 } óçëîâ è ðåáåð 𝛼1,𝛼2,...,𝛼𝑞 ∈ {1,...,𝑀}, òàêèõ

÷òî ∀𝑟 < 𝑞 ∃ ℰ ∈ 𝐸(ℳ) (𝑙𝑟 = (𝑣𝛼𝑟
𝑟 , 𝑣

𝛼𝑟+1

𝑟+1 ) ∈ ℰ). Åñëè ðåáðà 𝑙1,𝑙2,...,𝑙𝑞 íåâçâåøåííûå, òî äëè-
íà ìàðøðóòà ðàâíà 𝑞 − 1, åñëè ðåáðà âçâåøåííûå, òî äëèíà ìàðøðóòà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
îáðàòíàÿ ñóììà ñîîòâåòñòâóþùèõ âåñîâ.
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Ïóòü 𝑤 = {𝑣𝛼1
1 , 𝑣𝛼2

2 ,...,𝑣
𝛼𝑞
𝑞 } ìåæäó óçàìè 𝑣𝛼1

1 è 𝑣
𝛼𝑞
𝑞 íàçûâàåòñÿ ìàðøðóòîì, ïðîõîäÿùèì

÷åðåç óçëû ñåòè ℳ, ïðè÷åì êàæäûé óçåë ïîñåùàåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç. Åñëè äëÿ êàæäîé
ïàðû óçëîâℳ ñóùåñòâóåò ñâÿçûâàþùèé èõ ïóòü, òî ñåòü íàçûâàåòñÿ связной; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå � несвязной.

Ñåòü 𝒩 = (𝒢 ′, 𝒞 ′) íàçûâàåòñÿ подсетью ñåòè 𝒩 = (𝒢, 𝒞), åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû
𝛾,𝛿, 𝛾 ̸= 𝛿 ñóùåñòâóåò ïàðà 𝛼, 𝛽, 𝛼 ̸= 𝛽, òàêèõ ÷òî 𝑉 ′

𝛾 ⊆ 𝑉𝛼, 𝐸
′
𝛾 ⊆ 𝐸𝛼 è 𝐸 ′

𝛾𝛿 ⊆ 𝐸𝛼𝛽. Связная
компонента � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ ïîäñåòü ñåòè ℳ. Äëÿ îðèåíòèðîâàííîé ñåòè
ðàçëè÷àþò сильную è слабую связности. Â ñëó÷àå ñëàáîé ñâÿçíîñòè, êàê è â ñëó÷àå ìîíî-
ñåòåé, íàïðàâëåíèå ðåáåð íå ó÷èòûâàåòñÿ. Ýòî îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü
ñâÿçàííûå êîìïîíåíòû ôèçè÷åñêèõ óçëîâ èç àãðåãèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîñëîé-
íîé ñåòè [30], â ýòîé æå ðàáîòå ïðèâåäåíû äðóãèå îïðåäåëåíèÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãî-
ñëîéíûõ ñåòåé.

1.4. Структура слоя. ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü âçâåøåííûå ñåòè, îïðåäåëåíèå ñòåïåíè
óçëà 𝑘𝑖 ðàñøèðÿåòñÿ äî îïðåäåëåíèÿ ñèëû (âçâåøåííîé ñòåïåíè) 𝑠𝑖 â òåðìèíàõ îáùåãî âåñà
èíöèäåíòíûõ ðåáåð [31]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîÿ 𝛼 ìíîãîñëîéíîé ñåòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ñëåäóþùèå ëîêàëüíûå ñâîéñòâà:

à) степень óçëà â ñëîå 𝛼:

𝑘𝛼
𝑖 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜃(𝑎𝛼𝑖𝑗), (2)

(çäåñü è äàëåå 𝜃(𝑥) = 1, åñëè 𝑥 > 1, 𝜃(𝑥) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå);
á) силу óçëà â ñëîå 𝛼:

𝑠𝛼𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑖𝑗, (3)

â) среднюю силу óçëîâ, èìåþùèõ ñòåïåíü 𝑘 â ñëîå 𝛼:

𝑠𝛼𝑖 (𝑘) = ⟨𝑠𝛼𝑖 𝛿(𝑘𝛼
𝑖 ,𝑘)⟩, (4)

(çäåñü è äàëåå 𝛿(𝑥,𝑦) îçíà÷àåò äåëüòó Êðîíåêåðà; 𝛿(𝑥,𝑦) = 1, åñëè 𝑥 = 𝑦);
ã) обратный коэффициент участия óçëà [32], êîòîðûé ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî íåðàâ-

íîìåðíî âåñà ñâÿçåé óçëà 𝑖 ðàñïðåäåëåíû â ñëîå 𝛼:

𝑌 𝛼
𝑖 =

𝑁∑︁
𝑗=1

(︂
𝑎𝛼𝑖𝑗
𝑠𝛼𝑖

)︂2

. (5)

Âåëè÷èíà (𝑌 𝛼
𝑖 )−1 ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 𝑘𝑖, â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåñà

ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî, òî åñòü 𝑤𝛼
𝑖𝑗 = 𝑠𝛼𝑖 /𝑘

𝛼
𝑖 , à ìèíèìàëüíîå, ðàâíîå åäèíèöå, êîãäà âåñ

îäíîãî ðåáðà èìååò íàìíîãî áîëüøåå çíà÷åíèå, ÷åì âñå îñòàëüíûå;
ä) средний обратный коэффициент участия 𝑌 𝛼

𝑖 (𝑘) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (4) êàê
ñðåäíåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà äëÿ óçëîâ, èìåþùèõ ñòåïåíü 𝑘:

𝑌 𝛼
𝑖 (𝑘) = ⟨𝑌 𝛼

𝑖 𝛿(𝑘𝛼
𝑖 ,𝑘)⟩. (6)

1.5. Мультиплексная структура. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû ïàðàìåòðû, ïîçâî-
ëÿþùèå îõàðàêòåðèçîâàòü ñâîéñòâà ìóëüòèïëåêñíîñòè ñåòè â òåðìèíàõ áàçîâûõ ñâîéñòâ
óçëîâ è ðåáåð.
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1.5.1. Перекрытие слоев. Â ðàáîòå [22] ââåäåíî ïîíÿòèå ãëîáàëüíîãî ïåðåêðûòèÿ ìåæäó
ñëîÿìè, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü âàæíûå êîððåëÿöèè ìåæäó äâóìÿ ñëîÿìè â ìóëüòèïëåê-
ñå, à â ðàáîòå [27] ýòî ïîíÿòèå ðàñøèðåíî äëÿ ñëó÷àÿ âçâåøåííîãî ìóëüòèïëåêñà. Äëÿ
ñëîåâ 𝛼 è 𝛽 коэффициент полного перекрытия 𝑂𝛼𝛽 îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáùåå ÷èñëî ïàð
óçëîâ, îäíîâðåìåííî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé â îáîèõ ñëîÿõ:

𝑂𝛼𝛽 =
∑︁
𝑖<𝑗

𝜃(𝑎𝛼𝑖𝑗)𝜃(𝑎
𝛽
𝑖𝑗), (7)

коэффициент полного взвешенного перекрытия êàê

𝑂(𝑤)𝛼𝛽 =
∑︁
𝑖<𝑗

min

(︃
𝑤𝛼

𝑖𝑗

𝑤𝛼
max

,
𝑤𝛽

𝑖𝑗

𝑤𝛽
max

)︃
, (8)

ãäå 𝑤𝛼
max � ìàêñèìàëüíûé âåñ ðåáðà â ñëîå 𝛼.

1.5.2. Ïîíÿòèå ìóëüòèëèíêà [22] îáîáùàåò ïîíÿòèå ïåðåêðûòèÿ. Мультилинк (ñîêðà-
ùåííî ì/ë) m = (𝑚1,𝑚2,...,𝑚𝑀), 𝑚𝑖 ∈ {0,1} ìåæäó óçëàìè 𝑖 è 𝑗 îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî
ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ çàäàííóþ ïàðó óçëîâ íà ðàçíûõ ñëîÿõ ìóëüòèïëåêñà, ïðè ýòîì𝑚𝛼 = 1
îçíà÷àåò, ÷òî íà óðîâíå 𝛼 ñóùåñòâóåò ðåáðî ìåæäó 𝑖 è 𝑗. Ïàðà óçëîâ ìóëüòèïëåêñíîé ñå-
òè âñåãäà ñîåäèíåíà ì/ë òèïà m = (𝜃(𝑎1𝑖𝑗), 𝜃(𝑎

2
𝑖𝑗),...,𝜃(𝑎

𝑀
𝑖𝑗 )). Åñëè m = 0 äëÿ íåêîòîðîé

ïàðû óçëîâ, çíà÷èò îíè íåïîñðåäñòâåííî íå ñâÿçàíû íè â êàêîì ñëîå. Ôàêòè÷åñêè, åñëè
óçëû 𝑖 è 𝑗 ñîåäèíåíû ì/ë m, òàêèì ÷òî 𝑚𝛼 = 𝑚𝛼′ = 1, òî èìååòñÿ ïåðåêðûòèå ðåáåð
ìåæäó óçëàìè 𝑖 è 𝑗 â ñëîÿõ 𝛼 è 𝛼′. Â äâóõñëîéíîì ìóëüòèïëåêñå âîçìîæíû òèïû ì/ë:
(1,1), (1,0), (0,1), (0,0). Íàïðèìåð, åñëè ðåáðî (𝑖, 𝑗) ïðèñóòñòâóåò â ñëîå 1 è îòñóòñòâóåò â
ñëîå 2, òî ïàðà óçëîâ ñâÿçàíà ì/ë òèïà m = (1,0).

Äëÿ ì/ë m îïðåäåëÿåòñÿ матрица мультисмежности 𝐴m, 𝐴m
𝑖𝑗 = 1 òèòò, êîãäà ñóùå-

ñòâóåò ì/ë m, ñâÿçûâàþùèé 𝑖 è 𝑗:

𝐴m
𝑖𝑗 =

𝑀∏︁
𝛼=1

[𝜃(𝑎𝛼𝑖𝑗)𝑚𝛼 + (1− 𝜃(𝑎𝛼𝑖𝑗))(1−𝑚𝛼)] (9)

Íà îñíîâå ìàòðèöû (9) мультистепень 𝑘𝑚
𝑖 óçëà 𝑖 îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé

𝑘m
𝑖 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐴m
𝑖𝑗 . (10)

Äëÿ âçâåøåííîãî ìóëüòèïëåêñà [27] îïðåäåëåíû òàêæå ïîíÿòèÿ ìóëüòèñèëû è îáðàò-
íîãî êîýôôèöèåíòà ìóëüòèó÷àñòèÿ. Мультисила óçëà 𝑖 äëÿ ñëîÿ 𝛼, àññîöèèðóþùåãîñÿ ñ
ì/ë m òàêèìè, ÷òî 𝑚𝛼 > 0, îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé

𝑠m𝑖,𝛼 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑖𝑗𝐴
m
𝑖𝑗 . (11)

Íàïðèìåð, äëÿ äâóõñëîéíîãî ìóëüòèïëåêñà è m = (1,0) 𝑠
(1,0)
𝑖,1 � ýòî âåñ ðåáåð, èíöè-

äåíòíûõ óçëó 𝑖, â ñëîå 1 ñ òåìè óçëàìè, ñ êîòîðûìè íåò ñâÿçåé âî âòîðîì ñëîå (11).
Обратный коэффициент мультиучастия îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé



С.В. Бредихин, Н. Г. Щербакова 9

𝑌 m
𝑖,𝛼 =

𝑁∑︁
𝑗=1

⎛⎝ 𝑎𝛼𝑖𝑗𝐴
m
𝑖𝑗∑︀

𝑟

𝑎𝛼𝑖𝑟𝐴
m
𝑖𝑟

⎞⎠2

. (12)

Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèê óçëîâ ñ äàííîé ìóëüòèñòåïåíüþ 𝑘m â ñëîå 𝛼 èñïîëüçóþòñÿ
òàêæå ïîíÿòèÿ средней мультисилы óçëîâ

𝑠m,𝛼(𝑘m) = ⟨𝑠m,𝛼
𝑖 ,𝛿(𝑘m

𝑖 ,𝑘m)⟩ (13)

è среднего обратного коэффициента мультиучастия

𝑌 m,𝛼(𝑘m) = ⟨𝑌 m,𝛼
𝑖 , 𝛿(𝑘m

𝑖 , 𝑘m)⟩. (14)

2. Исходные данные и модель сети. Èñõîäíûå äàííûå äëÿ àíàëèçà èçâëå÷åíû èç çà-
ïèñåé ýëåêòðîííîãî XML-àðõèâà íàó÷íîãî æóðíàëà �Ñàõàðíûé äèàáåò� (ISSN 2072-0378).
Äåòàëè ñîäåðæèìîãî àðõèâà è îáðàáîòêè �ñûðûõ� äàííûõ ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [15, 18].
Â ðåçóëüòàòå ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî îïóáëèêîâàííûõ â æóðíàëå ñòàòåé 𝑃, |𝑃 | = 991, è
ìíîæåñòâî àâòîðîâ 𝐴, |𝐴| = 1694, ó÷àñòâîâàâøèõ â èõ ñîçäàíèè. Â ñâîþ î÷åðåäü, 𝑃 ïðåä-
ñòàâëåíî îáúåäèíåíèåì 𝑃𝑚 � ìíîæåñòâ ñòàòåé, ñîçäàííûõ â ñîàâòîðñòâå, è ìíîæåñòâà 𝑃 𝑠

èíäèâèäóàëüíûõ ñòàòåé. Â íàøåì ñëó÷àå |𝑃𝑚| = 843, |𝑃 𝑠| = 148. Àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâî
àâòîðîâ A ïðåäñòàâëåíî îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ 𝐴 = 𝐴𝑚∪𝐴𝑠, ãäå 𝐴𝑚 � ïîäìíîæåñòâî àâ-
òîðîâ, èìåþùèõ ñîâìåñòíûå ïóáëèêàöèè, 𝐴𝑠 � èìåþùèõ èñêëþ÷èòåëüíî èíäèâèäóàëüíûå
ïóáëèêàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå |𝐴𝑚| = 1676, |𝐴𝑠| = 18.

Èññëåäîâàíèþ ïîäëåæèò âçâåøåííàÿ äâóñëîéíàÿ ìóëüòèïëåêñíàÿ ñåòü, êîòîðóþ îáî-
çíà÷èì 𝑀 𝑐𝑐. Ïåðâûé ñëîé ñåòè � ýòî âçâåøåííàÿ íåîðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü ñîàâòîðñòâà,
óçëàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà 𝐴, ðåáðî ìåæäó óçëàìè óñòàíàâëèâàåòñÿ
â òîì ñëó÷àå, åñëè àâòîðû èìåþò êàê ìèíèìóì îäíó ñîâìåñòíóþ ñòàòüþ èç ìíîæåñòâà 𝑃 .
Âåñ ðåáðà (𝑖, 𝑗) âû÷èñëÿåòñÿ êàê

𝑤𝑖𝑗 =
∑︁
𝑝∈𝑃

𝛿𝑝𝑖 𝛿
𝑝
𝑗 (15)

ãäå 𝛿𝑝𝑖 = 1, åñëè àâòîð 𝑖 ó÷àñòâóåò â ïóáëèêàöèè 𝑝 ∈ 𝑃 , è 𝛿𝑝𝑖 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Èñïîëüçîâàí ïîëíûé ìåòîä ïîäñ÷åòà âåñà (â îòëè÷èå îò ÷àñòè÷íîãî [5]), ïîñêîëüêó áîëü-
øèíñòâî ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé èìååò äâóõ àâòîðîâ.

Âòîðîé ñëîé ñåòè � ýòî âçâåøåííàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü öèòèðîâàíèÿ, óçëàìè êîòî-
ðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà 𝐴. Ðåáðî ìåæäó öèòèðóþùèì è öèòèðóåìûì àâòîðàìè
óñòàíàâëèâàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ñòàòüè èç 𝑃 , â êîòîðîé ó÷àñòâóåò
öèòèðóþùèé àâòîð, ïðèñóòñòâóåò ññûëêà íà ñòàòüþ èç 𝑃 , â êîòîðîé ó÷àñòâóåò öèòèðóåìûé
àâòîð. Âåñ îðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà (𝑖, 𝑗) âû÷èñëÿåòñÿ êàê

𝑤𝑖𝑗 =
∑︁

𝑝,𝑝′∈𝑃

𝛿𝑝𝑖 𝛿
𝑝′

𝑗 𝑏𝑝,𝑝′ , (16)

ãäå 𝑏𝑝,𝑝′ =1, åñëè ïóáëèêàöèÿ 𝑝 ññûëàåòñÿ íà ïóáëèêàöèþ 𝑝′, 𝛿𝑝𝑖 îïðåäåëåíî àíàëîãè÷íî (15).
Îáà ñëîÿ 𝑀 𝑐𝑐 èìåþò îäèíî÷íûå óçëû, â ïåðâîì ñëîå ýòî àâòîðû èç ìíîæåñòâà 𝐴𝑠,

èìåþùèå òîëüêî èíäèâèäóàëüíûå ïóáëèêàöèè, à âî âòîðîì � àâòîðû, íå ñâÿçàííûå öèòè-
ðîâàíèåì ñ äðóãèìè àâòîðàìè èç 𝐴.
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Таблица 1 Таблица 2
Параметры распределения Коэффициенты корреляции

степеней и силы узлов в слоях 1, 2 степеней и силы узлов в слоях 1, 2

𝑃 (·) 𝛾 𝑥min 𝜌 𝑠1 𝑠2𝑖𝑛 𝑠2𝑜𝑢𝑡

𝑃 (𝑘1) 2.41 7 𝑘1 0.9666824 — —

𝑃 (𝑘2𝑖𝑛) 1.76 8 𝑘2𝑖𝑛 — 0.9638058 —

𝑃 (𝑘2𝑜𝑢𝑡) 3.22 32 𝑘2𝑜𝑢𝑡 — — 0.8311687

𝑃 (𝑠1) 2.11 12

𝑃 (𝑠2𝑖𝑛) 1.61 5

𝑃 (𝑠2𝑜𝑢𝑡) 3.58 441

3. Параметры и свойства 𝑀 𝑐𝑐. ÑåòüM𝑐𝑐 îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì ìàòðèö A=(𝐴1, 𝐴2),
𝐴𝛼=(𝑎𝛼𝑖𝑗), 𝑎

𝛼
𝑖𝑗=𝑤𝛼

𝑖𝑗>0, 𝛼∈{1,2}. Âåñ 𝑤1
𝑖𝑗 îïðåäåëåí ñîãëàñíî (15), à 𝑤2

𝑖𝑗 � (16). ×èñëî óçëîâ
ñåòè 𝑁 = 1694. ×èñëî ðåáåð ïåðâîãî ñëîÿ 8209, ÷èñëî ðåáåð âòîðîãî ñëîÿ 21 171. Ïîñêîëüêó
âòîðîé ñëîé ñåòè ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, â ïàðàìåòðàõ ïðèñóòñòâóþò óêàçàòåëè 𝑖𝑛 è
𝑜𝑢𝑡.

3.1. Максимальная компонента. Âûäåëåíèå êîìïîíåíòû îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè
àãðåãèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 𝑀 𝑐𝑐 êàê ãðàôà, ìàòðèöà ñìåæíîñòè êîòîðîãî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñîãëàñíî (1). Â äàííîì ñëó÷àå ãðàô ñëîÿ 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ áåç ó÷åòà îðèåíòàöèè
ðåáåð, êàê ïðè îïðåäåëåíèè ñëàáîé ñâÿçíîñòè. Àãðåãèðîâàííàÿ ñåòü ñîñòîèò èç 49 ñëàáî
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ðàçìåðîì áîëåå åäèíèöû (ñì. ï. 1.3). Ìàêñèìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñîäåð-
æèò 1484 óçëà. Ðàçìåðû ìàêñèìàëüíîé êîìïîíåíòû ïåðâîãî ñëîÿ � 1097 óçëîâ, ðàçìåðû
ìàêñèìàëüíîé êîìïîíåíòû âòîðîãî ñëîÿ � 1073.

Таблица 3
Распределение средних

значений силы и обратного
коэффициента участия узлов в слоях 1, 2

𝑃 (·) 𝛾 𝑥min

𝑃 (𝑠1(𝑘)) 3.14 183
𝑃 (𝑠2(𝑘𝑖𝑛)) 1.66 57

𝑃 (𝑠2(𝑘𝑜𝑢𝑡)) 1.65 37.4

𝑃 (𝑌 1(𝑘)) 2.16 0.023

𝑃 (𝑌 2(𝑘𝑖𝑛)) 2.32 0.066

𝑃 (𝑌 2(𝑘𝑜𝑢𝑡)) 1.93 0.018

3.2. Параметры слоев. Äëÿ ïåðâîãî è âòîðî-
ãî ñëîÿ âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ñòåïåíè (2) è ñèëû
óçëîâ (3), âî âòîðîì ñëîå îòäåëüíî ðàññìîòðå-
íû âõîäÿùèå è èñõîäÿùèå ðåáðà. Ðàñïðåäåëå-
íèå ñòåïåíåé óçëîâ, à òàêæå ñèëû óçëîâ â êàæ-
äîì ñëîå ñëåäóåò ñòåïåííîìó çàêîíó 𝑃 (𝑋 = 𝑥)
∼𝑥−𝛾, ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé ïðåäñòàâëåíû
â òàáë. 1. Çíà÷åíèå ýêñïîíåíòû 𝛾 > 1, 𝑥min �
ïîðîãîâîå çíà÷åíèå, çàêîí ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ïðå-
âûøåíèè ýòîãî çíà÷åíèÿ. Òàáë. 2 äåìîíñòðèðó-
åò âûñîêèé óðîâåíü êîððåëÿöèè ñòåïåíåé (çäåñü
è äàëåå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ïèðñîíà) è
ñèëû óçëîâ â ðàìêàõ êàæäîãî ñëîÿ. Ðàñïðåäåëå-
íèå âåñîâ â ñåòè õàðàêòåðèçóåò è ñðåäíÿÿ ñèëà

óçëîâ, èìåþùèõ îäèíàêîâóþ ñòåïåíü (3, 4), ó÷àñòèå â ôîðìèðîâàíèè ñèëû óçëîâ, èíöè-
äåíòíûõ óçëó, õàðàêòåðèçóåò ñðåäíèé êîýôôèöèåíò ó÷àñòèÿ (5, 6). Ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ
âåëè÷èí ñëåäóþò ñòåïåííîìó çàêîíó, ïàðàìåòðû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3. Äëÿ õàáîâ ñëîÿ
ñîàâòîðñòâà õàðàêòåðíû áîëüøèå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âåñîâ ðåáåð ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåä-
íèìè çíà÷åíèÿìè äëÿ óçëîâ ñ ìàëûì ÷èñëîì ñâÿçåé. Ðàñïðåäåëåíèå 𝑌 𝛼(𝑘) óêàçûâàåò íà
íåîäíîðîäíîñòü âåñîâ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ óçëàì.
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Таблица 4 Таблица 5
Коэффициенты корреляции Коэффициенты корреляции

степеней узлов в разных слоях силы узлов в разных слоях

𝜌 𝑘1 𝑘2𝑖𝑛 𝑘2𝑜𝑢𝑡 𝜌 𝑠1 𝑠2𝑖𝑛 𝑠2𝑜𝑢𝑡

𝑘1 1.00 0.82 0.75 𝑠1 1.00 0.92 0.94
𝑘2𝑖𝑛 0.82 1.00 0.71 𝑠2𝑖𝑛 0.92 1.00 0.93

𝑘2𝑜𝑢𝑡 0.75 0.71 1.00 𝑠2𝑜𝑢𝑡 0.94 0.93 1.00

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñòåïåíåé è ñèëû óçëîâ ìåæäó ñëîÿìè âû÷èñëåíû êîýôôèöèåíòû êîð-
ðåëÿöèè, ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 4, 5. Íàïðèìåð, èç 12 óçëîâ, èìåþùèõ íàèáîëü-
øóþ ñòåïåíü â ñëîå 1, äåâÿòü èìåþò íàèáîëüøóþ ñòåïåíü â ñëîå 2 êàê äëÿ âõîäÿùèõ, òàê è
äëÿ èñõîäÿùèõ ðåáåð. Íàèáîëüøàÿ êîððåëÿöèÿ çàôèêñèðîâàíà ìåæäó ñèëîé ñâÿçåé óçëîâ
ñëîÿ 1 è ñèëîé èñõîäÿùèõ ñâÿçåé óçëîâ ñëîÿ 2.

3.3. Коэффициент перекрытия слоев. Ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòà ïåðåêðûòèÿ ñëî-
åâ 1, 2 èãíîðèðóåì íàïðàâëåíèå ðåáåð â ñëîå öèòèðîâàíèÿ, ó÷èòûâàÿ òîëüêî íàëè÷èå ðåáðà
ìåæäó ïàðîé óçëîâ. Òàêèõ ñâÿçíûõ ïàð â ñëîå ñîàâòîðñòâà 8209, â ñëîå öèòèðîâàíèÿ �
18 774 (áåç ó÷åòà ñàìîöèòèðîâàíèé). Ãëîáàëüíîå ïåðåêðûòèå (7) ñîñòàâëÿåò 𝑂1,2 = 3015.
Â ïðîöåíòíîì îòíîøåíèè (êîýôôèöèåíò) îòíîñèòåëüíî ÷èñëà ðåáåð â ñëîå êîýôôèöèåíò
äëÿ ñëîÿ ñîàâòîðñòâà ñîñòàâëÿåò 36,73%, äëÿ ñëîÿ öèòèðîâàíèÿ � 16,06%. Âçâåøåííîå
ïåðåêðûòèå (8) ó÷èòûâàåò ìèíèìóì îòíîñèòåëüíîãî âåñà äëÿ êàæäîé ïàðû óçëîâ, ïðèñóò-
ñòâóþùèõ â îáîèõ ñëîÿõ, è ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ ó÷åòîì ñóììû îòíîñèòåëüíîãî âåñà âñåõ ðåáåð
â ñëîå. Âçâåøåííûé êîýôôèöèåíò ïåðåêðûòèÿ äëÿ ñëîÿ ñîàâòîðñòâà ñîñòàâëÿåò 29,5%; äëÿ
ñëîÿ öèòèðîâàíèÿ � 20,78%. Ñåòü 𝑀 𝑐𝑐 äåìîíñòðèðóåò îòíîñèòåëüíî âûñîêèé óðîâåíü ïå-
ðåêðûòèÿ ñëîåâ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñîàâòîðñòâîì è öèòèðîâàíèåì.

3.4. Мультистепени îïðåäåëÿþò øàáëîíû ïåðåêðûòèÿ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ óçëó. Äëÿ
äâóõñëîéíîé ìóëüòèïëåêñíîé ñåòè ðàññìàòðèâàþòñÿ íåòðèâèàëüíûå òèïû ì/ë (m ̸= 0)
(1, 1), (1, 0), (0, 1). Ïîñêîëüêó ó÷èòûâàåòñÿ íàïðàâëåíèå ðåáåð âî âòîðîì ñëîå, òî ì/ë îáî-
çíà÷àåì (𝑚1,𝑚2)𝑖𝑛 è (𝑚1,𝑚2)𝑜𝑢𝑡. Òàê, äëÿ òèïà (0, 1)𝑖𝑛 ïðè ïîäñ÷åòå ìóëüòèñòåïåíè óçëà
𝑖 ó÷èòûâàþòñÿ ðåáðà, èíöèäåíòíûå óçëó â ïåðâîì ñëîå òàêèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå íå
ïðèñóòñòâóþò âî âòîðîì ñëîå â êà÷åñòâå âõîäÿùèõ ðåáåð.

Äëÿ 𝑀𝑐𝑐 âû÷èñëåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû çíà÷åíèÿ ìóëüòèñòåïåíåé (10). Íàèáîëüøàÿ
äîëÿ íóëåâûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðíà äëÿ ì/ë òèïà (1, 1)𝑖𝑛(79%) è (1, 1)𝑜𝑢𝑡(76%). Òàêèì

Таблица 6 Таблица 7
Параметры распределения Корреляция
мультистепеней узлов 𝑀 𝑐𝑐 мультистепеней узлов 𝑀𝑐𝑐

𝑃 (·) 𝛾 𝑥min 𝜌 𝑘01𝑖𝑛 𝑘01𝑜𝑢𝑡 𝑘10𝑖𝑛 𝑘10𝑜𝑢𝑡 𝑘11𝑖𝑛 𝑘11𝑜𝑢𝑡

𝑃 (𝑘01𝑖𝑛 ) 1.70 5 𝑘01𝑖𝑛 1.00 0.42 0.43 0.50 0.88 0.87
𝑃 (𝑘01𝑜𝑢𝑡) 5.42 31 𝑘01𝑜𝑢𝑡 0.42 1.00 0.41 0.33 0.45 0.52

𝑃 (𝑘10𝑖𝑛 ) 2.78 7 𝑘10𝑖𝑛 0.43 0.41 1.00 0.94 0.60 0.62

𝑃 (𝑘10𝑜𝑢𝑡) 2.56 6 𝑘10𝑜𝑢𝑡 0.50 0.33 0.94 1.00 0.69 0.62

𝑃 (𝑘11𝑖𝑛 ) 1.92 4 𝑘11𝑖𝑛 0.88 0.45 0.60 0.69 1.00 0.96

𝑃 (𝑘11𝑜𝑢𝑡) 1.80 3 𝑘11𝑜𝑢𝑡 0.87 0.52 0.62 0.62 0.96 1.00
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Таблица 8 Таблица 9
Распределение Распределение средней

мультисилы узлов 𝑀 𝑐𝑐 мультисилы узлов 𝑀 𝑐𝑐

𝑃 (·) 𝛾 𝑥min 𝑃 (·) 𝛾 𝑥min

𝑃
(︁
𝑠
01(𝑖𝑛)
2

)︁
1.64 5 𝑃

(︀
𝑠(0,1),2(𝑘01𝑖𝑛 )

)︀
5.73 394.5

𝑃
(︁
𝑠
01(𝑜𝑢𝑡)
2

)︁
4.78 91 𝑃

(︀
𝑠(0,1),2(𝑘01𝑜𝑢𝑡)

)︀
4.65 89

𝑃
(︁
𝑠
10(𝑖𝑛)
1

)︁
2.58 7 𝑃

(︀
𝑠(1,0),1(𝑘10𝑖𝑛 )

)︀
2.59 25

𝑃
(︁
𝑠
10(𝑜𝑢𝑡)
1

)︁
2.39 6 𝑃

(︀
𝑠(1,0),1(𝑘10𝑜𝑢𝑡)

)︀
2.73 31.5

𝑃
(︁
𝑠
11(𝑖𝑛)
1

)︁
1.73 6 𝑃

(︀
𝑠(1,1),1(𝑘11𝑖𝑛 )

)︀
3.36 177

𝑃
(︁
𝑠
11(𝑜𝑢𝑡)
1

)︁
1.65 4 𝑃

(︀
𝑠(1,1),1(𝑘11𝑜𝑢𝑡)

)︀
3.04 166

𝑃
(︁
𝑠
11(𝑖𝑛)
2

)︁
1.57 3 𝑃

(︀
𝑠(1,1),2(𝑘11𝑖𝑛 )

)︀
1.65 62

𝑃
(︁
𝑠
11(𝑜𝑢𝑡)
2

)︁
1.61 4 𝑃

(︀
𝑠(1,1),2(𝑘11𝑜𝑢𝑡)

)︀
3.06 356

îáðàçîì, íà îñíîâå âûáðàííûõ äàííûõ íåâîçìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî öèòèðîâàíèÿ ïðîèñ-
õîäÿò ïðåèìóùåñòâåííî ìåæäó ñîàâòîðàìè. Ðàñïðåäåëåíèÿ ìóëüòèñòåïåíåé ñîîòâåòñòâó-
þò ñòåïåííîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè, ïðèâåäåííûìè â òàáë. 6. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò
ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ì/ë (1, 1)𝑜𝑢𝑡, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì óñå÷åíèåì.
Êîððåëÿöèÿ ìóëüòèñòåïåíåé ïðåäñòàâëåíà â òàáë. 7. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íàèâûñøàÿ
êîððåëÿöèÿ îòìå÷àåòñÿ ìåæäó ìóëüòèñòåïåíÿìè òèïà (1, 1)𝑖𝑛 è (1, 1)𝑜𝑢𝑡, ò. å. ñîàâòîðû
ñêëîííû ê îáîþäíîìó öèòèðîâàíèþ.

3.5. Мультисила 𝑠m𝑖,𝛼, ñîãëàñíî (11), âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ ñëîÿ 1 ñ ó÷åòîì òèïîâ ì/ë (1, 1)
è (1,0), äëÿ ñëîÿ 2 � ñ ó÷åòîì (1,1) è (0, 1). Ðàñïðåäåëåíèÿ ìóëüòèñèëû äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ì/ë ñëåäóþò ñòåïåííîìó çàêîíó, ïàðàìåòðû ïðèâåäåíû â òàáë. 8. Êàê è â ñëó÷àå
ìóëüòèñòåïåíåé (òàáë. 6), çíà÷åíèÿ ýêñïîíåíò âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ìóëüòèñèëû áëèçêè, èñ-
êëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ýêñïîíåíòà äëÿ ì/ë (0, 1)𝑜𝑢𝑡. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ìóëü-
òèñèëû óçëîâ ñ äàííîé ìóëüòèñòåïåíüþ (13) ñëåäóþò ñòåïåííîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè,
ïðèâåäåííûìè â òàáë. 9, çíà÷åíèÿ ýêñïîíåíò äëÿ ìóëüòèëèíêîâ èìåþò ñóùåñòâåííûå îò-
ëè÷èÿ. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé îáðàòíîãî êîýôôèöèåíòà ìóëüòèó÷àñòèÿ óçëîâ ñ
äàííîé ìóëüòèñòåïåíüþ (14) ñëåäóþò ñòåïåííîìó çàêîíó, ýêñïîíåíòû äëÿ ìóëüòèëèíêîâ
èìåþò áëèçêèå çíà÷åíèÿ, 2 < 𝛾 < 2,6.

Заключение. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà ìóëüòèïëåêñíîé ñåòè 𝑀 𝑐𝑐, ïî-
ñòðîåííîé íà äàííûõ, èçâëå÷åííûõ èç àðõèâà íàó÷íîãî æóðíàëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñâîáîä-
íîì äîñòóïå. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñåòè èñïîëüçîâàí ñîâðåìåííûé ôîðìàëèçì, îòðàæàþ-
ùèé äâà òèïà îòíîøåíèé ìåæäó àâòîðàìè. Êîíñòðóêöèÿ 𝑀 𝑐𝑐 ñîñòîèò èç äâóõ âçâåøåííûõ
ñëîåâ, óçëû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò àâòîðàì ñòàòåé. Ðåáðà ìåæäó óçëàìè ïåðâîãî ñëîÿ
óñòàíàâëèâàþòñÿ íà îñíîâå áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ñîàâòîðñòâà, à ðåáðà âòîðîãî ñëîÿ � íà
îòíîøåíèè öèòèðîâàíèÿ. Âåñà ðåáåð ïåðâîãî è âòîðîãî ñëîÿ 𝑀 𝑐𝑐 îïðåäåëÿòñÿ ñîãëàñíî
(15) è (16) ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî àâòîðîâ ìîäåëèðó-
åìîé ñåòè íåïîñðåäñòâåííî ëèáî îïîñðåäîâàííî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ
ñîâìåñòíûõ ðàáîò.
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Âû÷èñëåíû ïàðàìåòðû óçëîâ êàæäîãî ñëîÿ 𝑀 𝑐𝑐, âëèÿþùèå íà òîïîëîãèþ âçâåøåííûõ
ñåòåé, òàêèå êàê ñòåïåíü, âçâåøåííàÿ ñòåïåíü, îáðàòíûé êîýôôèöèåíò ó÷àñòèÿ. Ïðåäñòàâ-
ëåíû èõ ðàñïðåäåëåíèÿ è êîððåëÿöèè, â òîì ÷èñëå ìåæñëîéíûå (òàáë. 1�5). Âûñîêèé óðî-
âåíü ìåæñëîéíîé êîððåëÿöèè ñòåïåíåé óçëîâ (òàáë. 4) ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî óçëû,
èìåþùèå çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî èíöèäåíòíûõ ðåáåð â îäíîì ñëîå, ñèëüíî ñâÿçíû è â äðóãîì
ñëîå. Ýòî òàêæå âåðíî äëÿ âçâåøåííîé ñòåïåíè (òàáë. 5).

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé 𝑀 𝑐𝑐 ÿâëÿåòñÿ ïåðåêðûòèå ñëîåâ, îòðàæàþùåå ïðèñóòñòâèå
ðåáåð ìåæäó îäíèìè è òåìè æå óçëàìè â îáîèõ ñëîÿõ. Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ïåðåêðûòèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î äîñòàòî÷íî àêòèâíîì ñîòðóäíè÷åñòâå àâòîðîâ æóð-
íàëà. Ïàðàìåòðû óçëîâ ìóëüòèïëåêñà ñòðîÿòñÿ íà ïîíÿòèè ìóëüòèëèíêà, îòðàæàþùåãî
ñõåìó ñâÿçåé ïàðû óçëîâ îäíîâðåìåííî â äâóõ ñëîÿõ. Îíè ïðåäîñòàâëÿþò äîïîëíèòåëü-
íóþ èíôîðìàöèþ î âçàèìîäåéñòâèè óçëîâ, êîòîðóþ íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü, àíàëèçèðóÿ îä-
íîñëîéíóþ àãðåãèðîâàííóþ ñåòü. Àíàëîãè÷íî òðàäèöèîííûì ñåòåâûìè ïàðàìåòðàìè äëÿ
𝑀 𝑐𝑐 âû÷èñëåíû: ìóëüòèñòåïåíü, ìóëüòèñèëà, îáðàòíûé êîýôôèöèåíò ìóëüòèó÷àñòèÿ, èõ
ðàñïðåäåëåíèÿ è êîððåëÿöèè (òàáë. 6�9).

Ôîðìàëèçì ìóëüòèïëåêñíûõ ñåòåé ïîçâîëèë ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü ïðåäñòàâëåíèå
îá àâòîðñêèõ ñâÿçÿõ â èññëåäóåìîì íàó÷íîì æóðíàëå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäå-
òåëüñòâóþò î òîì, ÷òî õîòÿ íà îñíîâàíèè èìåþùèõñÿ äàííûõ íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî
ñîàâòîðû öèòèðóþò ïðåèìóùåñòâåííî ñîàâòîðîâ, îäíàêî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ïðåîáëà-
äàíèè âçàèìíîãî öèòèðîâàíèÿ ñîàâòîðàìè. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ èçó÷èòü òàêèå
ñâîéñòâà óçëîâ ìóëüòèïëåêñíîé ñåòè, êàê öåíòðàëüíîñòü è êëàñòåðèçàöèÿ.
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