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A multilayer network — of which multiplex network is particular case — is a network made up
by multiple layers, each of which represents a certain binary relationship between network actors.
An example of such a system is a social network in which actors are interconnected by several types
of social relations. Bibliographic information on a set of publications of scientific journals can be a
source for constructing and studying multilayer networks of various types. Examples include multiplex
networks, where different layers reflect the collaboration of authors in different scientific sections of
the same scientific field [1]; two-layer networks of authors who are co-authors in the first layer and
cite each other in the second [2]; three-layer co-authorship/citation/keyword networks, where the third
layer reflects the use of the same keywords by authors in their works [3].

This paper contains the results of the analysis of the parameters of the weighted multiplex network
built on the basis of real data extracted from a long-term archive of articles of the scientific journal
“Sakharnyi Diabet”. The network consists of two layers: scientific co-authorship and citation. The
nodes of the network are the authors of the journal articles. The first layer is the co-authorship
graph, the vertices correspond to the authors, the connection between two vertices is established if the
corresponding authors have joint publications, the edge weight is equal to the number of publications.
The second layer is the directed citation graph, the edge between the citing and cited is established if
the reference list of the article in which the citing author participates contains a link to an article from
the journal in which the cited author participates. The details of the construction and the parameters
of the layers are given in the work [8].

For multilayer networks structural properties of single networks must be modified to take into
account their multilayer nature and to distinguish links. In this paper we investigate the set of basic
metrics that characterize the structural properties of multiplex network and are the extension of
classical network metrics to the case of multiplexes [6, 7]. These include centrality measures which allow
ranking nodes and node clustering which reflect the tendency of nodes to form triangles. A number
of methods for modifying parameter are considered. One way is a transformation of a multilayer
network into a single-layer network for which the corresponding parameters (for example, the degree

𝐾𝑖) are calculated. Aggregation of the parameter values calculated separately for each layer
(︁
𝐶 𝑙𝑦ℳ

)︁
gives an idea of the features of the node’s connections in the layers. And consideration of several layers
simultaneously, as for example when determining the clustering coefficient 𝐶𝑖,1, allows us to identify
the interconnectedness of the structures in which the node is involved.

The results of parameters calculating and analysis are presented. The article is a continuation of
the work [8].
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Ряд социальных комплексных систем допускает формальное представление в виде мульти-
плексной сети, в которой множество однородных акторов объединены внутренними и межс-
лойными отношениями. Каждый слой представляет свой тип бинарных отношений. В статье
представлен метод моделирования реальной двухслойной взвешенной сети авторов научно-
го журнала. Приведены формальные определения основных параметров, характеризующих
топологию мультиплексной сети. Выполнен вычислительный эксперимент, иллюстрирующий
метод моделирования сети авторов научного журнала, измерены значения параметров, опре-
деляющих ее структуру.

Ключевые слова: комплексные системы, анализ данных, библиометрия, научное соавтор-
ство, цитирование, мультиплексные сети, центральность акторов, кластеризация.

Введение. Ìíîãîñëîéíàÿ ñåòü, ñîñòîÿùàÿ èç𝑀 ñëîåâ, ôîðìèðóåòñÿ íàáîðîì èç𝑀 ñå-
òåé, îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèÿ óçëîâ âíóòðè êàæäîãî ñëîÿ, è𝑀(𝑀−1)/2 ñåòåé, îïèñû-
âàþùèõ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó óçëàìè äëÿ êàæäîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ñëîåâ. Ìóëüòèïëåêñ-
íûå ñåòè ÿâëÿþòñÿ êëàññîì ìíîãîñëîéíûõ ñåòåé, ïðåäñòàâëÿþùèì êîìïëåêñíûå ñèñòåìû,
â êîòîðûõ îäíî è òî æå ìíîæåñòâî àêòîðîâ âçàèìîäåéñòâóåò ìåæäó ñîáîé íåñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè, ïðè ýòîì êàæäûé òèï âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåäñòàâëåí îòäåëüíûì ñëîåì.

Áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ î ìíîæåñòâå ñòàòåé, îïóáëèêîâàííûõ â íàó÷íûõ æóð-
íàëàõ, ìîæåò ñëóæèòü èñòî÷íèêîì äàííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ìíîãîñëîéíûõ
ñåòåé ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Íàïðèìåð, ìóëüòèïëåêñíûå ñåòè, â êîòîðûõ ðàçíûå ñëîè îòðàæà-
þò ñîòðóäíè÷åñòâî àâòîðîâ â ðàçíûõ íàó÷íûõ ðàçäåëàõ îäíîé íàó÷íîé îáëàñòè [1]; äâóõ-
ñëîéíûå ñåòè àâòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñîàâòîðàìè â ïåðâîì ñëîå è öèòèðóþùèõ äðóã äðóãà
âî âòîðîì [2]; òðåõñëîéíûå ñåòè ñîàâòîðñòâà / öèòèðîâàíèÿ / êëþ÷åâûõ ñëîâ, ãäå òðåòèé
ñëîé îòðàæàåò èñïîëüçîâàíèå àâòîðàìè â ðàáîòàõ îäíèõ è òåõ æå êëþ÷åâûõ ñëîâ [3].

Ìåòîäû àíàëèçà ìíîãîñëîéíûõ ñåòåé óñëîâíî äåëÿòñÿ íà ÷åòûðå òèïà [4]. Ïåðâûé ñî-
ñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè ìíîãîñëîéíîé ñåòè â îäíîñëîéíóþ ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì
òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ ñåòåâîãî àíàëèçà. Âòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè ñóùåñòâóþ-
ùèõ ìåòîäîâ îòäåëüíî ê êàæäîìó ñëîþ è ñëèÿíèè èëè ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ. Äâà äðóãèõ
ìåòîäà ïðåäïîëàãàþò îäíîâðåìåííîå ðàññìîòðåíèå âñåõ ñëîåâ. Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ñëîè ðàçëè÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê, íàïðèìåð,
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âåñîâ, íî èìåþò ñîïîñòàâèìóþ ïðèðîäó, à ìåðû, áàçèðóþùèåñÿ íà òàêîì ïîäõîäå, îáû÷íî
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå åäèíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé, îáúåäèíÿþùèõ âêëàäû ðàçíûõ òèïîâ
ðåáåð. Íàïðèìåð, ïóòü ìåæäó óçëàìè ìîæåò ñîäåðæàòü ðåáðà ðàçíûõ ñëîåâ. Âî âòîðîì
ñëó÷àå àêöåíò äåëàåòñÿ íà êà÷åñòâåííîì ðàçëè÷èè, ñóùåñòâóþùåì ìåæäó ñëîÿìè. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî àêòîðû âçàèìîäåéñòâóþò â ðàçëè÷íûõ êîíòåêñòàõ, ïðåäñòàâëåííûõ ñëîÿìè.
Ðåáðà, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì ñëîÿì, íå ñìåøèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì [5]. Ýòî îòíîñèòñÿ,
íàïðèìåð, ê óñòàíîâëåíèþ ïóòè ìåæäó óçëàìè.

Îäíî èç íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ � ðàñïðîñòðàíåíèå íà êîíòåêñò ìíîãîñëîéíûõ ñå-
òåé ïîíÿòèé, òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ îäíî-
ñëîéíîé ñåòè. Ýòî îòíîñèòñÿ ê òàêèì ïàðàìåòðàì óçëà, êàê ñòåïåíü, êîýôôèöèåíò êëàñòå-
ðèçàöèè, öåíòðàëüíîñòü. Ïàðàìåòðû ìîãóò áûòü îáîáùåíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè (ñì. îá-
çîðû [6, 7]).

Äàííàÿ ïóáëèêàöèÿ ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïàðàìåòðîâ óçëîâ âçâåøåííîé ìóëü-
òèïëåêñíîé ñåòè, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ðåàëüíûõ äàííûõ, èçâëå÷åííûõ èç ìíîãîëåòíåãî
àðõèâà ñòàòåé íàó÷íîãî æóðíàëà. Ñåòü ñîñòîèò èç äâóõ ñëîåâ: íàó÷íîãî ñîàâòîðñòâà è
öèòèðîâàíèÿ. Èññëåäóþòñÿ ñïîñîáû ðàñøèðåíèÿ íà ìóëüòèïëåêñíóþ ñåòü ïàðàìåòðîâ, îò-
ðàæàþùèõ çíà÷èìîñòü óçëà â ñòðóêòóðå ñåòè. Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [8].

1. Определения. Ñîãëàñíî [9], многослойной ñåòüþ íàçûâàþò ïàðó ℳ = (𝐺,𝐶),
ãäå 𝐺 � ìíîæåñòâî 𝐺 = {𝐺𝛼, 𝛼 ∈ {1, . . . ,𝑀}} îðèåíòèðîâàííûõ (ëèáî íåîðèåíòèðîâàí-
íûõ), âçâåøåííûõ (ëèáî íåâçâåøåííûõ) ãðàôîâ 𝐺𝛼 = (𝑉𝛼, 𝐸𝛼), íàçûâàåìûõ ñëîÿìè, à
𝐶 = {𝐸𝛼𝛽 ⊆ 𝑉𝛼 × 𝑉𝛽;𝛼,𝛽 ∈ {1, . . . ,𝑀} , 𝛼 ̸= 𝛽} � ìíîæåñòâî ðåáåð ìåæäó óçëàìè ðàç-
ëè÷íûõ ñëîåâ 𝐺𝛼 è 𝐺𝛽, 𝛼 ̸= 𝛽. Ýëåìåíòû 𝐸𝛼 íàçûâàþòñÿ внутрислойными ðåáðà-
ìè, à ýëåìåíòû 𝐸𝛼𝛽 � межслойными. Проекцией ìíîãîñëîéíîé ñåòè íàçûâàþò ãðàô
𝑝𝑟𝑜𝑗 (ℳ) = (𝑉ℳ, 𝐸ℳ), â êîòîðîì ìíîæåñòâà óçëîâ è ðåáåð îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: 𝑉ℳ =

⋃︀𝑀
𝛼=1 𝑉𝛼;𝐸ℳ = (

⋃︀𝑀
𝛼=1𝐸𝛼)

⋃︀
(
⋃︀𝑀
𝛼,𝛽=1
𝛼̸=𝛽

𝐸𝛼𝛽).

Мультиплексная ñåòü ℳ ÿâëÿåòñÿ îñîáûì âèäîì ìíîãîñëîéíîé ñåòè, â êîòîðîì 𝑉1 =
𝑉2 = . . . = 𝑉𝑀 = 𝑉, |𝑉 | = 𝑁 è ìåæñëîéíûå ðåáðà ðàçðåøåíû òîëüêî ìåæäó ðåïëèêàìè
îäíèõ è òåõ æå ôèçè÷åñêèõ óçëîâ, ò. å. ∀𝛼, 𝛽 òàêèõ, ÷òî 𝛼 ̸= 𝛽, 𝐸𝛼𝛽 = {(𝑣, 𝑣) , 𝑣 ∈ 𝑉 }.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìóëüòèïëåêñíóþ ñåòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôèêñèðîâàííûé íàáîð
óçëîâ, ñîåäèíåííûõ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ðåáåð. Îáîçíà÷èì 𝐴|𝛼| = (𝑎

|𝛼|
𝑖𝑗 ) ìàòðèöó ñìåæ-

íîñòè ñëîÿ 𝛼 ∈ {1, . . . ,𝑀}. Äëÿ âçâåøåííîé ìóëüòèïëåêñíîé ñåòè 𝑎
|𝛼|
𝑖𝑗 îçíà÷àåò âåñ ðåáðà

ìåæäó óçëàìè 𝑖, 𝑗 â ñëîå 𝛼.
Проекция 𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) ìóëüòèïëåêñíîé ñåòè ÿâëÿåòñÿ îäíîñëîéíîé ñåòüþ, ýëåìåíòû ìàò-

ðèöû ñìåæíîñòè êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ êàê

̃︀𝑎𝑖𝑗 = {︃1, åñëè
∑︀𝑀

𝛼=1 𝑎
|𝛼|
𝑖𝑗 > 0;

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
(1)

Ïðèìåð äâóõñëîéíîé ìóëüòèïëåêñíîé ñåòè ℳ (óçëû çàíóìåðîâàíû) è åå ïðîåêöèè
𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) ïðèâåäåí íà ðèñ. 1: 1а � äâà ñëîÿ ñåòè ℳ, 1б � èõ ïðîåêöèÿ 𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ).

Многослойной матрицей смежности (supra-adjacency matrix) ìóëüòèïëåêñíîé ñåòè
ℳ, ñîãëàñíî [10], íàçûâàþò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé
ðàçìåùåíû ìàòðèöû ñìåæíîñòè ñëîåâ, îñòàëüíûå ìàòðèöû åäèíè÷íûå. Íàïðèìåð, ïðè íà-
ëè÷èè äâóõ ñëîåâ (â êàæäîì ïî òðè ýëåìåíòà) ìíîãîñëîéíàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè âûãëÿäèò
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1 1

2 2

3 3

4 4
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Рис. 1. Пример: мультиплексная сеть ℳ (а); проекция 𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) (б)

êàê 𝐴ℳ =

[︂
𝐴1 𝐼3
𝐼3 𝐴2

]︂
, 𝐴𝑖 � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ñëîÿ 𝑖, 𝐼3 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû

ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ðàâíû 1.
2. Центральность узлов. Ïðè àíàëèçå êîìïëåêñíûõ ñåòåé ïðîáëåìà èäåíòèôèêà-

öèè óçëîâ, èãðàþùèõ öåíòðàëüíóþ ðîëü â ñòðóêòóðå, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ. Äëÿ
îäíîñëîéíûõ ñåòåé ñóùåñòâóåò íàáîð ïàðàìåòðîâ, èçìåðÿþùèõ ñòðóêòóðíóþ çíà÷èìîñòü
êàæäîãî óçëà: ñòåïåíü, áëèçîñòü ê îñòàëüíûì óçëàì, ðîëü ïîñðåäíèêà ìåæäó óçëàìè è
ò. ä. (ñì. [11]). Îäíà èç îñíîâíûõ öåëåé îïðåäåëåíèÿ öåíòðàëüíîñòè � ðàíæèðîâàíèå óç-
ëîâ äëÿ ñîçäàíèÿ óïîðÿäî÷åííîãî ñïèñêà â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷èìîñòüþ. Ðàññìîòðèì ðÿä
ñïîñîáîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìåð öåíòðàëüíîñòè íà ìíîãîñëîéíûå ñåòè. Òàì, ãäå ñïåöèàëüíî
íå îãîâîðåíî, èìåþòñÿ â âèäó íåîðèåíòèðîâàííûå ìóëüòèïëåêñíûå ñåòè.

2.1. Центральность по степени. Степенью óçëà 𝑖 ∈ 𝑉 ìóëüòèïëåêñíîé ñåòè ℳ íà-
çûâàþò âåêòîð, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíè 𝑖 â ñëîÿõ [12, 6]:

ki =
(︁
𝑘
|1|
𝑖 , . . . , 𝑘

|𝑀 |
𝑖

)︁
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (2)

ãäå 𝑘
|𝛼|
𝑖 � ñòåïåíü óçëà â ðàìêàõ ñëîÿ 𝛼; 𝑘

|𝛼|
𝑖 =

∑︀
𝑗 𝑎

|𝛼|
𝑖𝑗 äëÿ íåâçâåøåííîé ìóëüòèïëåêñíîé

ñåòè è 𝑘
|𝛼|
𝑖 =

∑︀
𝑗 𝜃(𝑎

|𝛼|
𝑖𝑗 ) äëÿ âçâåøåííîé ìóëüòèïëåêñíîé ñåòè (𝜃(𝑥) = 1, åñëè 𝑥 > 0, è

𝜃(𝑥) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå).
×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ðàíæèðîâàòü óçëû, ïðåäëàãàåòñÿ àãðåãèðîâàòü èíôîðìà-

öèþ, ïðåäîñòàâëÿåìóþ âåêòîðàìè (2). Агрегированная степень [7] 𝐾𝑖 óçëà 𝑖 îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ñòåïåíü óçëà â ïðîåêöèè ìóëüòèïëåêñà:

𝐾𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1

̃︀𝑎𝑖𝑗. (3)

Âîçìîæíû äðóãèå ñïîñîáû àãðåãàöèè, íàïðèìåð, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ
âåêòîðà.

Â ðàáîòå [6] îïðåäåëåíî ïîíÿòèå агрегированной степени перекрытия 𝑂𝑖 (â ìîíîãðà-
ôèè [7] ýòîò ïàðàìåòð íàçûâàåòñÿ агрегированной силой 𝑆𝑖 âåðøèíû 𝑖) êàê ñóììû ýëåìåí-
òîâ âåêòîðà ñòåïåíåé:

𝑂𝑖 =
𝑀∑︁
𝛼=1

𝑘
|𝛼|
𝑖 . (4)
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Ìåðû (3), (4) ïîçâîëÿþò ñðàâíèâàòü óçëû ñîãëàñíî центральности по степени. Äðóãèå
âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ öåíòðàëüíîñòè ïî ñòåïåíè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [4, 12, 13].

2.2. Центральность по собственному вектору óçëà, îïðåäåëåííàÿ â ðàáîòå [14] äëÿ
îäíîñëîéíûõ ñåòåé, ó÷èòûâàåò íå òîëüêî ÷èñëî ðåáåð óçëà, íî è èõ êà÷åñòâî. Óçåë èìååò
âûñîêóþ öåíòðàëüíîñòü, åñëè âûñîêóþ öåíòðàëüíîñòü èìåþò åãî ñîñåäè. Äëÿ êàæäîãî
óçëà 𝑖 âû÷èñëÿåòñÿ ìåðà öåíòðàëüíîñòè 𝑥𝑖, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ 𝜆1𝑥𝑖 =∑︀𝑁

𝑗=1 𝑎𝑗𝑖𝑥𝑗, ãäå 𝜆1 � íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû ñìåæíîñòè 𝐴 îäíîñëîéíîé
ñåòè.

Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ñïîñîáîâ ðàñøèðåíèÿ ìåðû öåíòðàëüíîñòè íà ìíîãîñëîéíûå ñå-
òè, ïðåäñòàâëåííîì â ðàáîòå [15], ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âåêòîðà öåíòðàëüíîñòè óçëîâ îòäåëü-

íî äëÿ êàæäîãî ñëîÿ c|𝛼| = (𝑐
|𝛼|
1 , 𝑐

|𝛼)
2 , . . . , 𝑐

|𝛼|
𝑁 ), 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑀 . Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó óçëó 𝑖

ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ìåðû öåíòðàëüíîñòè äëÿ

êàæäîãî ñëîÿ: ci =
(︁
𝑐
|1|
𝑖 , . . . , 𝑐

|𝑀 |
𝑖

)︁
∈ IR𝑀 .

Не зависящая от слоя центральность ñåòè ℳ (ïîäîáíàÿ öåíòðàëüíîñòè ïî ñîáñòâåí-
íîìó âåêòîðó) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìàòðèöû:

𝐶 =
(︀
c⊤|1|
⃒⃒
c⊤|2|| . . .

⃒⃒
c⊤|𝑀 |

)︀
∈ IR𝑁×𝑀 . (5)

Çíà÷åíèå äëÿ óçëà 𝑖 � ýòî 𝑖-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû 𝐶. Äàëåå, òàêæå êàê â ñëó÷àå ñòåïåíè, òðå-
áóåòñÿ àãðåãàöèÿ çíà÷åíèé, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå центральности узла по собственному
вектору 𝐶𝐸(𝑖) âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà ïî ñòðîêå 𝑖, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàíæèðîâàòü óçëû. Îñíîâ-
íûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ èãíîðèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó óçëàìè ñëîåâ.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî öåíòðàëüíîñòü ïî ñîáñòâåííîìó âåêòîðó äîëæíà áûòü ïðîïîðöè-
îíàëüíà öåíòðàëüíîñòè ñîñåäåé, â ðàáîòå [15] äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîöåííûõ ñëîåâ îïðåäåëåíà
единая мера центральности по собственному вектору êàê ïîëîæèòåëüíûé íîðìàëèçî-
âàííûé (åñëè ñóùåñòâóåò) ñîáñòâåííûé âåêòîð ̃︀c ìàòðèöû

̃︀𝐴 =
𝑀∑︁
𝛼=1

(𝐴|𝛼|)
⊤
, (6)

ãäå 𝐴|𝛼| � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ñëîÿ 𝛼. Центральность узла по собственному вектору
𝐶 ′
𝐸(𝑖) � ýòî ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò âåêòîðà ̃︀c.
Ïðè âû÷èñëåíèè öåíòðàëüíîñòè óçëîâ îòäåëüíî äëÿ êàæäîé ñåòè (5) èëè ïðè àãðå-

ãèðîâàíèè èíôîðìàöèè â åäèíóþ ñåòü (6) íå ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìîñâÿçàííîñòü ñòðóêòóð.
Â ðàáîòå [15] ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ öåíòðàëüíîñòè ïî ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ïðè íàëè-
÷èè âëèÿíèÿ îäíîãî ñëîÿ íà äðóãîé, à òàêæå âëèÿíèÿ ñîñåäíèõ óçëîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ñëîå,
îòëè÷íîì îò òåêóùåãî. Â ðàáîòå [16] äëÿ îïðåäåëåíèÿ öåíòðàëüíîñòè ïî ñîáñòâåííîìó âåê-
òîðó èñïîëüçîâàí òåíçîðíûé ôîðìàëèçì.

3. Коэффициент кластеризации. Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé îäíîñëîéíîé ñåòè ÿâëÿ-
åòñÿ òåíäåíöèÿ åå óçëîâ ê îáðàçîâàíèþ ¾òðåóãîëüíèêîâ¿, ò. å. ïðîñòûõ öèêëîâ ñ ó÷àñòèåì
òðåõ óçëîâ. Ïàðàìåòð ÷èñëåííî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíò êëàñòåðèçàöèè. Äëÿ óç-
ëà 𝑖 ñåòè 𝐺 = (𝑉,𝐸) â ñîîòâåòñòâèè ñ [17] локальный коэффициент кластеризации 𝐶𝐺(𝑖)
îïðåäåëåí â âèäå äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé ðàâåí ÷èñëó ðåáåð ìåæäó ñîñåäÿìè óçëà 𝑖, à
çíàìåíàòåëü � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó ÷èñëó ðåáåð ìåæäó ñîñåäÿìè óçëà 𝑖. Â òåðìè-
íàõ ìàòðèöû ñìåæíîñòè 𝐴 çíà÷åíèå ïàðàìåòðà 𝐶𝐺(𝑖) âûðàæàåòñÿ â âèäå äðîáè, ÷èñëèòåëü
êîòîðîé ðàâåí

∑︀
𝑗 ̸=𝑖,𝑚̸=𝑖

𝑎𝑖𝑗𝑎𝑗𝑚𝑎𝑚𝑖, à çíàìåíàòåëü � 𝑘𝑖 (𝑘𝑖 − 1). Â ýòîì ñëó÷àå глобальный коэф-

фициент кластеризации (íàçûâàåìûé òàêæå локальным коэффициентом кластеризации



12 Прикладные информационные технологии

сети) � ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî âñåì óçëàì: 𝐶𝐺 = 1
𝑁

∑︀𝑁
𝑖=1𝐶𝐺 (𝑖) . Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî

åñëè ÷èñëî ðåáåð óçëà 𝑖 ìåíüøå äâóõ, òî çíàìåíàòåëü áóäåò ðàâåí íóëþ è çíà÷åíèå íå
îïðåäåëåíî. Â ýòîì ñëó÷àå èìåþòñÿ äâà âàðèàíòà: à) ñ÷èòàòü, ÷òî 𝐶𝐺(𝑖) = 0 è ó÷èòû-
âàòü äàííûé óçåë ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà; á) ñ÷èòàòü çíà÷åíèå
íåîïðåäåëåííûì è íå ó÷èòûâàòü óçåë.

Транзитивность сети. Ñëåäóÿ [18], ïàðàìåòð 𝑇 îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå äðîáè, ÷èñëè-
òåëü êîòîðîé ðàâåí óòðîåííîìó ÷èñëó òðåóãîëüíèêîâ, à çíàìåíàòåëü � ÷èñëó ñâÿçíûõ
òðîåê, çäåñü ñâÿçíàÿ òðîéêà � ïîäãðàô ñ òðåìÿ âåðøèíàìè è äâóìÿ ðåáðàìè, à òðåóãîëü-
íèê � ïîëíûé ïîäãðàô ñ òðåìÿ âåðøèíàìè è òðåìÿ ðåáðàìè. Òðàíçèòèâíîñòü áîëåå òî÷íî
ïðåäñòàâëÿåò ñòðóêòóðó ñåòè, ïîñêîëüêó â ðàçðåæåííûõ ñåòÿõ îíà íå äîìèíèðóåò çà ñ÷åò
âêëàäîâ, ïîñòóïàþùèõ îò óçëîâ ñòåïåíè ìåíüøå äâóõ, êîòîðûå èìåþò ëîêàëüíûé êîýô-
ôèöèåíò êëàñòåðèçàöèè, ðàâíûé íóëþ.

3.1. Коэффициент кластеризации мультиплексной сети ìîæíî îáîáùèòü íåñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî êîýôôèöèåíòà óçëà â ìíîãîñëîéíîé ñå-
òè ℳ, ñîãëàñíî [19], ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü 𝑁(𝑖) � ìíîæåñòâî ñîñåäåé
óçëà 𝑖 â ïðîåêöèè ñåòè 𝑝𝑟𝑜𝑗 (ℳ), à 𝑁𝛼(𝑖) = 𝑁(𝑖) ∩ 𝑉𝛼 äëÿ êàæäîãî 𝛼 ∈ {1,2, . . . ,𝑀}.
Îïðåäåëèì ïîäãðàô 𝑆𝛼(𝑖) â ñëîå 𝐺𝛼, èíäóöèðîâàííûé 𝑁𝛼(𝑖), ò. å. 𝑆𝛼(𝑖) = (𝑁𝛼 (𝑖) , 𝐸𝛼 (𝑖)),
ãäå 𝐸𝛼 (𝑖) = {(𝑘, 𝑗) ∈ 𝐸𝛼; 𝑘, 𝑗 ∈ 𝑁𝛼(𝑖)}. Ñîîòâåòñòâåííî, 𝑆 (𝑖) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ñåòè
𝑝𝑟𝑜𝑗 (ℳ), èíäóöèðîâàííûì ìíîæåñòâîì 𝑁(𝑖).

Коэффициент кластеризации 𝐶ℳ (𝑖) óçëà 𝑖, ñîãëàñíî [19], îïðåäåëÿåòñÿ êàê

𝐶ℳ (𝑖) =

2
𝑀∑︀
𝛼=1

⃒⃒
𝐸𝛼 (𝑖)

⃒⃒
𝑀∑︀
𝛼=1

(|𝑁𝛼 (𝑖) |)(𝑁𝛼 (𝑖)− 1|)
(7)

Глобальный коэффициент кластеризации 𝐶ℳ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå êî-
ýôôèöèåíòà 𝐶ℳ (𝑖) ïî âñåì óçëàì:

𝐶ℳ =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐶ℳ (𝑖) . (8)

3.2. Послойный коэффициент кластеризации 𝐶 𝑙𝑦
ℳ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ýòîãî ïà-

ðàìåòðà îòäåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû êëàñòåðèçàöèè äëÿ êàæäîãî ñëîÿ 𝛼 è áå-
ðåòñÿ èõ ñðåäíåå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì,

𝐶 𝑙𝑦
ℳ =

1

𝑀

𝑀∑︁
𝛼=1

𝐶𝐺𝛼 (9)

3.3. Глобальный коэффициент ñåòè 𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ãëî-
áàëüíîãî êîýôôèöèåíòà ñåòè ℳ:

𝐶ℳ = 𝐶𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) (10)

Îòëè÷èå 𝐶𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) îò 𝐶
𝑙𝑦
ℳ ïðîñëåæèâàåòñÿ íà ðèñ. 1. Äëÿ îáîèõ ñëîåâ ñåòè ℳ ïàðàìåòð

𝐶𝐺𝛼 = 0, 𝛼 ∈ {1, 2}, â òî âðåìÿ êàê ïàðàìåòð 𝐶𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) íå ðàâåí íóëþ.
Â ðàáîòå [19] ïîêàçàíî, ÷òî ìåæäó çíà÷åíèåì ëîêàëüíîãî êîýôôèöèåíòà óçëà ìóëüòè-

ïëåêñíîé ñåòè, ñîãëàñíî (8), è çíà÷åíèåì ëîêàëüíîãî êîýôôèöèåíòà òîãî æå óçëà, ñîãëàñíî
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(10), âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: 1
𝑀−𝑞(𝑖)𝐶𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) (𝑖) ≤ 𝐶ℳ (𝑖) ≤ 𝐶𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) (𝑖), ãäå

𝑞(𝑖) � ÷èñëî ñëîåâ, â êîòîðûõ óçåë 𝑖 èìååò ìåíåå äâóõ ñîñåäåé.
3.4. Треугольники и связи. Â ðàáîòå [6] îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êëàñòåðèçàöèè

ó÷èòûâàþò âîçìîæíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè ðåáåð òðåóãîëüíèêà (öèêëà äëèíîé 3) ê ðàç-
íûì ñëîÿì. Îïðåäåëèì 2-треугольник êàê òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ðåáðîì, ïðèíàäëå-
æàùèì îäíîìó ñëîþ, è äâóìÿ ðåáðàìè, ïðèíàäëåæàùèìè äðóãîìó. Òî÷íî òàêæå 3-тре-
угольник � ýòî òðåóãîëüíèê, ñîñòîÿùèé èç òðåõ ðåáåð, ëåæàùèõ â ðàçíûõ ñëîÿõ. Êðîìå
òîãî, 1-триада ñ öåíòðîì â óçëå 𝑖, íàïðèìåð (𝑗− 𝑖−𝑘), � ýòî òðèàäà, â êîòîðîé îáà ðåáðà
(𝑗, 𝑖) è (𝑖, 𝑘) íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîì æå ñëîå. Îïðåäåëÿåì 2-триаду êàê òðèàäó, äâà ðåáðà
êîòîðîé ïðèíàäëåæàò äâóì ðàçíûì ñëîÿì.

Коэффициент кластеризации 𝐶𝑖,1 óçëà 𝑖 íåîðèåíòèðîâàííîé ìóëüòèïëåêñíîé ñåòè
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîîòíîøåíèå ÷èñëà 2-òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíîé â 𝑖 è ÷èñëà 1-òðèàä
ñ öåíòðîì â 𝑖. Â òåðìèíàõ ìíîãîñëîéíîé ìàòðèöû ñìåæíîñòè 𝐴ℳ êîýôôèöèåíò 𝐶𝑖,1 èìååò
âèä:

𝐶𝑖,1 =

∑︀
𝛼

∑︀
𝛼′ ̸=𝛼

∑︀
𝑗 ̸=𝑖,𝑚̸=𝑖

(𝑎𝑖𝑗
|𝛼|𝑎𝑗𝑚

|𝛼′|𝑎𝑚𝑖
|𝛼|)

(𝑀 − 1)
∑︀

𝑗 ̸=𝑖,𝑚̸=𝑖
(𝑎𝑖𝑗 |𝛼|𝑎𝑚𝑖|𝛼|)

=

∑︀
𝛼

∑︀
𝛼′ ̸=𝛼

∑︀
𝑗 ̸=𝑖,𝑚̸=𝑖

(𝑎𝑖𝑗
|𝛼|𝑎𝑗𝑚

|𝛼′|𝑎𝑚𝑖
|𝛼|)

(𝑀 − 1)
∑︀
𝛼

𝑘
|𝛼|
𝑖 (𝑘

|𝛼|
𝑖 − 1)

. (11)

×òîáû ïîëó÷èòü íîðìàëèçîâàííîå çíà÷åíèå, ñëåäóåò ðàçäåëèòü âûðàæåíèå íà (𝑀 − 1),
ïîñêîëüêó êàæäàÿ 1-òðèàäà òåîðåòè÷åñêè ìîæåò çàìêíóòüñÿ êàê 2-òðåóãîëüíèê íà êàæäîì
èç 𝑀 ñëîåâ ìóëüòèïëåêñà, èñêëþ÷àÿ ñëîé, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò åå êðàÿ, ÷òîáû èìåòü
íîðìàëèçîâàííûé êîýôôèöèåíò.

Êîýôôèöèåíò êëàñòåðèçàöèè 𝐶𝑖,2 äëÿ ìóëüòèïëåêñíûõ ñåòåé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó ÷èñëîì 3-òðåóãîëüíèêîâ ñ óçëîì 𝑖 â êà÷åñòâå âåðøèíû è ÷èñëîì 2-òðèàä ñ
öåíòðîì â 𝑖. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìíîãîñëîéíîé ìàòðèöû ñìåæíîñòè èìååì:

𝐶𝑖,2 =

∑︀
𝛼

∑︀
𝛼′ ̸=𝛼

∑︀
𝛼′′ ̸=𝛼,𝛼′

∑︀
𝑗 ̸=𝑖,𝑚̸=𝑖

(𝑎𝑖𝑗
|𝛼|𝑎𝑗𝑚

|𝛼′′|𝑎𝑚𝑖
|𝛼′|)

(𝑀 − 2)
∑︀
𝛼

∑︀
𝛼′ ̸=𝛼

∑︀
𝑗 ̸=𝑖,𝑚̸=𝑖

(𝑎𝑖𝑗 |𝛼|𝑎𝑚𝑖|𝛼
′|)

. (12)

Â òî âðåìÿ êàê 𝐶𝑖,1 ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì îïðåäåëåíèåì äëÿ ìóëüòèïëåêñîâ ñ 𝑀 ≥ 2,
𝐶𝑖,2 (12) ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî äëÿ ñåòåé, ñîñòîÿùèõ êàê ìèíèìóì èç òðåõ ñëîåâ.
Óñðåäíÿÿ çíà÷åíèÿ ïî âñåì óçëàì, ïîëó÷èì êîýôôèöèåíòû êëàñòåðèçàöèè ñåòè 𝐶1 è 𝐶2.
Òàê,

𝐶1=
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖,1. (13)

3.5. Транзитивность. Â ðàáîòå [6] ïðåäëîæåíû äâå ìåðû òðàíçèòèâíîñòè 𝑇 äëÿ ìíî-
ãîñëîéíîé ñåòè. Îïðåäåëèì 𝑇1 êàê îòíîøåíèå ÷èñëà 2-òðåóãîëüíèêîâ ê ÷èñëó 1-òðèàä,
óìíîæåííîìó íà (𝑀 − 1). Îïðåäåëèì 𝑇2 êàê ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëîì 3-òðåóãîëüíèêîâ
è ÷èñëîì 2-òðèàä, óìíîæåííûì íà (𝑀 − 2).
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𝑇1 =

𝑀∑︀
𝛼=1

∑︀
𝛽 ̸=𝛼

∑︀
𝑖,𝑟,𝑠

(𝑎𝑖𝑟
|𝛼|𝑎𝑟𝑠

|𝛽|𝑎𝑠𝑖
|𝛼|)

(𝑀 − 1)
𝑀∑︀
𝛼=1

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑘
|𝛼|
𝑖 (𝑘

|𝛼|
𝑖 − 1)

,

𝑇2 =

𝑀∑︀
𝛼=1

∑︀
𝛾 ̸=𝛼

∑︀
𝛽 ̸=𝛼̸=𝛾

∑︀
𝑖,𝑟,𝑠

(𝑎𝑖𝑟
|𝛼|𝑎𝑟𝑠

|𝛽|𝑎𝑠𝑖
|𝛾|)

(𝑀 − 2)
𝑀∑︀
𝛼=1

∑︀
𝛾 ̸=𝛼

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑘
|𝛼|
𝑖 𝑘

|𝛾|
𝑖

.

(14)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå 𝑇1 ïðèìåíèìî ê ëþáîé ìíîãîñëîéíîé ñåòè, òîãäà êàê
𝑇2 òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ 𝑀 ≥ 3.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàçíèöû ìåæäó ãëîáàëüíûì êîýôôèöèåíòîì êëàñòåðèçàöèè 𝐶1 è
òðàíçèòèâíîñòüþ 𝑇1 ìîæíî (ïîäîáíî ðàâåíñòâó (1.18) èç [20] äëÿ îäíîñëîéíûõ ñåòåé) ïðè-
âåñòè ðàâåíñòâî

𝑇1 =

∑︀
𝑖

(
∑︀
𝛼

(𝑘|𝛼|𝑖 (𝑘
|𝛼|
𝑖 − 1))/2)𝐶𝑖,1

(𝑀 − 1)
∑︀
𝑖

(
∑︀
𝛼

(𝑘|𝛼|𝑖 (𝑘
|𝛼|
𝑖 − 1))/2)

(15)

(âåðøèíû 𝑖, äëÿ êîòîðûõ 𝑘𝑖 < 2 íå ó÷èòûâàþòñÿ).
Îáîáùåíèå êîýôôèöèåíòîâ êëàñòåðèçàöèè äëÿ ìóëüòèïëåêñíûõ ñåòåé ñ ó÷åòîì ñïåöè-

ôèêè ìîäåëèðóåìûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [21]. Àëüòåðíàòèâíûå ïîäõîäû ïðåäëî-
æåíû â ðàáîòàõ [22, 23].

4. Вычислительный эксперимент. Âçâåøåííàÿ äâóõñëîéíàÿ ìóëüòèïëåêñíàÿ ñåòü
àâòîðñòâà ℳ𝑐𝑐 ïîñòðîåíà íà îñíîâå äàííûõ, èçâëå÷åííûõ èç çàïèñåé ýëåêòðîííîãî
XML-àðõèâà íàó÷íîãî æóðíàëà ¾Ñàõàðíûé äèàáåò¿ (ISSN 2072-0378), íàõîäÿùåãîñÿ â
ñâîáîäíîì äîñòóïå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñòàòåé 𝑃 , îïóáëèêîâàííûõ â æóðíàëå
(|𝑃 | = 991), è ìíîæåñòâî àâòîðîâ 𝐴 (|𝐴| = 1694), ó÷àñòâîâàâøèõ â èõ ñîçäàíèè. Â ñâîþ
î÷åðåäü, 𝑃 ïðåäñòàâëåíî îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ 𝑃𝑚 � ñòàòåé, ñîçäàííûõ â ñîàâòîðñòâå, è
ìíîæåñòâà 𝑃 𝑠 � èíäèâèäóàëüíûõ ñòàòåé (|𝑃𝑚| = 843, |𝑃𝑠| = 148). Àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâî
àâòîðîâ 𝐴 ïðåäñòàâëåíî îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ 𝐴 = 𝐴𝑚∪𝐴𝑠, ãäå 𝐴𝑚 � ïîäìíîæåñòâî àâ-
òîðîâ, èìåþùèõ ñîâìåñòíûå ïóáëèêàöèè, 𝐴𝑠 � èìåþùèõ èñêëþ÷èòåëüíî èíäèâèäóàëüíûå
ïóáëèêàöèè (|𝐴𝑚| = 1676, |𝐴𝑠| = 18).

Â êà÷åñòâå óçëîâ ñåòè âûñòóïàþò àâòîðû ñòàòåé. Ïåðâûé ñëîé ïðåäñòàâëåí ãðàôîì
ñîàâòîðñòâà � ãðàô ñîàâòîðñòâà 𝐺1 = (𝑉,𝐸1), |𝑉 | = |𝐴|, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
àâòîðàì, ðåáðî ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
àâòîðû èìåþò ñîâìåñòíûå ïóáëèêàöèè, âåñ ðåáðà ðàâåí ÷èñëó ïóáëèêàöèé. Âòîðîé ñëîé �
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô öèòèðîâàíèÿ 𝐺2 = (𝑉,𝐸2), ðåáðî ìåæäó öèòèðóþùèì è öèòèðóå-
ìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ, åñëè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ñòàòüè, â êîòîðîé ó÷àñòâóåò öèòèðóþùèé
àâòîð, ïðèñóòñòâóåò ññûëêà íà ñòàòüþ èç æóðíàëà, â êîòîðîé ó÷àñòâóåò öèòèðóåìûé àâ-
òîð. Äåòàëè ïîñòðîåíèÿ è ïàðàìåòðû ñëîåâ ïðèâåäåíû â ðàáîòå [8]. Äëÿ ñåòèℳ𝑐𝑐 âû÷èñëåí
ðÿä ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ åå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà.

4.1. Агрегированная степень. Äëÿ êàæäîãî óçëà 𝑖 ñåòè ℳ𝑐𝑐 âû÷èñëåíû àãðåãèðîâàí-
íàÿ ñòåïåíü 𝐾𝑖, ñîãëàñíî (3), è àãðåãèðîâàííàÿ ñòåïåíü ïåðåêðûòèÿ 𝑂𝑖, ñîãëàñíî (4). Ïðè
ïîñòðîåíèè ïðîåêöèè ñåòè, ñîãëàñíî (1), è ïðè âû÷èñëåíèè ñòåïåíè óçëîâ âòîðîãî ñëîÿ

èãíîðèðóåòñÿ îðèåíòàöèÿ ðåáåð, ò. å. 𝑘
|2|
𝑖 =

∑︀
𝑗 (𝜃(𝑎

|2|
𝑖𝑗 ) + 𝜃(𝑎

|2|
𝑗𝑖 )).
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Ñòåïåíü 𝐾𝑖 ó÷èòûâàåò òîëüêî íàëè÷èå ðåáðà 𝑖− 𝑗 â êàêîì-ëèáî ñëîå, à ìåðà 𝑂𝑖 ó÷èòû-
âàåò è ÷èñëî ñëîåâ, â êîòîðûõ ðåáðî 𝑖− 𝑗 ïðèñóòñòâóåò. Îäíàêî îòìå÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ
êîððåëÿöèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè àãðåãèðîâàííûõ ñòåïåíåé, âû÷èñëåííûõ äâóìÿ ñïîñîáàìè:
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ïèðñîíà 𝑟 = 0,9954, êîýôôèöèåíò ðàíãîâîé êîððåëÿöèè Êåí-
äàëëà 𝜏 = 0,9603 (êîýôôèöèåíò ðàíãîâîé êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà íåòî÷åí èç-çà íàëè÷èÿ
îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé). Íà îñíîâàíèè ýòèõ ìåð ïðîèçâåäåíî ðàíæèðîâàíèå óçëîâ ℳ𝑐𝑐, êî-
òîðîå, íàïðèìåð, ïîêàçàëî, ÷òî 10 óçëîâ èìåþò íàèâûñøèå ðàíãè, ñîãëàñíî îáîèì ìåðàì
öåíòðàëüíîñòè.

4.2. Центральность по собственному вектору. Äëÿ óçëîâ ℳ𝑐𝑐 âû÷èñëåíà íå çàâèñÿ-
ùàÿ îò ñëîÿ öåíòðàëüíîñòü ïî ñîáñòâåííîìó âåêòîðó 𝐶𝐸, ñîãëàñíî (5), â êà÷åñòâå ôóíêöèè

àãðåãàöèè âûñòóïàåò ñóììà çíà÷åíèé öåíòðàëüíîñòè, ò. å. 𝐶𝐸(𝑖) = 𝑐
|1|
𝑖 + 𝑐

|2|
𝑖 . Â ýòîì ñëó÷àå

äëÿ îáîèõ ñëîåâ ïðè âû÷èñëåíèè ìåðû ó÷èòûâàþòñÿ âåñà ðåáåð, à äëÿ âòîðîãî ñëîÿ è îðè-
åíòàöèÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè åäèíîé ìåðû öåíòðàëüíîñòè 𝐶 ′

𝐸, ñîãëàñíî (6), ìàòðèöà 𝐴
|1| �

ýòî íåâçâåøåííàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà ñîàâòîðñòâà, ìàòðèöà 𝐴|2| � íåâçâåøåííàÿ
ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà öèòèðîâàíèÿ (íàïðàâëåíèå ðåáåð èãíîðèðóþòñÿ). Ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå çíà÷åíèé öåíòðàëüíîñòè ïî ñîáñòâåííîìó âåêòîðó, âû÷èñëåííûõ äâóìÿ ñïîñîáà-
ìè, òàê êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ïèðñîíà 𝑟 = 0,7697, êîýôôèöèåíò ðàíãîâîé êîððåëÿöèè
Êåíäàëëà 𝜏 = 0,7530.

Таблица 1
Коэффициенты корреляции

Кендалла мер
центральности по степени
и собственному вектору

𝜏 𝐾 𝑂

𝐶𝐸 0,5995 0,6042
𝐶 ′
𝐸 0,7499 0,7355

Èññëåäîâàíà âçàèìîñâÿçü öåíòðàëüíîñòè ïî ñòåïåíè
(𝐾,𝑂) è öåíòðàëüíîñòè ïî ñîáñòâåííîìó âåêòîðó (𝐶𝐸, 𝐶

′
𝐸).

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû êîýôôèöèåíòû ðàíãîâîé êîððåëÿöèè
Êåíäàëëà çíà÷åíèé öåíòðàëüíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ñïî-
ñîáà âû÷èñëåíèÿ ìåð.

Ìåðà öåíòðàëüíîñòè ïî ñîáñòâåííîìó âåêòîðó 𝐶𝐸 ìåíåå
çàâèñèìà îò ñòåïåíè óçëîâ â ïðîåêöèè, ïîñêîëüêó âû÷èñ-
ëåíà äëÿ êàæäîãî ñëîÿ îòäåëüíî ñ ó÷åòîì âåñîâ è îðèåí-
òàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèöû ̃︀𝐴 ìîæíî â êà÷åñòâå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî
ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó ñìåæíîñòè ãðàôà ïåðâîãî ñëîÿ, à ãðàô âòîðîãî ñëîÿ ïðåîáðàçîâàòü
âî âçâåøåííûé íåîðèåíòèðîâàííûé è ðàññìàòðèâàòü åãî ìàòðèöó ñìåæíîñòè â êà÷åñòâå
âòîðîãî ñëàãàåìîãî.

Таблица 2
Глобальные коэффициенты кластеризации

ℳ𝑐𝑐, вычисленные согласно (7–12)

𝐶ℳ 𝐶 𝑙𝑦ℳ 𝐶𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) 𝐶1

0,5515699 0,7314537 0,8232086 0,3739028
0,6860201 0,75843305 0,8562999 0,5493420

4.3. Коэффициенты кластеризации.
Äëÿℳ𝑐𝑐 âû÷èñëåíû ÷åòûðå âàðèàíòà
ãëîáàëüíîãî êîýôôèöèåíòà êëàñòåðèçà-
öèè: 𝐶ℳ, ñîãëàñíî (7, 8), 𝐶 𝑙𝑦

ℳ, ñîãëàñíî
(9), 𝐶𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ), ñîãëàñíî (10), 𝐶1, ñîãëàñíî
(11, 13). Êîýôôèöèåíò òðàíçèòèâíîñòè
ñåòè ℳ𝑐𝑐 (14) ðàâåí 0,4268431. Â òàáë. 2
ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êëàñòåðèçàöèè; 1-ÿ ñòðîêà ñîäåðæèò êîýôôèöèåíòû,
âû÷èñëåííûå ñ ó÷åòîì óçëîâ, ó êîòîðûõ ÷èñëî ðåáåð ìåíüøå äâóõ, ïðè ïîäñ÷åòå ñðåäíå-
ãî çíà÷åíèÿ (çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà óçëà ïðèðàâíèâàåòñÿ íóëþ); 2-ÿ ñòðîêà ñîäåðæèò
êîýôôèöèåíòû, âû÷èñëåííûå áåç ó÷åòà òàêèõ óçëîâ.

Â òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíû êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè Ïèðñîíà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
çíà÷åíèÿìè ëîêàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ êëàñòåðèçàöèè óçëîâ ℳ𝑐𝑐, ó÷àñòâóþùèõ â âû÷èñ-
ëåíèè ãëîáàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ 𝐶ℳ, 𝐶𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) è 𝐶1.

1 1 
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Таблица 3
Корреляции Пирсона

локальных коэффициентов ℳ𝑐𝑐

𝜌 𝐶ℳ(𝑖) 𝐶𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ)(𝑖) 𝐶𝑖,1
𝐶ℳ(𝑖) – 0.08313096 0.7287555

𝐶𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ)(𝑖) 0.0831309 0.03582911

𝐶𝑖,1 0.7287555 0.03582911 –

Êîððåëÿöèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè êî-
ýôôèöèåíòîâ, ó÷èòûâàþùèõ îäíîâðå-
ìåííîå íàëè÷èå äâóõ ñëîåâ, âûøå, ÷åì
ñ êîýôôèöèåíòîì 𝐶𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ)(𝑖), âû÷èñëåí-
íûì íà îñíîâå ïðîåêöèè. Çàìåòèì, ÷òî
ñåòü 𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ𝑐𝑐) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ¾ìà-
ëîãî ìèðà¿ [17], ò. å. 𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ𝑐𝑐) ÿâëÿåòñÿ

ãðàôîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ äëèíà ïóòè êîòîðîãî 𝐿 áëèçêà ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëèíå
ïóòè ñëó÷àéíîãî ãðàôà (ñ òåì æå ÷èñëîì âåðøèí 𝑁 è òîé æå ñðåäíåé ñòåïåíüþ ⟨𝑘⟩), îïðå-
äåëÿåìîé êàê 𝐿𝑟𝑎𝑛𝑑 = ln (𝑁)/ ln(⟨𝑘⟩), à ãëîáàëüíûé êîýôôèöèåíò êëàñòåðèçàöèè íàìíîãî
âûøå ãëîáàëüíîãî êîýôôèöèåíòà ñëó÷àéíîãî ãðàôà, îïðåäåëÿåìîãî êàê 𝐶𝑟𝑎𝑛𝑑 = ⟨𝑘⟩/𝑁 .
Â äàííîì ñëó÷àå 𝐿𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) 2,607897, 𝐿𝑟𝑎𝑛𝑑 2,212184; 𝐶𝑝𝑟𝑜𝑗(ℳ) 0,823209, 𝐶𝑟𝑎𝑛𝑑 0,017081.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò âûïîëíåí â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ R ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ïàêåòà igraph.

Заключение. Ðàáîòà ñîäåðæèò ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ìíîãîñëîéíîé ñåòè è âàðèàíòû
ïåðåíîñà îïðåäåëåíèé ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îäíîñëîéíûõ ñåòåé, íà
ôîðìàëèçì ìíîãîñëîéíûõ.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ è àíàëèçà ñåðèè ïàðàìåòðîâ äâóõñëîéíîé ìóëüòè-
ïëåêñíîé ñåòè, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå äàííûõ, èçâëå÷åííûõ èç àðõèâà íàó÷íîãî æóðíàëà.
Àíàëèçèðóåìàÿ ñåòü ñîñòîèò èç äâóõ âçâåøåííûõ ñëîåâ, óçëàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ àâòîðû
ñòàòåé. Ðåáðà ìåæäó óçëàìè ïåðâîãî ñëîÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ íà îñíîâå áèíàðíîãî îòíîøå-
íèÿ ñîàâòîðñòâà, âåñ ðàâåí ÷èñëó ñîàâòîðîâ, à ðåáðà âòîðîãî ñëîÿ � íà áèíàðíîì îòíî-
øåíèè öèòèðîâàíèÿ, âåñ ðàâåí ÷èñëó öèòèðîâàíèé. Ìóëüòèïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ïîçâîëÿåò
îäíîâðåìåííî ðàññìîòðåòü äâà òèïà îòíîøåíèé ìåæäó àâòîðàìè æóðíàëà: ñîàâòîðñòâî è
öèòèðîâàíèå.

Ðàññìîòðåí ðÿä ñïîñîáîâ ìîäèôèêàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ îä-
íîñëîéíûõ ñåòåé ñ ó÷åòîì ìíîãîñëîéíîé ïðèðîäû ìóëüòèïëåêñîâ. Îäíèì èç ðàñïðîñòðà-
íåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ìíîãîñëîéíîé ñåòè â îäíîñëîéíóþ ïóòåì ïî-
ñòðîåíèÿ ïðîåêöèè, äëÿ êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû (íàïðèìåð,
ñòåïåíü 𝐾𝑖). Îäíàêî ïðîåêöèÿ îòðàæàåò òîëüêî ñóììàðíîå ó÷àñòèå óçëà â ñòðóêòóðå ñåòè
áåç ó÷åòà ðàçëè÷èé â êàæäîì ñëîå. Àãðåãàöèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, âû÷èñëåííûõ îòäåëü-
íî äëÿ êàæäîãî ñëîÿ (íàïðèìåð, êîýôôèöèåíò êëàñòåðèçàöèè 𝐶 𝑙𝑦

ℳ), äàåò ïðåäñòàâëåíèå îá
îñîáåííîñòÿõ ñâÿçåé óçëà â ñëîÿõ. À ðàññìîòðåíèå îäíîâðåìåííî íåñêîëüêèõ ñëîåâ (íàïðè-
ìåð, êîýôôèöèåíò êëàñòåðèçàöèè 𝐶𝑖,1) ïîçâîëÿåò âûÿâèòü âçàèìîñâÿçàííîñòü ñòðóêòóð,
â êîòîðûå âîâëå÷åí óçåë, à èìåííî, íàñêîëüêî âåðîÿòíî, ÷òî ñîàâòîðû ðàññìàòðèâàåìîãî
àâòîðà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ÷åðåç öèòèðîâàíèå, à ñâÿçàííûå ñ äàííûì àâòîðîì ÷åðåç
öèòèðîâàíèå ñîñåäè ÿâëÿþòñÿ ñîàâòîðàìè. Èñïîëüçîâàíèå òîãî èëè èíîãî ñïîñîáà çàâèñèò
îò ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè è îò ñâîéñòâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûäåëèòü.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò À. Â. Ôåîôàíîâà çà òåõíè÷åñêóþ ïîääåðæêó íà ýòàïå ïðîâåäåíèÿ
âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.
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