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В работе исследуются алгоритмы поиска 𝑘 кратчайших путей. Реализован оптимизированный
алгоритм для нахождения 𝑘 кратчайших простых (без петель) путей в ориентированном графе.
Алгоритм основан на идеях классической версии алгоритма Йена и алгоритма построения
обратного дерева, обе реализации имеют сложность 𝑂(𝑘𝑛(𝑚+ 𝑛 log 𝑛)).
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Введение. Ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè ñëèøêîì ìíîãî÷èñ-
ëåííû. Îíè âêëþ÷àþò ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ôàêòè÷åñêèé ïóòü ÿâëÿåòñÿ æåëàåìûì âû-
õîäîì, ïëàíèðîâàíèå äâèæåíèÿ ðîáîòà, ïðîåêòèðîâàíèå àâòîìàãèñòðàëåé è ëèíèé ýëåê-
òðîïåðåäà÷, à òàêæå ìàðøðóòèçàöèè ñåòåâûõ ñîåäèíåíèé. Ê íèì òàêæå îòíîñÿòñÿ çàäà÷è
ïëàíèðîâàíèÿ, âû÷èñëåíèå êðèòè÷åñêîãî ïóòè â äèàãðàììàõ. Çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ðåøà-
åìûå ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èëè áîëåå ñëîæíûìè ìåòîäàìè ïîèñêà
ìàòðèö, âûðàâíèâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè, ïîñòðîåíèå îïòè-
ìàëüíûõ âïèñàííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àé-
øåãî ïóòè.

Çàäà÷à î 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì è äàâíî èçó÷åííûì îáîáùåíèåì
çàäà÷è î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ, â êîòîðîé èùåòñÿ íå îäèí, à íåñêîëüêî ïóòåé â ïîðÿäêå âîç-
ðàñòàíèÿ äëèíû. Äëÿ çàäàííîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà 𝐺 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè
ðåáåð, ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà 𝑘 è äâóõ âåðøèí 𝑠 è 𝑡 òðåáóåòñÿ íàéòè 𝑘 êðàò÷àéøèõ
ïóòåé èç 𝑠 â 𝑡 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ äëèíû. Ìåòîäû ïîèñêà 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé èñïîëüçó-
þòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ. Èíîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü íàéòè ïóòü, óäîâëåòâîðÿþùèé
îïðåäåëåííûì îãðàíè÷åíèÿì, ïîìèìî íåáîëüøîé äëèíû, îäíàêî ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò
áûòü ïëîõî îïðåäåëåíû èëè èõ òðóäíî îïòèìèçèðîâàòü. Òèïè÷íîå ðåøåíèå � âû÷èñëèòü
íåñêîëüêî êîðîòêèõ ïóòåé, è çàòåì âûáðàòü îäèí èç íèõ ñ ó÷åòîì äðóãèõ êðèòåðèåâ. Ïóòè
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷, èìåþùèõ èçâåñòíûå ðåøåíèÿ, íåçàâèñèìî
îò ôîðìóëèðîâêè ïóòè. Íàïðèìåð, â ìîäåëè 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé àâòîìàòè÷åñêîãî ïåðå-
âîäà ìåæäó åñòåñòâåííûìè ÿçûêàìè ïðàâèëüíûé ïåðåâîä ìîæåò áûòü íàéäåí ýêñïåðòîì-
÷åëîâåêîì. Ïåðå÷èñëÿÿ ïóòè äî ïîÿâëåíèÿ ýòîãî èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü,
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íàñêîëüêî õîðîøî ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å ñ òî÷êè çðåíèÿ êîëè÷åñòâà íåâåðíûõ ïóòåé,
îáíàðóæåííûõ äî ïðàâèëüíîãî. Èíôîðìàöèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàñòðîéêè ìîäå-
ëè, à òàêæå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ïóòåé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ñãåíåðèðîâàòü ïðè
ïðèìåíåíèè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé äëÿ ïîèñêà ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ.

Âû÷èñëÿÿ áîëåå îäíîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè, ìîæíî îïðåäåëèòü, íàñêîëüêî ÷óâñòâèòåëü-
íî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ê èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ïîëåçíî èçó÷èòü íå òîëüêî
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è, íî è áîëåå øèðîêèé êëàññ ðåøåíèé, ÷òîáû ëó÷øå ïîíÿòü
ïðîáëåìó. Íàïðèìåð, ñîñòîÿíèÿ ñëîæíîé ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîíå÷íûé àâòî-
ìàò, ïî ñóòè ïðîñòî ãðàô ñ ðàçëè÷íûìè âåðîÿòíîñòÿìè íà êàæäîì ðåáðå ïåðåõîäà ñîñòî-
ÿíèé. Â òàêîé ìîäåëè, âåðîÿòíî, ïîòðåáóåòñÿ çíàòü íå òîëüêî öåïî÷êó ñîáûòèé, êîòîðàÿ
ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ ïðèâåäåò ê ñîñòîÿíèþ îòêàçà, íî è âñå öåïî÷êè, âåðîÿòíîñòü
îòêàçà êîòîðûõ ïðåâûøàåò íåêîòîðûé ïîðîã. Ëîãàðèôìèðîâàíèå âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà
ïðåâðàùàåò ýòó çàäà÷ó â çàäà÷ó ïîèñêà âñåõ ïóòåé êîðî÷å çàäàííîé äëèíû.

Ïðèìåíåíèå êîíöåïöèè êðàò÷àéøåãî ïóòè è àëãîðèòìà ïîèñêà 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé
â õèìè÷åñêîì àíàëèçå áûëî ïðåäëîæåíî Ýãëè â 2003 ãîäó [1]. Â ðàáîòå áûë ïîñòðîåí
îðãðàô, óçëû êîòîðîãî âêëþ÷àëè íå òîëüêî âåùåñòâà, íî è ðåàêöèè. Õîòÿ ðàáîòà íå áûëà
íàïðàâëåíà íà ñîçäàíèå ìåòîäà ãåíåðàöèè ñêåëåòíûõ ìåõàíèçìîâ, îíà ïðåäëîæèëà íîâóþ
è ïîëåçíóþ èäåþ âûäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïóòåé ðåàêöèè.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ðàíæèðîâàíèÿ áåñïåòëåâûõ ïó-
òåé Éåíà ñ îïòèìèçàöèåé. Îáû÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðÿìî ñëåäóåò êëàññè÷åñêîé âåðñèè àëãî-
ðèòìà Éåíà [2], îïòèìèçàöèÿ èñïîëüçóåò ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîãî äåðåâà, ïîñêîëüêó
óçëû êàæäîãî 𝑘-ãî êðàò÷àéøåãî ïóòè áåç ïåòåëü àíàëèçèðóþòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Õî-
òÿ îáå ðåàëèçàöèè èìåþò ñëîæíîñòü 𝑂(𝑘𝑛(𝑚 + 𝑛 log 𝑛)), â õóäøåì ñëó÷àå àíàëèç íîâîé
ðåàëèçàöèè ïîêàçàë ëó÷øóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ, ïðî-
âåäåííûõ äëÿ îöåíêè èõ ïîâåäåíèÿ â ñðåäíåì ñëó÷àå.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé âàæíî äëÿ ðÿäà çàäà÷ îïòèìèçàöèè è ÷à-
ñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàíæèðîâàíèÿ ïóòåé ïî íåóáûâàþùåìó ïîðÿäêó èõ ñòîèìîñòè, ïîêà
íå áóäóò íàéäåíû îäèí èëè íåñêîëüêî ïóòåé ñ íåáîëüøîé ñòîèìîñòüþ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì.

1. Алгоритм поиска 𝑘 кратчайших путей. Îäíî èç ïåðâûõ ðåøåíèé çàäà÷è ïîèñêà
𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé, èëè ðàíæèðîâàíèÿ 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó ïàðîé óçëîâ â ñåòè,
áûëî ïðåäëîæåíî Õîôôìàíîì è Ïàâëè â 1959 ã. [3]. Àâòîðû îïèñàëè àëãîðèòì, â êîòîðîì
äëÿ çàäàííîãî öåëîãî ÷èñëà 𝑘 ⩾ 1 ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ 1-é êðàò÷àéøèé ïóòü,
2-é êðàò÷àéøèé ïóòü è òàê äî 𝑘-ãî êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó çàäàííîé ïàðîé óçëîâ. Ñóùå-
ñòâóþò äâà òèïà çàäà÷ ïîèñêà 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Ïåðâûé òèï � ýòî íàõîæäåíèå ïóòåé
îò èñòî÷íèêà 𝑠 äî ñòîêà 𝑡, èìåþùèõ íàèìåíüøóþ äëèíó, â êîòîðûõ ïåòëè ðàçðåøåíû. Àë-
ãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî òèïà çàäà÷ ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [3, 4, 5]. Âòîðîé òèï çàäà÷ �
ïîèñê 𝑘 ïóòåé îò 𝑠 äî 𝑡, èìåþùèõ íàèìåíüøóþ äëèíó, â êîòîðûõ ïåòëè íå äîïóñêàþòñÿ
[6, 7, 8, 5].

Â ðàáîòå [6] àâòîðû ââîäÿò ïåðå÷èñëåíèå âñåõ âîçìîæíûõ ïóòåé èç 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïó-
òåé â ñåòè. Ïðîöåäóðà ïåðå÷èñëÿåò âñå ïóòè îò 𝑠 äî 𝑡, à çàòåì âûáèðàåò èç íèõ 𝑘 ïóòåé
ñ íàèìåíüøåé äëèíîé. Äàííûé àëãîðèòì èìååò äâà îñíîâíûõ íåäîñòàòêà: âî-ïåðâûõ, òðå-
áóåòñÿ î÷åíü áîëüøîå êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé è ïàìÿòè; âî-âòîðûõ, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ñ ìàëûì 𝑘 òðåáóåòñÿ ñòîëüêî æå óñèëèé, ñêîëüêî è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ áîëüøèì 𝑘, è
÷åì áîëüøå 𝑘, òåì çàòðóäíèòåëüíåå èñïîëüçîâàíèå ýòîãî àëãîðèòìà.



А.Р. Герб, Е. Е. Девятых, Г.А. Омарова 5

Â ðàáîòå [8] àâòîð äëÿ ïîèñêà 𝑘-ãî êðàò÷àéøåãî ïóòè ñíà÷àëà ïîëó÷àåò 𝑘− 1 êðàò÷àé-
øèé ïóòü. Çàòåì ðàññòîÿíèå êàæäîé äóãè â êàæäîì èç 1-ãî, 2-ãî, ..., (𝑘−1)-ãî êðàò÷àéøèõ
ïóòåé ïîî÷åðåäíî óñòðåìëÿåòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Äàëåå çàäà÷à ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè
ðåøàåòñÿ äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñëó÷àÿ. Ëó÷øèé èç ýòèõ ïîëó÷åííûõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé
ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì 𝑘-ì êðàò÷àéøèì ïóòåì. Êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé, òðåáóåìûõ äëÿ ýòîé
ïðîöåäóðû, ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ 𝑘, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè 𝑘 íå
ìàëî, àëãîðèòì Ïîëëàêà [8] ïåðåãðóæàåò âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû.

Â ðàáîòå [7] àâòîðû ïðåäëàãàþò ïðîöåäóðó âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ïîèñêà 𝑘 êðàò÷àéøèõ
ïóòåé â ñåòè: ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ êðàò÷àéøèé ïóòü, à çàòåì � 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé ñðåäè
âñåõ ïóòåé, îòâåòâëÿþùèõñÿ îò êðàò÷àéøåãî. Ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà çàâèñèò îò
êîíêðåòíîé ñåòè. Åñëè âòîðîé êðàò÷àéøèé ïóòü ¾íåìåäëåííî îòâåòâëÿåòñÿ¿ îò ïåðâîãî,
òðåòèé êðàò÷àéøèé ïóòü ¾íåìåäëåííî îòâåòâëÿåòñÿ¿ îò âòîðîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè è ò. ä.,
ýòà ïðîöåäóðà ìîæåò î÷åíü áûñòðî îïðåäåëèòü âñå 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Îäíàêî â îáùåì
ñëó÷àå ýòîò àëãîðèòì, âåðîÿòíî, ïîòðåáóåò îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé è ïàìÿòè.
Ïîýòîìó ýôôåêòèâíîñòü ýòîé ïðîöåäóðû ñëîæíî îöåíèòü.

Â ðàáîòå [5] àâòîð îïèñûâàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîèñêà 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé: ñíà÷àëà
ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, àíàëîãè÷íîé (íî ìåíåå ýôôåêòèâíîé), ÷åì àëãîðèòì Õîôôìàíà
è Ïàâëè, íàõîäÿòñÿ 𝐻 > 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé, êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòü ïåòëè [3]. Çàòåì
𝐻 ïóòåé èññëåäóþòñÿ íà 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé, íå ñîäåðæàùèõ ïåòåëü. Ýôôåêòèâíîñòü
ýòîãî àëãîðèòìà çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ñåòè. Åñëè 𝐻 êðàò÷àéøèõ ïóòåé, ïîëó÷åííûõ
àëãîðèòìîì Õîôôìàíà, íå ñîäåðæàò ïåòåëü, àëãîðèòì Ñàêàðîâè÷à [5] ìîæåò î÷åíü áûñòðî
îïðåäåëèòü 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé áåç ïåòåëü. Îäíàêî äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà ñëîæíî óêàçàòü
âåðõíþþ âû÷èñëèòåëüíóþ ãðàíèöó.

1.1. Определения. Ïóñòü 𝐺 = (𝑉,𝐸) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
𝑉 è ìíîæåñòâîì ðåáåð 𝐸; 𝑛 = |𝑉 | � êîëè÷åñòâî âåðøèí; 𝑚 = |𝐸| � êîëè÷åñòâî ðåáåð â
ãðàôå 𝐺.

Ïîäãðàôîì â ãðàôå 𝐺(𝑉,𝐸) íàçûâàåòñÿ ãðàô 𝐻(𝑉𝐻 , 𝐸𝐻), òàêîé ÷òî ∀𝑣 ∈ 𝑉𝐻 , 𝑣 ∈ 𝑉 è
∀𝑒 ∈ 𝐸𝐻 , 𝑒 ∈ 𝐸.

Ïóñòü 𝑒 ∈ 𝐸, òàêîå ÷òî 𝑒 = (𝑢, 𝑣), òîãäà îáîçíà÷èì ℎ𝑒𝑎𝑑(𝑒) = 𝑣 � íà÷àëî äóãè 𝑒 è
𝑡𝑎𝑖𝑙(𝑒) = 𝑢 � êîíåö äóãè 𝑒.

Îáîçíà÷èì 𝑤𝐺 : 𝐸 → 𝑅+ ôóíêöèþ âåñà äëÿ ðåáåð ãðàôà 𝐺.
Ïóñòü 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 , òîãäà ïóòåì èç âåðøèíû 𝑢 â âåðøèíó 𝑣 â ãðàôå 𝐺 íàçûâàåòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü âåðøèí 𝑃 = 𝑃𝐺
𝑢𝑣 = (𝑣0 = 𝑢, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑟 = 𝑣), òàêàÿ ÷òî (𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1) ∈ 𝐸 äëÿ

∀𝑖 : 0 ⩽ 𝑖 < 𝑟. Ïóòü 𝑃 áóäåì îáîçíà÷àòü êàê 𝑢 → 𝑣.
Ïóòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝑣𝑖 ̸= 𝑣𝑗 äëÿ ∀𝑖, 𝑗 : 0 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑟.
Äëÿ âîçìîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ äëèíû ïóòè ðàñøèðèì ôóíêöèþ 𝑤𝐺 íà ìíîæåñòâî âñåõ

ïóòåé ñëåäóþùèì îáðàçîì: 𝑤𝐺(𝑃 ) =
𝑟−1∑︀
𝑖=0

𝑤𝐺(𝑣𝑖𝑣𝑖+1).

Îáîçíà÷èì ïóòü 𝑣1 → 𝑤𝑝 êàê (𝑣1, . . . , 𝑣𝑟, 𝑄) � ïóòü, ïîëó÷åííûé ñëîæåíèåì äâóõ ïóòåé
(𝑣1, . . . , 𝑣𝑟) è 𝑄 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑝), åñëè (𝑣𝑟, 𝑤1) ∈ 𝐸.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïóòü 𝑢 → 𝑣, òîãäà äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè 𝑢 → 𝑣 â ãðàôå 𝐺 îáî-
çíà÷èì 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣).

Ïóñòü 𝑡 ∈ 𝑉 , òîãäà îáðàòíûì äåðåâîì êðàò÷àéøèõ ïóòåé 𝑇 ñ êîðíåì â 𝑡 íàçîâåì
ëþáîé ïîäãðàô 𝐺, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: 1) ∀𝑢 ∈ 𝑇 ∖ {𝑡} èìååò ìàêñèìóì
îäíî èñõîäÿùåå ðåáðî, à 𝑡 âîîáùå íå èìååò òàêèõ ðåáåð; 2) ∀𝑢 ∈ 𝑇 äëèíà ïóòè 𝑃 𝑇

𝑢𝑡 ðàâíà
𝑑𝐺(𝑢, 𝑡), òî åñòü 𝑃 𝑇

𝑢𝑡 ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì.
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Ïóñòü 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑉 , òîãäà 𝑆 � ìíîæåñòâî 𝑘 ïîïàðíî íåðàâíûõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé, òàêîå ÷òî
𝑤𝐺(𝑃1) ⩽ 𝑤𝐺(𝑃2), ãäå 𝑃1 ∈ 𝑆 è 𝑃2 /∈ 𝑆.

1.2. Описание алгоритма Йена поиска 𝑘 кратчайших путей. Çàäà÷à ïîèñêà 𝑘 êðàò÷àé-
øèõ ïóòåé çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè 𝑘 ïóòåé, èìåþùèõ íàèìåíüøóþ äëèíó îò íà÷àëüíîé
äî êîíå÷íîé âåðøèíû âçâåøåííîãî ãðàôà, ïðè ýòîì êàæäûé ïóòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî
åñòü íå ïîñåùàåò îäíó è òó æå âåðøèíó áîëåå îäíîãî ðàçà [2]. Àëãîðèòì Éåíà ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è â îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
âåñàìè äóã.

Àëãîðèòì ñòðîèòñÿ íà îñíîâå èíäóêöèè ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé è
ðàáîòàåò äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî çàäàííîå êîëè÷åñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé.

Áàçà èíäóêöèè 𝑘′ = 1. Âû÷èñëÿåòñÿ êðàò÷àéøèé ïóòü 𝑃0 = (𝑣0 = 𝑠, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑟 = 𝑡)
îò âåðøèíû 𝑠 äî âåðøèíû 𝑡 ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû [9] (𝑃0 ñóùåñòâóåò, èíà÷å
ðåøåíèé íåò). Âòîðîé êðàò÷àéøèé ïóòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì êðàò÷àéøèì îòâåòâëåíèåì 𝑃0.

Àëãîðèòì Éåíà âû÷èñëÿåò îòâåòâëåíèå äëÿ êàæäîé âåðøèíû 𝑣𝑖 ïóòè 𝑃0 ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1) Äëÿ ∀𝑖, 𝑖 = 0, 𝑟 − 1 ñîçäàåòñÿ ïîäãðàô 𝐺𝑖(𝑃0) ãðàôà 𝐺 ïóòåì óäàëåíèÿ âåðøèí
𝑣0, . . . ,𝑣𝑖−1, ÷òîáû èçáåæàòü îòâåòâëåíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîñòûì, è óäàëåíèåì ðåáðà
(𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1), ÷òîáû ïîëó÷èòü ïóòü, îòëè÷àþùèéñÿ îò 𝑃0.

2) Äëÿ ∀𝑖, 𝑖 = 0, 𝑟 − 1 âû÷èñëÿåòñÿ êðàò÷àéøèé ïóòü 𝑄𝑖 îò 𝑣𝑖 äî 𝑡 â ïîäãðàôå 𝐺𝑖(𝑃0) ñ
èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà Äåéêñòðû. Åñëè íå ñóùåñòâóåò ïóòè, òî äàííîå 𝑖 íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ íà øàãå 3.

3) Äëÿ ∀𝑖, 𝑖 = 0, 𝑟 − 1 ïðîñòîå îòâåòâëåíèå (𝑣0, . . . ,𝑣𝑖, 𝑄𝑖) ïóòè 𝑃0 äîáàâëÿåòñÿ â ìíî-
æåñòâî êàíäèäàòîâ 𝐶. Èíäåêñ îòâåòâëåíèÿ 𝑖 ñîõðàíÿåòñÿ ÿâíî â ïàðå ñ îòâåòâëåíèåì
(𝑣0, . . . , 𝑣𝑖, 𝑄𝑖) äëÿ ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Âòîðûì èñêîìûì ïóòåì áóäåò ñàìûé êîðîòêèé ïóòü èç ìíîæåñòâà êàíäèäàòîâ 𝐶.
Èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ 0 < 𝑘′ < 𝑘. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑘′ êðàò-

÷àéøèõ ïóòåé 𝑆 âû÷èñëåíî, ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ 𝐶 ñîäåðæèò ïðîñòûå ïóòè 𝑠 → 𝑡, à
òàêæå ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøèé ïóòü 𝑄 ∈ 𝐶, òàêîé ÷òî 𝑆 ∪ 𝑄 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì 𝑘′ + 1
êðàò÷àéøèõ ïóòåé.

Øàã èíäóêöèè 𝑘′ → 𝑘′ + 1. Ïóñòü 𝑄 = (𝑣0 = 𝑠, . . . ,𝑣𝑟 = 𝑡) è 𝑗(0 ⩽ 𝑗 < 𝑟) � èíäåêñ
îòâåòâëåíèÿ. 𝑄 óäàëÿåòñÿ èç ìíîæåñòâà êàíäèäàòîâ 𝐶 è äîáàâëÿåòñÿ â ðåçóëüòèðóþùåå
ìíîæåñòâî 𝑆. Çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ âñå ïðîñòûå îòâåòâëåíèÿ è äîáàâëÿþòñÿ â ìíîæåñòâî
êàíäèäàòîâ 𝐶:

1) Äëÿ ∀𝑗, 𝑗 ⩽ 𝑖 < 𝑟 ñîçäàåòñÿ ïîäãðàô 𝐺𝑖(𝑄) ãðàôà 𝐺 ïóòåì óäàëåíèÿ âåðøèí
𝑣0, . . . , 𝑣𝑖−1 è âñåõ äóã âèäà (𝑣𝑖,𝑤), òàêèõ ÷òî ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ 𝐶 óæå ñîäåðæèò ïóòü
ñ ïðåôèêñîì (𝑣0, . . . ,𝑣𝑖,𝑤).

2) Äëÿ ∀𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑖 < 𝑟 âû÷èñëÿåòñÿ êðàò÷àéøèé ïóòü 𝑄𝑖 îò 𝑣𝑖 äî 𝑡 â 𝐺𝑖(𝑄). Åñëè íå
ñóùåñòâóåò ïóòè, òî äàííîå 𝑖 íå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà øàãå 3.

3) Äëÿ ∀𝑗, 𝑗 ⩽ 𝑖 < 𝑟 îòâåòâëåíèå (𝑣0, . . . ,𝑣𝑖,𝑄𝑖) ïóòè 𝑄 äîáàâëÿåòñÿ â ìíîæåñòâî êàí-
äèäàòîâ 𝐶 ñ åãî èíäåêñîì îòâåòâëåíèÿ 𝑖.

Ñëåäóþùèì (𝑘′ + 2) êðàò÷àéøèì ïóòåì áóäåò êðàò÷àéøèé ïóòü èç ìíîæåñòâà êàíäè-
äàòîâ.

1.3. Оптимизации алгоритма поиска. Îïòèìèçàöèÿ àëãîðèòìà ïðîâåäåíà íà îñíîâå
àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå Àëè Àëü Çóáè [10], óëó÷øàþùåãî ìåòîä ïîèñêà 𝑘 êðàò-
÷àéøèõ ïóòåé Äàíèýëÿ Êóðöà è Ïåòðà Ìóöåëÿ [11]. Óëó÷øåíèå íàïðàâëåíî íà óìåíüøåíèå
ïîòðåáëåíèÿ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ îáðàòíûõ äåðåâüåâ êðàò÷àéøèõ
ïóòåé. Ïóñòü 𝐶𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒 � ïðèîðèòåòíàÿ î÷åðåäü, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå äâîè÷íîé êó-
÷è. Äàííàÿ î÷åðåäü õðàíèò ïåðâûå 𝑘 ïðîñòûõ ïóòåé êàíäèäàòîâ è èõ äëèíó â âèäå
((𝑇0, 𝑒0, 𝑇1, . . . , 𝑇ℎ, 𝑒ℎ, 𝑇ℎ+1), 𝑙𝑏), ãäå 𝑇𝑖 � îáðàòíîå äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé; 𝑒𝑖 ∈ 𝐸 � äóãà;
𝑙𝑏 � äëèíà ïóòè â ãðàôå 𝐺. Äåðåâî 𝑇ℎ+1 ìîæåò õðàíèòüñÿ â ìíîæåñòâå 𝑇𝑐𝑎𝑐ℎ𝑒, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå îíî âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû. Ïðè ýòîì ∀𝑖, 𝑖 = 0, ℎ 𝑇𝑖

ãàðàíòèðîâàííî âû÷èñëåíî è õðàíèòñÿ â 𝑇𝑐𝑎𝑐ℎ𝑒. ×òîáû èçâëå÷ü èç äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ïóòü, íåîáõîäèìî ïðîéòè îò âåðøèíû 𝑠 äî 𝑡𝑎𝑖𝑙(𝑒0) â îáðàòíîì äåðåâå êðàò÷àéøèõ ïóòåé 𝑇0,
ïðîñëåäîâàòü ïî äóãå 𝑒0 â 𝑇1 äî 𝑡𝑎𝑖𝑙(𝑒1) è òàê äàëåå äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà
âåðøèíà 𝑡 äåðåâà 𝑇ℎ+1.

Âòîðàÿ î÷åðåäü 𝐶𝑛𝑜𝑡−𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒 õðàíèò ãðóïïû îòâåòâëåíèé-êàíäèäàòîâ ñ èõ íèæíåé îöåí-
êîé äëèí 𝑙𝑏. Äàííûå ãðóïïû êàíäèäàòîâ òðåáóþò ÿâíîãî âûçîâà àëãîðèòìà Äåéêñòðû äëÿ
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû èõ ïðîñòîòû.

Â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà âû÷èñëÿåòñÿ îáðàòíîå äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé 𝑇0, ñîäåð-
æàùåå êðàò÷àéøèé ïóòü 𝑠 → 𝑡, åñëè òàêîãî ïóòè íåò, òî íåò è ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äåðåâî 𝑇0

äîáàâëÿåòñÿ â 𝐶𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒. Öèêë âûïîëíÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî 𝑘 êðàò÷àéøèõ
ïóòåé èëè íå èñ÷åðïàíû î÷åðåäè 𝐶𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒 è 𝐶𝑛𝑜𝑡−𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðåçóëüòèðóþùåå
ìíîæåñòâî 𝑆 áóäåò ñîäåðæàòü ìåíüøå 𝑘 ýëåìåíòîâ.

Â êàæäîé èòåðàöèè öèêëà àëãîðèòì ñíà÷àëà âûáèðàåò ëó÷øèé ýëåìåíò 𝜙 èç äâóõ
î÷åðåäåé (ñ ïðèîðèòåòîì äëÿ 𝐶𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒, åñëè îöåíêè 𝑙𝑏 äëÿ ëó÷øèõ ýëåìåíòîâ îáåèõ î÷åðå-
äåé ñîâïàäàþò). Åñëè 𝜙 áûë èçâëå÷åí èç 𝐶𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒, òî 𝜙 èìååò âèä ((𝑇0, 𝑒0, 𝑇1, . . . , 𝑇ℎ, 𝑒ℎ =
(𝑢ℎ, 𝑣ℎ), 𝑇ℎ+1), 𝑙𝑏), òîãäà àëãîðèòì äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè 𝑇ℎ+1 íå ñîõðàíåí
â 𝑇𝑐𝑎𝑐ℎ𝑒, òî îí âû÷èñëÿåòñÿ è ñîõðàíÿåòñÿ. Çàòåì èçâëåêàåòñÿ óæå îïèñàííûì ñïîñîáîì
ïðîñòîé ïóòü 𝑃 èç 𝜙 è äîáàâëÿåòñÿ â ðåçóëüòèðóþùåå ìíîæåñòâî 𝑆. Äàëåå àëãîðèòì îá-
ðàáàòûâàåò âñå îòâåòâëåíèÿ.

1) Äëÿ äóãè 𝑒 = (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸, 𝑢 ∈ 𝑃
𝑇ℎ+1

𝑣ℎ𝑡
, 𝑣 /∈ {𝑠, . . . , 𝑣ℎ, . . . , 𝑢} ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè

ïðîñòûì ïóòü 𝑃𝑒, ñëåäóþùèé ñíà÷àëà âäîëü 𝑃 îò âåðøèíû 𝑠 äî 𝑣ℎ, çàòåì âäîëü 𝑃
𝑇ℎ+1
𝑣ℎ𝑢 ,

âäîëü ðåáðà 𝑒 è, íàêîíåö, âäîëü 𝑃
𝑇ℎ+1

𝑣𝑡 .
2) Åñëè 𝑃𝑒 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî äîáàâëÿåì â 𝐶𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒 ýëåìåíò âèäà ((𝑇0, 𝑒0, 𝑇1, . . . , 𝑇ℎ, 𝑒ℎ,

𝑇ℎ+1, 𝑒, 𝑇ℎ+1), 𝑙𝑏𝑒), ãäå 𝑙𝑏𝑒 � äëèíà ïóòè 𝑃𝑒.
3) Åñëè îòâåòâëåíèå 𝑒 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî îíî äîáàâëÿåòñÿ â ìíîæåñòâî 𝑋 =

{𝑓1, . . . ,𝑓𝑟}, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ 𝑖, 𝑗, 𝑙 : 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 < 𝑙 ⩽ 𝑟 𝑡𝑎𝑖𝑙(𝑓𝑗) íàõîäèòñÿ ìåæäó (èëè
ðàâåí) 𝑡𝑎𝑖𝑙(𝑓𝑖) è 𝑡𝑎𝑖𝑙(𝑓𝑙) íà ïóòè 𝑃

𝑇ℎ+1

𝑣ℎ𝑡
.

4) Åñëè ìíîæåñòâî 𝑋 ̸= ⊘, òî íåîáõîäèìî äîáàâèòü 𝑋 êàê ãðóïïó êàíäèäàòîâ â
𝐶𝑛𝑜𝑡−𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒.

Ïóñòü 𝑓𝑖 = (𝑢𝑖, 𝑣𝑖), òîãäà îáîçíà÷èì 𝑙𝑏𝑖 = 𝑙𝑏𝑓𝑖 = 𝑤𝐺(𝑃1)+𝑤𝐺(𝑃
𝑇ℎ+1
𝑣ℎ𝑢𝑖 )+𝑤𝐺(𝑓𝑖)+𝑤𝐺(𝑃

𝑇ℎ+1

𝑣𝑖𝑡 ),
â ýòîì ñëó÷àå 𝑙𝑏 = min

1⩽𝑖⩽𝑟
𝑙𝑏𝑖, ãäå 𝑃1 ïóòü îò 𝑠 äî 𝑣ℎ âäîëü 𝑃 .

Â ñëó÷àå, åñëè ýëåìåíò 𝜙 èçâëåêàåòñÿ èç î÷åðåäè 𝐶𝑛𝑜𝑡−𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒, òî 𝜙 èìååò âèä ((𝑇0, 𝑒0, 𝑇1,
. . . , 𝑇ℎ, 𝑒ℎ, 𝑇ℎ+1, 𝑋, 𝑇ℎ+1), 𝑙𝑏), 𝑒ℎ = (𝑢ℎ,𝑣

′
ℎ) è 𝑃1 = (𝑠 = 𝑥0, . . . ,𝑥ℎ = 𝑣′ℎ) � ïðåôèêñ ïóòè,

ïðåäñòàâëåííîãî ýëåìåíòîì 𝜙, 𝑃 𝑇ℎ+1

𝑣′ℎ𝑡
= (𝑣′ℎ, 𝑣

′
ℎ+1, . . . ,𝑣

′
𝑝 = 𝑡), è äëÿ ∀𝑗 𝑓𝑗 = (𝑣′𝑖𝑗 , 𝑣𝑗). ∃𝑖* : 1 ⩽

𝑖* ⩽ 𝑟, òàêîé ÷òî 𝑙𝑏 = 𝑙𝑏𝑖* , àëãîðèòì îáðàáàòûâàåò îäíîâðåìåííî íåñêîëüêî îòâåòâëåíèé
𝑓𝑟, 𝑓𝑟−1, . . . ,𝑓𝑖*.

1) Ñòðîèòñÿ îáðàòíîå äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé 𝑇 ′
𝑟 â ãðàôå 𝐺𝑟 = 𝐺 − {𝑥0, . . . , 𝑥ℎ =

𝑣′ℎ, . . . , 𝑣
′
𝑖𝑟} ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà Äåéêñòðû. Â î÷åðåäü 𝐶𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒 äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò
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âèäà ((𝑇0, 𝑒0, 𝑇1, . . . , 𝑇ℎ, 𝑒ℎ, 𝑇ℎ+1, 𝑓𝑟, 𝑇
′
𝑟), 𝑤𝐺(𝑄𝑟)), ãäå 𝑄𝑟 = 𝑃1𝑃

𝑇ℎ+1

𝑣′ℎ𝑣
′
𝑖𝑟

𝑃
𝑇 ′
𝑟

𝑣𝑟𝑡 � ïðîñòîé ïóòü îò 𝑠

äî 𝑡. Äåðåâî 𝑇 ′
𝑟 íå ñîõðàíÿåòñÿ â 𝑇𝑐𝑎𝑐ℎ𝑒, íî ñîõðàíÿåòñÿ ¾óêàçàòåëü¿ íà íåãî.

2) Äëÿ êàæäîãî 𝑗 îò 𝑟 − 1 äî 𝑖* (ïî óáûâàíèþ) ñòðîèòñÿ äåðåâî 𝑇 ′
𝑟 â ãðàôå 𝐺𝑟 =

𝐺 − {𝑥0, . . . , 𝑥ℎ = 𝑣′ℎ, . . . , 𝑣
′
𝑖𝑟} íà îñíîâå 𝑇 ′

𝑗+1 ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà îáíîâëåíèÿ
îáðàòíîãî äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé [12]. Â î÷åðåäü 𝐶𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒 äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò âèäà

((𝑇0, 𝑒0, 𝑇1, . . . , 𝑇ℎ, 𝑒ℎ, 𝑇ℎ+1, 𝑓𝑗, 𝑇
′
𝑗), 𝑤𝐺(𝑄𝑗)), ãäå 𝑄𝑗 = 𝑃1𝑃

𝑇ℎ+1

𝑣′ℎ𝑣
′
𝑖𝑗

𝑃
𝑇 ′
𝑗

𝑣𝑗𝑡.

Îñòàâøàÿñÿ æå ÷àñòü îòâåòâëåíèé ((𝑇0, 𝑒0, 𝑇1, . . . , 𝑇ℎ, 𝑒ℎ, 𝑇ℎ+1, 𝑋
′, 𝑇ℎ+1), min

1⩽𝑗<𝑖*
𝑙𝑏𝑗), ãäå

𝑋 ′ = {𝑓1, . . . ,𝑓𝑖*−1} âîçâðàùàåòñÿ â 𝐶𝑛𝑜𝑡−𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒.
Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà â õóäøåì ñëó÷àå àíàëîãè÷íà ñëîæíîñòè áàçîâîé âåðñèè � àëãî-

ðèòìà Éåíà, òî åñòü 𝑂(𝑘𝑛(𝑚+ 𝑛 log 𝑛)).
2. Численные эксперименты.

2.1. Описание графов. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ èñïîëüçîâàíû ãðàôû, ïîëó÷åííûå
èç ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ [13�15].

� NW (USA-road-d/USA-road-t). Äîðîæíàÿ ñåòü Ñåâåðî-Çàïàäà ÑØÀ. Ãðàô îðèåí-
òèðîâàííûé, äóãè ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëåíèÿì äâèæåíèÿ, âåñà � ðàññòîÿíèÿì. Ðàçìåðû:
1 207 945 âåðøèí è 2 840 208 äóã [13].

� FLA (USA-road-d/USA-road-t). Äîðîæíàÿ ñåòü øòàòà Ôëîðèäà. Ãðàô àíàëîãè÷åí
óêàçàííîìó âûøå. Ðàçìåðû: 1 070 376 âåðøèí è 2 712 798 äóã [13].

� Rome99. Áîëüøîé ôðàãìåíò ãîðîäñêîé äîðîæíîé ñåòè Ðèìà (Èòàëèÿ). Ðàçìåðû:
3 353 âåðøèí è 8 870 äóã [13].

� 14 (SNAP). Ñåòü ñîàâòîðñòâ â êàòåãîðèè Astro Physics íà arXiv: íåîðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, ðåáðî ìåæäó àâòîðàìè îçíà÷àåò ñîâìåñòíóþ ïóáëèêàöèþ. Ðàçìåðû: 18 772 âåðøèí
è 198 110 ðåáåð [14].

� 15 (SNAP). Ñåòü ñîàâòîðñòâ â êàòåãîðèè Condensed Matter (arXiv), íåîðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô. Ðàçìåðû: 23 133 âåðøèí è 93 497 ðåáåð [15].

� 16 (SNAP). Ñåòü ñîàâòîðñòâ â êàòåãîðèè General Relativity and Quantum Cosmology
(arXiv), íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ðàçìåðû: 5 242 âåðøèí è 14 496 ðåáåð [16].

� 17 (SNAP). Ñåòü ñîàâòîðñòâ â êàòåãîðèè High Energy Physics – Theory (arXiv), íåîðè-
åíòèðîâàííûé ãðàô. Ðàçìåðû: 9 877 âåðøèí è 25 998 ðåáåð [17].

2.2. Результаты вычислений. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà áûëè ïðîòåñòèðîâàíû íà
ãðàôàõ, îïèñàííûõ âûøå.

Â òàáë. 1, 2 ïðèâåäåíû âðåìÿ âûïîëíåíèÿ è îáúåì ïàìÿòè, èñïîëüçîâàííîé ïðè âû-
ïîëíåíèè àëãîðèòìà ïîèñêà 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé äëÿ 1000 ïðîèçâîëüíûõ ïàð âåðøèí ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ 𝑘.

Â òàáë. 1 ñäåëàí àêöåíò íà óñêîðåíèå ïî âðåìåíè, ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ îáúåì èñ-
ïîëüçîâàííîé ïàìÿòè. Â òàáë. 2 ðåàëèçîâàí îïòèìàëüíûé àëãîðèòì, â êîòîðîì áûëà ïî-
ñòàâëåíà öåëü óìåíüøèòü çàòðàòû ïàìÿòè, ïðè ýòîì óâåëè÷èëîñü âðåìÿ èñïîëíåíèÿ. Äëÿ
ãðàôîâ ca-AstroPh è ca-CondMat â òàáë. 1 ïîëó÷åíà è îïòèìèçàöèÿ ïî ïàìÿòè.

Ðåàëèçîâàííûé îïòèìèçèðîâàííûé àëãîðèòì ïîèñêà 𝑘 êðàò÷àéøèõ ïóòåé ïîêàçàë õî-
ðîøèé ðåçóëüòàò. Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàôû íåáîëüøèå, âðåìÿ ñ óâåëè÷åíèåì 𝑘 ðàñòåò íåçíà-
÷èòåëüíî. Äëÿ ïåðâûõ äâóõ ãðàôîâ, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî âåðøèí áîëüøå ìèëëèîíà, ñ
óâåëè÷åíèåì 𝑘 ðàñòåò è âðåìÿ.

Заключение. Àëãîðèòì èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ïîèñêà ãëîáàëüíûõ ïóòåé ïî
ãðàôàì ýëåìåíòîâ â çàäà÷àõ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Ãëîáàëüíûì ïóòåì â çàäàííîì ãðà-
ôå ïîòîêà ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïóòü îò âåùåñòâà â èñõîäíîé ñìåñè äî êîíå÷íîãî ïðîäóêòà,
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Таблица 1
Оптимизация по времени

k=2 k=3 k=4 k=5 k=10
Граф T, мс M, Кб T, мс M, Кб T, мс M, Кб T, мс M, Кб T, мс M, Кб
NW 148 45227 208 48119 234 49409 314 53414 556 65846
FLA 127 41065 172 43385 227 45095 304 48684 595 60721
Rome99 0,01 1813 0,03 1836 0,1 1857 0,19 1888 0,77 2019
ca-AstroPh 3,6 2683 3,3 2706 3,6 2726 3,5 2750 3,9 2859
ca-CondMat 2,6 2792 2,6 2792 4 2746 4,6 2759 3,6 2799
ca-GrQc 0,002 1821 0,002 1827 0,001 1831 0,003 1810 0,015 1817
ca-HepTh 0,71 2091 0,67 2098 0,69 2113 0,67 2114 0,7 2127

Таблица 2
Оптимизация по памяти

k=2 k=3 k=4 k=5 k=10
Граф T, мс M, Кб T, мс M, Кб T, мс M, Кб T, мс M, Кб T, мс M, Кб
NW 253 32690 365 34536 450 35336 591 37058 1225 46079
FLA 281 30406 374 32204 454 33312 693 35842 1148 44361
Rome99 0,08 1596 0,2 1598 0,39 1607 0,64 1615 1,47 1705
ca-AstroPh 8,7 2905 8,4 2897 8,4 2899 8,6 2908 9,2 2932
ca-CondMat 8,7 3004 8,8 3024 8,7 3015 8,9 3020 8,6 3024
ca-GrQc 0,7 1750 0,7 1751 0,7 1748 0,7 1746 0,7 1741
ca-HepTh 2,3 1991 2,4 1994 2,5 2001 2,4 2005 2,4 2009

ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåùåñòâî-êîíöåíòðàòîð. Ãëîáàëüíûé ïóòü ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíûå öåïî÷êè ïðåâðàùåíèÿ ñîåäèíåíèé îò íà÷àëüíûõ ðåàãåíòîâ äî êîíå÷íûõ
ïðîäóêòîâ âñåãî ðåàêöèîííîãî ïðîöåññà. Ó÷èòûâàÿ îñíîâíûå ãëîáàëüíûå ïóòè, ÷åðåç êîòî-
ðûå ïðîõîäÿò íàèáîëüøèå ïîòîêè ýëåìåíòà, ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü íàèáîëåå âàæíûå
öåïî÷êè ïðåâðàùåíèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü ñîõðàíåíû â ñêåëåòíîì ìåõàíèçìå.

Äëÿ êàæäîãî âåùåñòâà-êîíöåíòðàòîðà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ãëîáàëüíûõ ïóòåé, ïî-
ýòîìó äëÿ èäåíòèôèêàöèè îñíîâíûõ ãëîáàëüíûõ ïóòåé èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì íàõîæäå-
íèÿ 𝑘 êðàò÷àéøèõ íåçàâèñèìûõ ïóòåé â îðèåíòèðîâàííîì âçâåøåííîì ãðàôå. Ãëîáàëü-
íûé ïóòü âû÷èñëÿåòñÿ êàê êîìáèíàöèÿ ïóòè îò âåùåñòâà èç èñõîäíîé ñìåñè äî âåùåñòâà-
êîíöåíòðàòîðà ñ ïóòåì îò âåùåñòâà-êîíöåíòðàòîðà äî îäíîãî èç ïðîäóêòîâ. Íà âûõîäå
ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ìîùíîñòüþ 𝑘2 ãëîáàëüíûõ ïóòåé. Âñå òàêèå ïóòè äëÿ êàæäîãî
âåùåñòâà-êîíöåíòðàòîðà è êàæäîé ïàðû çàäàííûõ ñîåäèíåíèé â êàæäîì ãðàôå ïîòîêà
ýëåìåíòà ñîõðàíÿþòñÿ è îáðàçóþò ìíîæåñòâî âåùåñòâ, âõîäÿùèõ â èòîãîâûé ñêåëåòíûé
ìåõàíèçì.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà äëÿ äîðîæíûõ ñåòåé ñ áîëüøèì êîëè÷å-
ñòâîì ïóòåé, è ïðîâåäåíà îïòèìèçàöèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà ñîêðàòèòü ðåñóðñû ïî âðåìåíè
è ïàìÿòè.

Â äàëüíåéøåì àëãîðèòì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå îäíîãî èç ìåòîäîâ èññëå-
äîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ôàêòîð-äåðåâüåâ è äðåâîâèäíûõ ðàçáèåíèé ãðàôà äëÿ óñêîðåíèÿ
âðåìåíè ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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